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Primer Cuatrimestre

Practica 7 Acoplamiento al entorno 8 de junio de 2025

En esta guia estudiamos la evolucion de sistemas cudnticos abiertos. Introducimos el formalismo
de operaciones cuanticas y la ecuacion maestra, enfocandonos en la forma de Lindblad bajo la
aproximacion markoviana. Aplicamos estas herramientas para describir la dindmica de qubits y
resonadores acoplados a entornos bosénicos.

Operaciones cuanticas
La evolucién de un sistema cuantico cerrado es unitaria. Esto se expresa diciendo que dado
un estado p, su evolucién temporal estd dada por e (p) = UpUT, siendo U un operador
unitario. Cuando el sistema no es cerrado, su matriz densidad evoluciona a través de una
operacion cudntica, es decir un mapa € tal que
p—e(p),

y que cumple:

1. trle (p)] = 1.

2. € es lineal sobre combinaciones convexas de estados.

3. £(p) es hermitico, positivo y completamente positivo.

Si € es una operacion cudntica (es decir, cumple las propiedades anteriores) se puede de-
mostrar que su accion sobre un estado se puede escribir como:

e(p) =Y _ ErpEj, (1)

donde los Ej, E,i se conocen como operadores de Kraus y cumplen ), E;Ek =1.

(a) Probar que si la accién de € sobre estados estd dada por la forma (1), entonces se
cumplen las propiedades 1, 2 y 3.

(b) Estudiar la accién del canal de depolarizacion:
N R
e(p)=51+{0-p)p,

con p € (0, 1), sobre un estado de qubit y hallar los operadores de Kraus de la operacién
cuantica.

Bit flip y phase flip
Considerar las operaciones sobre un qubit dadas por los siguientes operadores de Kraus:

. 10 01
Bit flip: E():\/l—p(o 1), Elz\/ﬁ(l O)

. 10 10
Phase flip: Eozx/l—p<0 1>, Elz\/il_?(o _1>

(a) Mostrar que son operaciones cuanticas.

(b) Interpretar bit flip como descripcién de un “ruido” que induce un error con probabi-
lidad p de obtener |1) por |0) y |0) como |1). Lo mismo para phase flip, pero donde el
error de transcripcién es en el signo relativo entre |0) y |1).



cQED

.. . Primer Cuatrimestre
Prdctica 7 Acoplamiento al entorno 8 de junio de 2025

(c) ;Qué le hacen geométricamente estas transformaciones a la esfera de Bloch?

Ecuaciéon maestra
La evolucién temporal de un sistema cuantico cerrado esta dada por

d

=il

En este caso, decimos que la evolucién es local, porque para hallar %ﬁ a tiempo t sélo es
necesario conocer p(t). En cambio, para un sistema cudntico abierto, la evolucién es no
local y suele depender de la historia del sistema. En general, se tiene:

Ch=L(), )

donde L es un superoperador que describe la dindmica, incluyendo efectos del entorno. Esta
es la denominada ecuacion maestra.

Trabajando en la aprozimacion Markoviana, en la que suponemos que p (¢t + dt) depende
sélo de p (t), mostrar que resulta:

L(p) = —i [ﬁ,p] + zk: <LkﬁLL - % {LLLk,p}) , (3)

donde los L,Tg y Lj se conocen como operadores de Lindblad, y hallar la relacion entre los
operadores de Kraus y los de Lindblad. La ecuacién maestra (2) con £ dado por (3) se
conoce como ecuacion de Lindblad.

Entrelazamiento qubit-fotén

Retomando el ejercicio 4 de la guia 6 donde se encontro el operador densidad reducido del
qubit, pg, en interacciéon con una linea de transmision, estudiaremos el entrelazamiento
entre el qubit y el entorno fotonico. La entropia de Von Neumann de la matriz densidad
reducida

S = —tr(pg log(pg)) = — H_ Ailog(A (4)

siendo A; los autovalores de pg, es una medida del entrelazamiento entre los dos subsistemas.
Considere un atomo originalmente excitado c.(tp) = 1 en interaccién con una linea de
transmision originalmente en estado de vacio ¢,,(to) = 0, Vm.

(a) Calcular los autovalores Ay de la matriz densidad del qubit.

(b) Mostrar que el entrelazamiento es nulo a ¢ = 0 y a t = +oo. Hallar el tiempo de
maximo entrelazamiento.

Qubit en un entorno a temperatura nula
En este ejercicio derivaremos la ecuacién de Lindblad para un qubit interactuando con un
bano de bosones a temperatura nula. El Hamiltoniano que describe el conjunto sistema
(qubit) + entorno (bosones) completo esta dado por

H = Hq + He + Hint = %Oz + Zwm a;rnam + Z Oz (gina;rn +gmam)7 (5)

donde se distingue un término de evolucién libre del qubit, un término de evolucion libre
para el entorno y un término de interaccion qubit-entorno respectivamente.
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(a) Dindmica del conjunto completo

I-

II-

I1I-

+Qué nombre recibe este modelo? ;Qué arquitectura de circuitos superconductores
se describe mediante este Hamiltoniano y bajo qué condiciones para los pardmetros
involucrados?

Muestre que el Hamiltoniano de interacciéon toma, en representacién de interac-
cién, la forma

HintJ _ Z <ez‘wqt oL+ e—iwqtg_) (g:neiwmtaln + gme—iwqtam) (6)

Escriba la ecuacion que satisface el operador densidad del conjunto completo en
representacion de interaccion.

(b) A continuacién, trazamos sobre los grados de libertad del entorno e incorporamos las
aproximaciones de Born y Markov. Consideramos un estado inicial producto psy. =

ps(0) & pe

I-

I1I-

Integrando la ecuacién de evolucién para la matriz densidad psy.(t) en represen-
tacion de interaccién (el enunciado evita escribir explicitamente el subindice I.e»
el operador densidad para aligerar la notacién), muestre que

Pste(t) = =i [Hint,1 (1), psye(0)] — /0 dt' [Hin 1(), [Hint,1(t'), psse(t)]] - (7)

Tome la traza parcial bajo la suposicion de que Tre[H;n: 1(t), ps+e(0)] = 0y de
que la aproximacién de Born es valida. Esta aproximacién supone que, como el
acoplamiento entre el entorno y el sistema es débil, el entorno se vera despreciable-
mente afectado por el sistema y en consecuencia pg.(t) ~ ps(t) ® pe. El resultado
obtenido debe ser

ps(t) = — /0 dt' Te[Hipt (1), [Hint,1(t), ps(t) @ pe]] (8)

Expanda el doble conmutador y escriba H;, 1(t) = Hi(;z’ ) ® Hl(sz ;(t) para obte-
ner una expresién donde la informacién del entorno se condensa en las funciones
de correlacién Tre(perzz,I(ti)Hfsz’I(tj)) con t;; =t,t.

Ahora realizamos la aproximacién de Markov y reemplazamos ps(t') por ps(t).
Adicionalmente, hacemos el cambio de variables ' — ¢ — t’. Introducimos dos
escalas temporales Tk es la escala temporal en la que el qubit cambia producto
de su interaccion con el entorno y T, es la escala temporal en la que las funciones
de correlacion del entorno decaen. Suponiendo que T > T, el limite superior de
la integral puede tomarse infinito.

(¢) Vamos a introducir la informacién sobre el modelo especifico que queremos estudiar.
Utilizando que un estado térmico puede escribirse como

o—He/(kpT)

pe(T) = F i) (9)

con T la temperatura y kg la constante de Boltzman.
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I- Encuentre el estado del entorno, que bajo las aproximaciones realizadas serd el
mismo a todo tiempo, y corrobore que la suposicion Tre[Hine (1), pste(0)] = 0 fue

correcta.

11- Usando la expresion explicita para Hi(sz’ ;(t) muestre que la ecuacién de evolucién

se reduce a

po(t) = —{(040_ps = 0 p0 )T (wg) + (0-01ps = 74 ps0 )T (~wy) +hc} (10)
con 0o
rwa—/ dt’ et T (p HYy () H, (8= 1)), (11)
0

Usando el estado del entorno y la forma especifica de Hf;g ;(t), desarrolle la ex-

presion para I'(w,)
11I-  Separando I'(w,) en parte real e imaginaria segin

(g) = 571() +15(y), (12)

puede verse que y(—w,) = 0. Llamando ademés v(—w,) = x encuentre la forma

S(wy) = S(—wy)
2

p(t) = —i 0200 + 5 (20-p0 = {oio-p})  (13)

1v- Escriba la ecuacién de evolucién para el estado del sistema en representacién de
Schrodinger

@ Resonador con pérdidas
Se considera un resonador con un forzado clésico, cuya evolucion en condiciones de perfecto
aislamiento estd generada por el Hamiltoniano

Ho = wala+ (e ™1t a + Q, et ql). (14)

El resonador se halla acoplado a una linea de transmisiéon que funciona como un entorno
bosoénico, de forma que el estado del resonador satisface, en representacién de interaccién,
la ecuacion

p(t) = —i[(wa — w)ala + Qa+ Q,al, p, ()] + g(Qa psal —{a'a, p}) (15)

(a) Escriba y resuelva la ecuacion de evolucién para el valor medio (a) = tr(psa) y para
el niimero de fotones en el resonador (a' a)

(b) Observemos el ancho a altura media. Tome el limite limy o <aT a> para conocer el
nimero de fotones del estado asintético. jPara qué frecuencia del resonador w es
maximo y cudal es este nimero maximo de fotones?. El ancho a altura media es la
distancia entre los dos valores de frecuencia para los cuales <aT a> o CAYO al 50 % de
su valor maximo. Encuentre el ancho a altura media.

Qubit en un entorno a temperatura finita

Resolvemos la dinamica de un sistema de dos niveles acoplado a un entorno bosénico como
en el ejercicio 5, pero esta vez el entorno se halla en un estado térmico con temperatura
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T > 0. La ecuacién maestra que describe la evolucién del qubit es en este caso es (en
unidades de A = 1)

(20_po, —{o40—.p}) + nu2 (20, p0- —{o_0,,p}), (16)

p(t) = —ilH, p] + (n + 1) :

no |2

con H = w/20, el Hamiltoniano libre del qubit y n, = (e/#37) — 1)~! el ntimero de
ocupacion bosoénico.

(a) Muestre que un observable que actiia sobre el qubit evoluciona segin

d

—(0) = =i ([0, H)) + (a7)

+ (o +1)5 {04 [0.0-] + 04, Ol o) + 1 S (0 [0,04] + [0, 0 7).

(b) Derive las ecuaciones de Bloch para (o,) y (04) y resuelva.

(c¢) Usando los valores obtenidos en el inciso (ii), reconstruya el vector de Bloch. Calcule
su norma y muestre que la misma se contrae hacia el interior de la esfera.

(d) Usando el vector de Bloch s(t) pruebe que la matriz densidad evoluciona segin

B Pl + e—t/Tl (pll(()) - P1> P10 6—iwt—t/(2T1)
p(t) - ( po1 eiwtft/(QTl) 1 — Pl _ eft/Tl (p11(0> o Pl) (18)

con P, =ny,/(1+ 2n,) = lim,_,o p11(t) es la probabilidad de excitacién asintética y
Ty = (1—-2 Py)/v dala escala en la que p(t) converge a la solucién asintética. Relacione
esta solucién con el limite de temperatura nula.

— Puede resultar util

Recordar que el vector de Bloch es un vector de norma unidad que satisface
1 1
p(t):§ﬂ+§s~0' (19)

con o = o, + o,y + 0,2




