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Introduccion

Electrones en un potencial peridédico

El modelo de Sommerfeld y los resultados experimentales en
transporte plantearon algunos problemas.

En palabras de Félix Bloch, un joven estudiante de doctorado
del Prof. Werner Heisenberqg:

“El problema principal era explicar como los electrones podian
escurrirse entre los iones de manera de evitar un camino libre
medio del orden del parametro de red. Esa distancia era
demasiado corta como para explicar las resistividades
observadas, que incluso indicaban que el camino libre medio

aumentaba mas y mas al disminuir la temperatura”.



Introduccion

Electrones en un potencial peridédico

En 1928, en su tesis doctoral, Bloch encontro una solucion.
Analizando el movimiento de un electréon en un potencial
periddico perfecto, nos dice:

“..Encontré para mi deleite que la [funcion de] onda diferia de la
onda plana de los electrones libres solo por una modulacion
periodica. Esto era tan simple que no pensé seria un
descubrimiento importante, pero cuando se lo mostré a

Heisenberg el enseguida dijo: jEso es!”.



Introduccion

Electrones en un potencial peridédico

El problema a resolver es el de N electrones independientes
(no mas libres, como en Sommerfeld) en un potencial externo
periodico. Cada uno de ellos, los electrones de Bloch,
obedece la ecuacion de Schrodringer:

2
Hy = (—f—mv2 + U(r)) Y = B

con la condicion U (r) = U(r + R), VR € RD.



Teorema de Bloch

Enunciado del teorema

Los autoestados de los electrones de Bloch pueden elegir
ponerse en la forma de una onda plana modulada por una

funcion con la periodicidad de la red:

Pnk(r) = €™ U (1)

donde u,k(r) = u,k(r + R), VR € RD.



Teorema de Bloch

Enunciado del teorema

Como
wnk(r 4+ R) _ eik-(r—l—R)unk(r 4 R) _ 67Lk-R€z’k-runk(r)

en ocasiones el teorema se enuncia de otra manera. Los
autoestados de los electrones de Bloch pueden elegirse de
manera tal que, por cada autofuncion, existe un vector de onda

asociado que cumple:

Uk (r + R) = By (r) |, VR € RD.

Ambos enunciados son equivalentes.



Teorema de Bloch

Primera demostracion (simetria)

Para cada vector de la red de Bravais, definimos un operador de

traslacion (discreto): .
(discreto): . _ipryn

donde p es el generador de desplazamientos, el “momento

cristalino”.
Como el hamiltoniano es periédico en la red de Bravais, se

cumple que

[}AI,TR} — 0, VR.



Teorema de Bloch

Primera demostracion (simetria)

Los operadores de traslacion conmutan entre si, dado que el
orden en que se efectuen las traslaciones no altera el resultado

fisico.
TrTr(r) = Tr/TrY(r) = ¢¥(r + R + R’)

— TRiIRr = TR—l—R’

Dado que el hamiltoniano conmuta con los operadores de
traslacion, debe existir una base comun de autovectores.

ﬁw = e
TrY = c(R)y



Teorema de Bloch

Primera demostracion (simetria)

Como los operadores de traslacion cumplen IR Ir’ = IR+ R/,
sus autovalores deben satisfacer la relacion

¢(R)c(R') = c¢(R + R).

Si los a;son los vectores primitivos de la red de Bravais,
siempre podemos escribir (eligiendo apropiadamente los Xx)

c(az-) _ 6i27racz-



Teorema de Bloch

Primera demostracion (simetria)

Asi, si pensamos un vector genérico de la RD como la suma de

tres traslaciones
R = nja; 4+ ngaz + naas,

de las propiedades enunciadas se desprende que
c(R) = ¢(niay)c(nsag)c(nsasz)
= c(a1)" c(az)"?c(ag)"™

27Tin2$2 627m'n3x3 kR

27‘('2'72,1561 — e

— € &

dondek = z£1b7 + x9bs + x3bg y los bison los vectores

primitivos de la RR: b; - a; = 270;;.



Teorema de Bloch

Primera demostracion (simetria)

Por lo tanto,

Hi = e
Try = ™ PY(r) = ¢(r + R),

* U,k son los estados de Bloch.
« hk es el momento cristalino.
* n es el “indice de banda” que tiene en cuenta la posible

degeneracion en el nimero cuantico k.



Teorema de Bloch

Condiciones de contorno

Condiciones de Born—von Karman:

Y(r + N;a;) = P(r).
Aqui los a; son los vectores primitivos y los /V; son enteros tales
que N = N1 N9 N3
con /N el nimero de celdas primitivas en el cristal.



Teorema de Bloch

Condiciones de contorno

Por el teorema de Bloch

Y(r + N;ay) = eVl (1), Vi

<:> equ;k-ai — BZQWNiCUz' — 1
T
N;
Por lo tanto los vectores de Bloch se escriben

& m
i

k = — by
N;



Teorema de Bloch

Condiciones de contorno

Como consecuencia, el volumen en la RR ocupado por cada
vector de onda es:

b; /bs bs 1
Ak = 2L (22 . P3) _ 2y (b, xb
N, (NQXN?)) v 01 (b2 X bs)

Entonces, en total, en la celda primitiva de la RR hay N vectores
de onda, donde N es el numero de sitios de la red de Bravais.

Ademas, dado que el volumen de la celda primitiva de la RR es
(27)° /v = N(27)?/V, tenemos que

(27)°
Vv

Ak =




Teorema de Bloch

Segunda demostracion (analisis de Fourier)

Cualquier funcion periddica en la red de Bravais tendra
componentes de Fourier no nulos solo en los vectores de onda
gue pertenecen a la RR.

Si la funcidn es periodica en la RD, todos sus componentes de
Fourier deben cumplir:

etk (r+R) _ gikr o 1 K ¢ RR.

Teniendo esto en consideracion, la expansion de Fourier para
una funcion periodica en la red de Bravais es

f(r) = Z fe™™ donde Jk = 1/ dre ™8T f(r) y
vJc

KcRR
con Cuna celda primitiva y v su volumen.



Teorema de Bloch

Segunda demostracion (analisis de Fourier)

Comencemos por el potencial: U (r) = Z B TUK

KeRR
1 |
Uk = —/ dre ™" (r)
vJc
Eligiendo adecuadamente el origen del potencial, podemos
hacer 1
Uop = —/ drU(r) =0
vJc

Ademas, como el potencial es una funcion real: U_g = Uk.
En el caso habitual que el cristal tenga simetria de inversion, las
componentes de Fourier también son reales

U(r):U(—r) — U_K:UI*{:UK



Teorema de Bloch

Segunda demostracion (analisis de Fourier)

Para la funcion de onda no podemos suponer gque es periodica
en la red (su modulacion lo es). Sin embargo, como la misma
cumple las condiciones de Born—von Karman, su expansion de
Fourier sera en los vectores de onda correspondientes.

P(r) = Z cqe' "

qeBvK

El téermino de energia cinética en la ecuacion de Schrddringer es
entonces
h2 h2q2 .
_—V2¢(I') _ E : quzqr
2m 2m
qeBvK




Teorema de Bloch

Segunda demostracion (analisis de Fourier)

Por otra parte, el término de energia potencial se escribe

_ 1K-r 1q-r
Uy = E e Uk E Cq€
KeRR qeBVK
— g U cqez<K+q)'r — E Ukcq ke ™"
K,q K,q’

Juntando ambos términos y adecuando los indices mudos de

las sumas, obtenemos la ecuacion de Schrodringer
N

. h2 2
Z@Zq-r< ( o 5) Cq_l_ZUK/Cq K’ > :O

q \ y,




Teorema de Bloch

Segunda demostracion (analisis de Fourier)

Como las ondas planas en los vectores de onda de Born—von
Karman forman una base ortonormal, cada término en el
corchete debe anularse independientemente. Por lo tanto

hQ 2
( o 8) Cq T ZUK/Cq k' =0 Vq c BvK.

Es conveniente llevar a cabo un par de cambios de variables
para llevar la ecuacion a una forma que nos resultara util mas
adelante.



Teorema de Bloch

Segunda demostracion (analisis de Fourier)

Si escribimos primero q = k — K /k € 1BZy hacemos luego
el reemplazoK’ — K’ — K obtenemos

(hQ(k— K)>2

2m

— 6) Ck—K + Z Uk _kek—k = 0| Vk € 1BZ.
K/

Para cada vector de Bloch en la 1BZ, tenemos un sistema de
ecuaciones en todos los K en la RR, donde el segundo término
acopla al vector k con todos los gue difieren por un vector de la

RR: k - K’.



Teorema de Bloch

Segunda demostracion (analisis de Fourier)

El problema original se separd en N problemas independientes,
uno por cada vector de la 1BZ. Cada uno de ellos tiene como
solucion la superposicion de ondas planas con vector k y todos
los que difieren de k por un vector de la RR.

b(r)= D e v q=kq-K\...

qeBvK
E : 1(k—K)-r
— wnk(r) — Ck—KE€ ( )
KeRR
_ 6zk r E : Ck_Ke—zK r _ ezk runk(r)
KeRR




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Momento cristalino. E| teorema de Bloch introduce el momento
cristalino 7k, una extension natural del momento del electron
libre. Aungue como veremos mas adelante juega un papel
Importante en la dinamica de los electrones de Bloch, no se lo
debe confundir con el momento del electron.

f)wnk — _Zhvwnk = —1hV (Gik'runk(r)) —

Aktppy — ihe™ TV (r) # aptni

iLa simetria de traslacion continua esta rotal



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Electrones y la red. El teorema de Bloch aplica a electrones en
un potencial externo periddico. Sus soluciones son autoestados
del problema conjunto. Por lo tanto la idea original de Drude de

procesos de dispersion electrén-ion [ ]
debe ser revisada. Los procesos = N T e E
de scattering seran de los i
electrones con imperfecciones,
Impurezas o vibraciones de la

red (fonones).

» ELECTRICAL RESISTIVITY, 108 2-m

10 100 300
TEMPERATURE, K



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Bandas. Por cada vector de onda en 1BZ, hay que resolver un
sistema de ecuaciones en cada vector de la RR.

h?(k « K)?
( ( O) — g) Ck—K + Z UK’—KCk—K’ = 0|Vk € 1BZ.
2m "y




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Bandas. Por cada vector de onda en 1BZ, hay que resolver un
sistema de ecuaciones en cada vector de la RR.

Esto implica que por cada vector de la 1BZ hay N soluciones
gue indexamos con el indice n.

Es habitual no restringir el vector k a la 1BZ, aunque la
descripcion sea redundante. Como las autoenergias y los
autovectores para dos k que difieren en un vector de la RR
deben ser iguales, podemos asignar el indice n a los niveles de
manera tal que los autoestados y autovalores sean funciones

periodicas:
Vn k+K(T) = Yni(r)

_ Bandas de energia
Enk+K = Enk =(en(k) <




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Bandas.

a) Esquema de zona extendida (q).
(b)
b) Esguema de zona reducida (k).

c) Esquema periddico.

ﬁ (c)



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Bandas.

En 2D. Red cuadrada.

Extendida

Reducida, 1BZ



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Bandas.

En 2D. Red cuadrada.

Extendida

Reducida, 2BZ “Hole pocket”



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Bandas.

En 2D. Red cuadrada.

Extendida
“Electron pocket”

Reducida, 3BZ



Teorema de Bloch

Detalles importantes

andas.

n 2D.
BZ en esquema periodico.

Extendida




Teorema de Bloch

Detalles importantes (a)

Bandas.

En 3D.
Se utiliza un recorrido a que conecta
puntos de alta simetria. ()

gy

-0.5

Energy (eV)
o




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones. La velocidad media de un
electron de Bloch en la banda n-ésima y vector de onda k, esta
dada por:

v, (k) = %Vksn(k)

k

Demostracién. Por el teorema de Bloch 1,1 () = €™ i (T).

Reemplacemos en la ecuacion de Schrodringer

{__VQ U(r)} Unk(T) = Enicni(T)

2m



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones.
Demostracion. Si escribimos el laplaciano de la funcion de
Bloch, obtendremos:

Vihnie(r) = ikt (r)e™ ™ + Vg (r)e™”
V20 (1) = ik - Vit (r)e™ T — k2, (r)e™T
+ik - Vi (r)e™ ™ + Vi (r)e™”
= (V + k)" uni(r)e™”
Asi podemos escribir la ecuacion para la parte periédica:

_2h—m (V +iK)* + U(r) | tni(r) = entctink(r)




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones.

Demostracion.

Introduzcamos ahora el \/;,, empezando por una de sus
componentes 0 /0. Si lo aplicamos sobre la ecuacion de
Schrddringer, afectard a €k, Unk Yy al término de la energia

cinética:
2
8i { 2hm (V2+2@k Ve —kQ)] =
k:c

O, h 0
P k) )



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones.

Demostracion.
Tomemos 6’/(9% de la ecuacion de Schrodringer, multipliguemos

a izquierda por u;, e integremos:

0 ~ OUy,
m/ U (1T (—zh— + hk, )unk( )dr+/ ws (r)H 8k:dr

Oen N Oy,
— / (1) ™ e (1) dr + / e (F)emic— " dr




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones.

Demostracion.
Tomemos 6’/(9% de la ecuacion de Schrodrnger, multipliquemos

a izquierda por u;, e integremos:

h % : 0 * nk
u / (1) (—zf% + hk) e (r)dr + W

Oe,, N N,
:/u;k(r) akkunk(r)dr—l—/unk r nk@der




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones.
Demostracion.
Por lo tanto

- / U (1T (—zh— + hk ) Unk(r)dr =
0€nk

N Oen,
:/unk(r) akkunk(r)dr: o




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones.
Demostracion.
Reescribiendo las funciones de Bloch:

— / u (1 (—zh— + Rk ) Uk (T)dr =

- m / el (_mé’ax> Uni (1)’ Tdr =
Oen
— m /wnk (_Zh >¢nk( ) agk:
1 Oey,
= g = o) = (e



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Velocidad de los electrones.

Demostracion.
Considerando de manera analoga al resto de las coordenadas

arribamos al resultado deseado

1 . 1 85nk




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Superficie de Fermi.

De manera analoga a los electrones libres, a T = 0, el estado
fundamental de /V electrones de Bloch se construye ocupando
los niveles hasta un valor maximo, solo que ahora los estados
estan etiquetados por el indice de banda y el k. Ademas las
energias no tienen la relacion de dispersion cuadratica de los
electrones libres.

La superficie de Fermi esta determinada por la relacion:

Enk — CF



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Superficie de Fermi.

Una vez que se completan los niveles, dos situaciones pueden

presentarse:

Un cierto numero de bandas estan completas y
las otras estan vacias. La diferencia de energia
entre el ultimo nivel ocupado (al “tope” de la
banda llena) y el primer nivel desocupado

(al “fondo” de la banda vacia) se conoce como

114 7]

gap”.

E. for Insulator

E Pf-::rr Metal




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Superficie de Fermi.

Una vez que se completan los niveles, dos situaciones pueden
presentarse:
Si el gap es mucho mayor que la energia termica kT el

compuesto es un aislador. Si el gap es del orden de kT, el

solido se denomina semiconductor (intrinseco).
Esta situacion se da si el nUmero de electrones
por cada uno de los N estados de las bandas :
llenas es 2 (espin). N es par.

Enerpy




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Superficie de Fermi.

Una vez que se completan los niveles, dos situaciones pueden
presentarse:

Un cierto numero de bandas estan parcialmente llenas. En este
caso la energia de Fermi cae dentro del rango de energia de
una o mas bandas. Esto define la superficie de Fermi. En este
caso el solido tiene propiedades metalicas.

Grownd State Current Flowing

a
| -—

k=—m/a k=+mfa k=-n/a k=+nfa




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Propiedades oOpticas.

Muchas de las propiedades oOpticas de los materiales pueden
atribuirse a la estructura electronica de bandas.
Aislantes y semiconductores.

Un aislante no puede absorber fotones con energia inferior a la
del gap. Es imposible para los electrones, con la energia
provista, excitarse hasta la banda de conduccion. El material es
trasparente para esas frecuencias.



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Propiedades oOpticas.

Muchas de las propiedades oOpticas de los materiales pueden
atribuirse a la estructura electronica de bandas.

Aislantes y semiconductores. Energy (eV)
T 3.1 .55 L Yy
E 10*
T
. = 1}
Semiconductores con gap ~ pocos eV. =
Absorben parte (o todo) el espectro 2 107
- =,
£
o 10 e .

.2 LR 1.4} 1.4 1.4
Wavelength (microns)



Teorema de Bloch

Detalles importantes

Propiedades oOpticas.

Muchas de las propiedades oOpticas de los materiales pueden
atribuirse a la estructura electronica de bandas.
Aislantes y semiconductores.

Color fic
Infrared < 165 eV
. Red ~ 1.8 eV
Aislantes con gaps mayores a ~ 3.2 eV Orange  ~ 205 eV
seran completamente transparentes. Yellow ~ 2.15 eV
- - Green ~ 2.3 eV
Ej.. cuarzo, diamante, etc. Blue Py
Violet ~ 3.1 eV

Ultraviolet = 3.2 eV




Teorema de Bloch

Detalles importantes

Propiedades oOpticas.

Muchas de las propiedades oOpticas de los materiales pueden
atribuirse a la estructura electronica de bandas.
Metales.

En los metales, dado que conducen, los electrones absorben los
fotones y luego los re-emiten. Por ello en general los metales se
ven “brillantes”, a menos que su superficie se oxide. El ejemplo
caracteristico son los metales nobles.

Mas alla de esto, los detalles especificos de la estructura
electronica de bandas determinaran el “color” que percibimos:
dorado del oro, plateado de la plata, etc.



FIn de |la clase

iMuchas gracias!
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