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Introduccion

Aproximacion armonica [Dove, Ashcroft]

Para obtener una descripcion mas realista de la red cristalina,
vamos a introducir la posibilidad de gue los iones ejecuten
oscilaciones alrededor de sus posiciones de equilibrio.

* Vamos a suponer que las oscilaciones son armonicas.
Algunos efectos, como conductividad térmica y expansion
térmica, requieren de la inclusion de efectos anarmonicos para
Su correcta descripcion.

 Ademas, consideraremos que los desplazamientos son mucho
menores que las distancias inter-ionicas. Estos es cierto para
la mayoria de los solidos, salvo para el helio sélido.



Introduccion

Cadena monoatéomica

Comenzaremos con dos ejemplos sencillos y luego
construiremos la teoria general.

Up-2 Un—1 Un Un+1 Un+2

Comou,, < a, podemos hacer un desarrollo de Taylor de la
energia (condiciones periodicas de contorno, BvK):

1 0%p .
E=Ey+) —o-0) (un—tn 1)

donde gp(d)es_la energia de interaccion entre pares a distancia d.




Introduccion

Cadena monoatéomica

Comenzaremos con dos ejemplos sencillos y luego
construiremos la teoria general.

Up-2 Un—1 Un Un+1 Un+2

La distancia entre dos atomos consecutivos, ny n-1, es
r=a+ (uy, — Uy_1), por lo tanto las derivadas respecto de r
y de u son equivalentes. Las derivadas se evaluan en la
posicion de equilibrio y, por lo tanto, la derivada primera se
anula. Por lo tanto, en la aproximacion armonica...



Introduccion

Cadena monoatéomica

Comenzaremos con dos ejemplos sencillos y luego
construiremos la teoria general.

Up-2 Un—1 Un Un+1 Un+2




Introduccion

Cadena monoatéomica

Proponiendo una solucion en modos normales
m (t) _ E :Akez(kx—wkt)
k

2 2
conk = —Wm = im c 1BZ, determinados por BvK.
V Na

Reemplazando en las ecuaciones de Newton:
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mwi = 2J(1 — coska) = w; = o sin? (g)
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Introduccion

Cadena monoatomica, limite onda larga

A medida que k — () podemos tomar la aproximacion lineal en
la relacion de dispersion

w(k — 0) = \fw

. W [ J .
lo que nos da una velocidad de fase ¢ = A = a4/ —signo(k)
m

gue es equivalente a la velocidad del sonido en el cristal.
Debido a esta relacion con las ondas de sonido, es que a los
modos vibracionales con una relacion de dispersion que va a
cero en el limite de onda larga, se los denomina modos
acusticos.



Introduccion

Cadena monoatomica, largo alcance

Si la interaccion se extiende mas alla de primeros vecinos, la
generalizacion es directa:

1 2. %0y Py
L .
n7p eq
0% u.,, OF
m %2 ou. Z Jp(2Upn — Upyp — Un—p)
" p

4 k
Wi = — Z J, sin” (%)
p

Estos resultados son solo una pequeiia modificacion al caso
visto anteriormente.



Cadena diatdomica

Modelo basico, primeros vecinos

Avancemos ahora al caso con dos atomos en la base, en una
cadena 1D.

Un-1 Un—1 Un+1 Un+2
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m 5 = a0 = —(G+9)U, + gup_1 + Guy,




Cadena diatdomica

Modelo basico, primeros vecinos

Proponemos nuevamente modos normales

£ k

donde ahora las amplitudes pueden ser complejas, para
acomodar la posible fase relativa en el movimiento de ambos
atomos. Reemplazando:

—MwiBy, = —(G + ¢)By + (G + ge~ ") A,

—mwiA = —(G+ ¢)Ar + (G + ge**) By,

\



Cadena diatdomica

Modelo basico, primeros vecinos —
Posicion de la

celdaxr = na
Proponemos nuevaW
un(t) =) A& U () =) Bkei@w’“t)
k k
donde ahora las amplitudes pueden ser complejas, para

acomodar la posible fase relativa en el movimiento de ambos
atomos. Reemplazando:

—MwiBy, = —(G + ¢)By + (G + ge~ ") A,

—mwiA = —(G+ ¢)Ar + (G + ge**) By,

\



Cadena diatdomica

Modelo basico, primeros vecinos
Proponemos nuevamente modos normales

_ Z Akei(kx—wkt) Un(t) _ Z Bkei(kaz—wkt)
k k

donde ahora las amplitudes pueden ser complejas, para
acomodar la posible fase relativa en el movimiento de ambos

atomos. Reemplazando:

Mwi —(G+g) G + ge ke By,
G + getka mwi — (G +g) ) \ Ak



Cadena diatdomica

Modelo basico, primeros vecinos

Proponemos nuevamente modos normales

£ k

donde ahora las amplitudes pueden ser complejas, para
acomodar la posible fase relativa en el movimiento de ambos

atomos. Reemplazando:

, _Gtg 1 [(G+g\" _, Gy . o (ka
Wi = ——— = — — 4——sin” | —
214 2 214 Mn 2

Mm
M4+m

con ft =



Cadena diatdomica

Modelo basico, solucion

Si bien la solucion del caso general es un tanto engorroso,
puede ser resuelto sin dificultad.

» G+g 1 G+g\° Gg . 5 (ka
Wi = + — —4——sin” | —
21 2 21 Mn 2

Lo mas importante de notar es la existencia de dos soluciones
gue dan origen a dos ramas en la relacion de dispersion. Esto
esta vinculado al numero de grados de libertad: 2 atomos en la
base y oscilaciones longitudinales.

Si hubieramos considerado las oscilaciones transversales, los
grados de libertad serian 6 y asi tendriamos seis ramas en la
relacion de dispersion.



Cadena diatdomica

Modelo basico, solucion

Si bien la solucion del caso general es un tanto engorrosa,
puede ser resuelto sin dificultad.

w2:G+g——1 G+g 2—4@511{12 ka
g 2 2 L1 Mn 2

Wk




Cadena diatdomica

Modelo basico, solucion onda larga

Si tomamos el limite de £ — () en la relacién de dispersion,
podemos aproximar el seno por su argumento y la raiz por el
primer término de Taylor relevante. Asi encontramos dos

soluciones:
M+ m)(G +
2 Gga’k?
(M 4+m)(G+g)
'k




Cadena diatdomica

Modelo basico, solucion onda larga

Si tomamos el limite de £ — () en la relacién de dispersion,
podemos aproximar el seno por su argumento y la raiz por el
primer término de Taylor relevante. Asi encontramos dos

soluciones:

M+m)(G+g
w€9\ wi N ( M)ﬂ(z ) B O(kQ)
Modo optico
2 Gga*k?
(M 4+m)(G+g)

L
C‘J/  n/a Modo acustico



Cadena diatdomica

Modelo basico, solucion onda larga

Si tomamos el limite de £ — () en la relacién de dispersion,
podemos aproximar el seno por su argumento y la raiz por el
primer término de Taylor relevante. Asi encontramos dos
soluciones:

wg A < — B} 1os atomos se mueven
en contra fase

Modo optico

A, = By los atomos se mueven
en fase

L
C‘J/  n/a Modo acustico



Cadena diatdomica

Modelo basico, solucion onda larga

Si tomamos el limite de £ — () en la relacién de dispersion,
podemos aproximar el seno por su argumento y la raiz por el
primer término de Taylor relevante. Asi encontramos dos
soluciones:

Wi Estas diferencias pueden mantenerse o no
‘\@ en los bordes de zona
dependiendo de los parametros

J

del problema.

k




Caso general

Conexion con lo visto anteriormente

A medida gue consideremos situaciones mas complejas
(materiales en 3D, bases numerosas, etc.) el método elemental
de construir las ecuaciones de movimiento se vuelve mas y mas
complicado.

Busquemos por tanto una descripcion formal del caso general.
Si tenemos p atomos en la base, contando el niumero de grados
de libertad en 3D, tendremos 3p ramas en la relacion de
dispersion.

De ellas 3 seran acusticas y 3(p-1) opticas.



Caso general

Conexion con lo visto anteriormente

Tomemos como ejemplo las ecuaciones en el caso de la cadena
diatomica:

(ng -(G+yg9) G + ge~tka ) (Bk>

G + getha mwi — (G +g)) \Ag

Definiendo £/ = ]\41/231C ye = m1/2Ak, las ecuaciones se
pueden llevar a la forma:



Caso general

Matriz dinamica

Hemos introducido asi lo que se conoce como matriz dinamica

G+g G—I—ge_ika
o M | (Mrm)l/2
D(k) - G_I_gezka, G_I_g
(Mm)1/2 M

. . 2

El problema tiene dos soluciones: w7, (El, 61)
2,

Wy, (EQy 62)

Si las reemplazamos en la ecuacion matricial de movimiento

pESNE



Caso general

Matriz dinamica

Obtenemos la relacion
e-Q=D(k)-e

donde wi 0 k1 Fo
() = 2], €=
0 wj e1 €9

Es evidente entonces gue
Q=e ' -D(k)-e

los autovalores de la matriz dinamica son los cuadrados de las
frecuencias y sus autovectores los desplazamientos de cada
modo.



Caso general

Teoria general

Comencemos por definir la energia de la red como la suma
sobre todas las interacciones entre pares de atomos

1
W=3 > el gl
gl
donde la suma va sobre el atomo j-ésimo en la I-ésima celda
unidad y la energia de interaccion es la correspondiente al par

Gy ().
En la aproximacion armonica, la energia es

arm ]. N\ N\ . .
Eh B 5 >4 >4 ua(]l)q)aﬁuﬁ(.],l/)a O‘?ﬁ = L,Y, <.
gbg'l ap




Caso general

Teoria general

En la dltima expresion, introdujimos la matriz de constantes de

fuerza 02T
(I)Oéﬁ(jl;j/l/) — : N
Qe (j1)0ug(5'l')
Aunqgue valido, normalmente es mas sencillo trabajar
directamente con las interacciones entre pares.




Caso general

Teoria general

Se puede mostrar que la matriz de constantes de fuerza puede
escribirse alternativamente como:

Pop (il ') = —hap(l; 5'1) + 05500 Y aplil; 5"1")
j//l//
donde ahora

0?p(jl; ')

1o .l; ") = : :
¢ B(] 7'1") 3ua(]l)0u5(]’l’)

y

E = i D0 ua(Gl) = ua(G'1)) dap(l; 5'1) [ug(G1) — us(§'1)].

jl3'l ap




Caso general

Teoria general, ecuacion de movimiento

La ecuacion de movimiento para el j-ésimo atomo en la /-ésima
celda es

a(jlt) = -3 ¢ (jl,j'7) -u(j'l,t)

/l/

Proponiendo como siempre soluciones en modos normales

u(jl,t) =Y U(j k,v)exp (i [k - r(jl) — w(k, v)t])

donde v etigueta los distintos modos (ramas).



Caso general

Teoria general, ecuacion de movimiento

L a ecuacion de movimiento en la formulacion de matriz

dindmica es
w?(k,v)ek,v) = D(k) - ek, v)
donde (VmiUs(1,k, )\
\/milUy(’—v k, V)
vmiU.(1,k,v)
el v) — | VU2 k)




Caso general

Teoria general, ecuacion de movimiento

La matriz dinamica, por otra parte es

Das (7' K) = ———— 3" 50, /1) exp [ik - (Ryy — Ro))

VAL ey

donde Res la posicién de una celda unidad arbitraria en la red
de Bravais.

Los autovalores de esta matriz seran las frecuencias al
cuadrado de los modos normales y sus autovectores, los

vectores de polarizacion, dan cuenta de los desplazamientos de
los modos normales.



Caso general

Teoria general, ecuacion de movimiento

Propiedades importantes:
D(k) = D(k)T la matriz dinamica es hermitica.

Sus autovectores estan normalizados
e(k)’ -e(k)* =e(k) -e(-k)=1
y los modos normales son ortogonales
e(k,v)! -e(—k,) = Oy 1/

Si el cristal es una red de Bravais (sin base) hay mas simetrias
(ver Ashcroft).



Caso general

Teoria general, energia de pares

Utilizando el formalismo desarrollado, cualquier problema de
matriz dindmica se reduce a obtener las constantes

o 0*¢(jl; ')
N ;
Pes UET) = G Gy 0

y reemplazarlas en

Cas(jl; j'1) = —ap(Gl; 5'1) + 65500 Y dap(il;5"1")
j//l//

para escribir la matriz dinamica. Luego solo resta obtener el

sistema de autovalores y autovectores.



Caso general

Teoria general, energia de pares

Veamos como se obtiene la interaccion entre pares en el caso
general.

Consideremos entonces dos “atomos” Ay B interactuando con
una fuerza elastica de constante C y que oscilan alrededor de
sus posiciones de equilibrio 0y d...

La energia de interaccion es

C
p(B; A) = E(d—dO)Q; d=|rg—ra| ydo=|do|.



Caso general

Teoria general, energia de pares

Veamos como se obtiene la interaccion entre pares en el caso

general.
Evaluemos las derivadas:
0 Olrp —ra|
—— =C(lrg —ra| —d
Or4 (Irs Al 0) Or4
B B
52 :Cﬁ|rB—rA|6’|rB—rA| |
87“587“‘5‘ orB 87“‘5‘ |

(92 ‘I‘B — I‘A’

+C (e —ral = do) OrBor4
o 973

Vemos gue el segundo téermino se anula en equilibrio.



Caso general

Teoria general, energia de pares

Veamos como se obtiene la interaccion entre pares en el caso

general.
Por lo tanto:
2 B A .B _ A
8 2 _ C e — Ty Tﬁ TB
OrB or4 re —rallrg —r
25 | rg —r4||rp —r4] —a




Caso general

Teoria general, energia de pares

Veamos como se obtiene la interaccion entre pares en el caso

general.
Por ejemplo, si la interaccion es en la direccion x.
C
(B: A) = < (lop — wa] = do)*
C 0 0
—
— (B; A) = 0O 0 O
0 0 O

Sies eny 0 z es analogo.



Caso general

Teoria general, energia de pares

Veamos como se obtiene la interaccion entre pares en el caso
general.

Por ejemplo, si la interaccion esta en el primer cuadrante:

o(B; A) = & (Vww — P + (5~ ya)? — do)

A
. (&) @& o)
= ¢ (B;A)=C| dat (%)2 0
do do do
\ 0 0" 0/




Ejemplos

Ejemplo: red rectangular sin base

Resolvamos un ejemplo sencillo. Red rectangular 2D, sin base,
con interacciones a primeros vecinos y constante de fuerza C,

enxyC,eny.

Las energias de interaccion de pares son o (0; 2aZ)yp(0; £by)
La matriz de fuerzas, en este caso es

Pap(0;1) = —Pap(0;1) + o Y hap(0;1”)
l//




Ejemplos

Ejemplo: red rectangular sin base

Resolvamos un ejemplo sencillo. Red rectangular 2D, sin base,
con interacciones a primeros vecinos y constante de fuerza C,

enxyC,eny.
Comencemos con el caso!’ = ()

Pap(0;0) = —gas(0:0) + D dap(0;1")

l'"=*4aZ,£by

> 20 0
d (0;0) = ( 01 202>



Ejemplos

Ejemplo: red rectangular sin base

Resolvamos un ejemplo sencillo. Red rectangular 2D, sin base,
con interacciones a primeros vecinos y constante de fuerza C,

enxyC,eny.
Sigamos conl’ = +aZ, by

®5(0;1") = —ap(0;1')

> A —-C; 0\ < . 0 O
<I>(O;::a,:13):< 01 O); o (0; by):(o _02>




Ejemplos

Ejemplo: red rectangular sin base

Resolvamos un ejemplo sencillo. Red rectangular 2D, sin base,
con interacciones a primeros vecinos y constante de fuerza C,

enxyC,eny.
Reemplazando en la definicion de matriz dinamica

1 | .
D(k) = m {@(03 0) + ®(0; az)e™ = + O(0; —at)e F=o4
+®(0; b9) e’ + ®(0; —by)e Fv}

B % (1 — cos(kza)) 0
— D(k) = < 0 202 (1 — cos(kyb)) >



Alcance

Tratamiento clasico

Como veremos en la clase siguiente, el tratamiento clasico de
las vibraciones de la red no es suficiente como para capturar las
propiedades exhibidas por los solidos.

Es necesario “cuantizar” estos grados de libertad e introducir
una nueva “particula”, el fonon.

Enterrado en el procedimiento se encuentra el mecanismo
estandar utilizado en las teorias de campo: la introduccion de un
campo continuo que luego se cuantiza. Las excitaciones del
mismo son las particulas: en nuestro caso los fonones.

Todas las particulas fundamentales de la naturaleza surgen de
la cuantizacion de algun campo subyacente.



FIn de |la clase

iMuchas gracias!



