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Introduccion

Orden magnético

En la clase anterior de magnetismo supusimos gue las fuentes
de momento magnético, las capas parcialmente completas de
los iones o los electrones en metales simples, no interactian
entre si.

Mas alla de pequefas correcciones a los calculos anteriores,
existen fenomenos magnéticos mucho mas espectaculares,
como los ordenes de largo alcance (ferromagnetismo,
antiferromagnetismo, etc.) y la magnetizacion espontanea,
donde es imposible obviar la existencia de interacciones.

La pregunta es ¢como interactuan los momentos magnéticos
entre si?



Introduccion

Interaccion dipolar magnética

La idea mas simple es suponer que los momentos magneticos
dentro del solido se ordenan por la interaccion dipolo-dipolo.
Dados dos momentos dipolares m;y ms,, separados a una
distanciar, la energia de interaccion es:

1 . .
Eq = 3 im; - my — 3(my - 1)(my - 1)]

Los momentos dipolares atémicos mi ~ mo ~ gup ~ eh/mec.
Por lo tanto, podemos estimar (ages el radio de Bohr):

2 2\ 2 3 2 1 3
Fq ~ (g'uf) ~ (& (@) PN > (@) Ry.
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Introduccion

Interaccion dipolar magnética

En un solido magnético, la distancia tipica entre momentos
magnéticos es de unos 2 A, lo que da para el potencial dipolar
E4 ~ 10™* eV, un valor despreciable comparado con las
diferencias de energia entre los niveles atomicos (~ eV).

De hecho, las temperaturas criticas de los metales
ferromagnéeticos como el hierro, cobalto o niquel, son de varios
cientos de grados Kelvin. Si los espines se alineasen por la
Interaccion dipolar, esperariamos temperaturas criticas mucho
mas bajas (1 K ~ 10 eV).



Introduccion

Interaccion Coulombiana

Si la interaccion no es de origen magnetostatico, ¢ de donde
proviene?

¢, Como puede ser gue la interaccion de Coulomb que no
depende del espin genere orden magnetico?

¢, Por gué la interaccion efectiva depende del espin?



Introduccion

Interaccion Coulombiana

Si la interaccion no es de origen magnetostatico, ¢ de donde
proviene?

¢, Como puede ser gue la interaccion de Coulomb que no
depende del espin genere orden magnetico?

¢, Por gué la interaccion efectiva depende del espin?

La respuesta esta en el principio de exclusion de Pauli.

Es la conjuncion de interaccion Coulombiana mas el principio de
exclusion lo que, en dltima instancia, genera el acoplamiento
entre los grados de libertad de espin.



Introduccion

Agujero de intercambio

Incluso en el caso del gas de electrones sin interacciones, Si
calculamos la funcion de correlacion de pares, vemos el efecto
conocido como agujero de intercambio.
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Energia de intercambio

Coulomb mas estadistica fermidénica

La interaccion entre momentos magnéticos existe por la
conexion entre las simetrias de espin y espaciales de la funcion
de onda de los electrones.

Una dada configuracion de espin restringe el rango de posibles
configuraciones espaciales y, como diferentes configuraciones
espaciales pueden tener energias muy distintas, hay grandes
diferencias de energias entre distintas configuraciones de espin.



Energia de intercambio

Coulomb mas estadistica fermidénica

De manera general, sin entrar en detalles, podemos catalogar
las interacciones magnéticas en dos categorias:

Intercambio directo (potencial). AqQui manda la minimizacion
de energia potencial, a través de la reduccion del solapamiento
de la funcion de onda. El solapamiento se reduce introduciendo
nodos en la funcion de onda, i.e. creando configuraciones
espaciales antisimétricas y favoreciendo las configuraciones
simétricas de espin, o sea interacciones efectivas
ferromagnéticas.



Energia de intercambio

Coulomb mas estadistica fermidénica

De manera general, sin entrar en detalles, podemos catalogar
las interacciones magnéticas en dos categorias:

Intercambio cinético. Aqui manda la minimizacion de energia
cinética, a través de la reduccion de los gradientes de la funcion
de onda, favoreciendo la deslocalizacion de los electrones. Esto
se logra creando configuraciones espaciales simétricas y
favoreciendo las configuraciones antisimétricas de espin, 0 sea
interacciones efectivas antiferromagnéticas.

Ambos efectos compiten entre si.



Energia de intercambio

Interaccidon de Coulomb

Como vimos en la clase anterior, el potencial Coulombiano se
puede escribir como

Z > 121‘r1_r2‘|43 > el

lel Rams 0102
Romo Ryamy

m C m3c may
o2 Rs35, Rag)

donde la base consiste en orbitales localizados en los iones
(orbitales de Wannier, por ej.) y los indices m recorren los
grados de libertad internos (orbitales) de cada sitio.



Energia de intercambio

Intercambio directo

Comencemos con el caso de un unico ion (todos los R iguales)
y calculemos el potencial de Coulomb del sitio (términos
locales). De todos los elementos de matriz, los mas importantes
seran aquellos de mayor solapamiento de las funciones de
onda. Por lo tanto, si los orbitales son localizados, tenemos que
considerar los siguientes terminos:

* Termino directo (densidad-densidad)

Kiyim, = (mims|V]mime) =

€

. / dr1dra [, (r1)P Gy (£2)? > 0
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Energia de intercambio

Intercambio directo

Comencemos con el caso de un unico ion (todos los R iguales)
y calculemos el potencial de Coulomb del sitio (términos
locales). De todos los elementos de matriz, los mas importantes
seran aquellos de mayor solapamiento de las funciones de
onda. Por lo tanto, si los orbitales son localizados, tenemos que
considerar los siguientes terminos:

* Termino de intercambio (cambiar 1 con 2 en el ket)

Jm1m2 = <m1m2]V\m2m1> —

€

¢m1 (r2)¢m2 (1‘1)

= /dr1d1‘2¢fn1(rl)¢:w (r2)

r| — 1o



Energia de intercambio

Intercambio directo

El potencial entonces es

V = 54 54 [KmlmQleo'lC?ﬂ,QO‘QCmZO'ZleO'l_|_

mi1mMmo 0102

+Jm1m2 le o1 Cmgag le 02 Cm201 T

E : E :[Kmlmanlglnm2U2_

m1Mmo 0102

. A"‘ A~ /\T A~ ]
Jm1m2 leal Cm10'2 CmQO'Q CmQUl

+(términos irrelevantes para el potencial)



Energia de intercambio

Intercambio directo

Un poco de algebra. Definamos

- A _ /\ A A a
o o

donde 0%, o = x, vy, zson las matrices de Paull.
Con paciencia, se puede mostrar que

E Crmi016m102Cmyo,Cmooy =
0109

_ 5 ~ z o7 + o — o1
= 5" T, + 28, Smy T Sy S T Sy Smes

5 Ttma Tim, + 281, * Sme



Energia de intercambio

Intercambio directo

Finalmente, obtenemos

1 1 .
V= 5 Z {(Km1m2 o §Jm1mz> Ny Mmy —

mnm1mMmo

_2Jm1m2 Smy - Sm2]

El primer término es la interaccion de Coulomb en el sitio (igual
al resultado clasico, densidad-densidad). Se puede ver que

Km1m2 > Jm1m2 Z O

por lo tanto este término, si bien reducido, sigue siendo
repulsivo (no cambia su signo).



Energia de intercambio

Intercambio directo

Finalmente, obtenemos

1 1 .
V= 5 Z {(Kml’ma o §Jm1m2> Ny Mmy —

mnm1mMmo

_2Jm1m2 Smy - Sm2]

El segundo término es puramente cuantico, jes una interaccion

entre espines! Como
Jm1m2 > O

la misma es ferromagnética, los espines se alinean entre si. Es
la primera regla de Hund.



Energia de intercambio

Intercambio directo

El mismo resultado se obtiene si consideramos sitios distintos
(R todos diferentes). Para simplificar tomemos un solo orbital
por sitio. Si los orbitales estan bien localizados habra poco o
nulo solapamiento entre sitios distintos. Por lo tanto los términos
dominantes en el potencial seran nuevamente del tipo

Kr,r, = (R1R»
Jr.rR, = (R1R>

v
v

R.R,)
RoRy)

El calculo es idéntico al anterior sobre orbitales locales.



Energia de intercambio

Intercambio directo

El mismo resultado se obtiene si consideramos sitios distintos
(R todos diferentes).

1 1
V = 5 Z {(Km — §J12> nifg — 2J1281 - So
R, R,

Por lo tanto, la repulsion Coulombiana entre electrones en
orbitales ortogonales lleva a una interaccion ferromagnética
efectiva.

En este caso electrones con espines paralelos no pueden
ocupar el mismo orbital y por lo tanto evitan la fuerte repulsion
Coulombiana local.



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Para estudiar este fenomeno debemos incorporar nuevamente
las fluctuaciones de carga. En los casos anteriores solo
estudiamos el efecto del potencial, sin incorporar la energia
cinética.

Las fluctuaciones de carga se dan por la hibridizacion entre
orbitales que permiten a los electrones “saltar” de uno a otro.
Es el tipico termino “t” en la energia cinética de los modelos de
enlaces fuertes.



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Para estudiar este fenomeno debemos incorporar nuevamente
las fluctuaciones de carga.

Para ello consideraremos so6lo un orbital por sitio,
conservaremos el termino “directo” de Coulomb y ignoraremos
el de intercambio que lleva a la interaccion ferromagneética.

Por ultimo incorporaremos la energia cinética al hamiltoniano.
Estas aproximaciones llevan a uno de los hamiltonianos modelo
mas celebrado de la Materia Condensada: el modelo de
Hubbard.



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Modelo de Hubbard, un orbital por sitio.

= — Z t(R — R/ CR/ o CRo + UZCRTCRTCliiéRi
RR'o

Incluso en el caso mas sencillo, con el hopping restringido solo
a primeros vecinos, la solucion exacta general del modelo es

desconocida.
Para entender como surge la interaccion de intercambio en este

caso, resolvamos un modelo de juguete.



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Modelo de Hubbard de un dimero (solo dos sitios).

H = — Zt (cJ{JéQJ + 620610) +U Z ZTCZTcwcw

o 1=1,2

Elijamos la base natural |11471; NatN2y )
El hamiltoniano conserva el numero de particulas, pero debido
al termino de hopping

[H7 'ﬁ/ia] # 0
pero si vale que [H, iy | = [H, N1s + Tiog] = 0.



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Esta simetria nos permite resolver el hamiltoniano “por bloques”
con la proyeccion total de espin bien definida.
El caso que nos interesa se da en el sector de dos particulas,

gue incluye tres blogues

(nt,ny) =(2,0) : {| M)}
(nt,ny) =(0,2) - {| 1)}
(ny,my) = (1,1) : {10, 14), | L0, 140, [ 1, 0)}




Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Las energias son muy simples en los bloques 1D.

(ny,my) = (2,0) : {] T, 1)}

En este estado no hay hopping (por exclusion), ni energia de
Coulomb (estan en sitios distintos). Por lo tanto, su energia es 0.

Lo mismo pasa con

(ny,ny) =(0,2) : {|{,4)}



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Para hallar las energias en el ultimo bloque, necesitamos
construir la matriz y diagonalizarla.

(nTvni) — (17 1) : {\07N>> ‘ ¢7T>7 ‘ T, ¢>7 ’ T4, O>}

/U t —t 0\

t 0 0 t

oy =1|_4 o o ¢
\0 ¢t —t U}

Las fases en los hoppings se originan en la definicion del
estado.



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Para hallar las energias en el ultimo bloque, necesitamos
construir la matriz y diagonalizarla.

(nTvni) — (17 1) : ‘UQN% ‘ ¢7T>7 ‘ T, ¢>7 ’ T4, O>}

/U t —t 0\

t 0 0 t

oy =1|_4 o o ¢
\0 ¢t —t U}

Por ejemplo| 14,0) = éITéLm, 0), con esta eleccién

(podriamos haber elegido al revés, eso nos daria una fase
negativa respecto a nuestra eleccion actual).



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Para hallar las energias en el ultimo bloque, necesitamos
construir la matriz y diagonalizarla.

(nTvni) — (17 1) : {\07N>> ‘ ¢7T>7 ‘ T, ¢>7 ’ T4, O>}

(U t —t 0\

t 0 O t

7'[(1,1) |1t 0 0 —
\0 ¢t —t U}

(b THI0 L) = =t ) [l éan0,14) = —t(1. 1 el éarébéh [0, 0)

—t(1, L 1614 (1 = &}, 621)€},[0,0) = —£(1, | |é],é5]0,0) = —



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Para hallar las energias en el ultimo bloque, necesitamos

construir la matriz y diagonalizarla.

(nTvni) — (17 1) : {\07N>> ‘ ¢7T>7 ‘ T, ¢>7 ’ T4, O>}

(U t —t 0\
t 0 O
7'[(1,1) |1t 0 0 —
\0 ¢t —t U}

(L1 [H10, 1) = —t(), 1 [é], 82,10, 1) =

= t(, 1 |e],2,.85,¢,10,0) =

= (], 1 ¢} b1

— &,69)[0,0) = t(}, 1|

4

—t({, 1 ‘Cu 0,0)

NI

C11C5410,0) =1



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

Para hallar las energias en el ultimo bloque, necesitamos
construir la matriz y diagonalizarla.

(nTvni) — (17 1) : {\07N>> ‘ by T>7 ‘ T, ¢>7 ’ T4, O>}

/U t —t 0\

t 0 0 t

oy =1|_4 o o ¢
\0 ¢t —t U}

1
Las autoenergias son £ (1 1y = 0, U, 5 (U + \/16152 + U2>
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Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

En el sector con 2 particulas (llenado mitad) tenemos entonces

tres blogues con energias:

1
(2,0):0; (1,1) : 0,0, (U:

Los tres estados a energia cero

triplet
— singlet

} doubly occupied

- /1662 + U2> . (0,2) : 0

forman un triplete, los estados
doble ocupados estan
altos en energia y, por
ultimo, el estado de menor

es un singlete.

(14 = 4,1/ V2



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

En el sector con 2 particulas (llenado mitad) tenemos entonces

tres blogues con energias:

1
(2,0):0; (1,1) : 0,0, (U:

Los tres estados a energia cero

En el limite U > ¢, la energia
del singlete es

42

E5% U

- /1662 + U2) . (0,2) : 0

forman un triplete, los estados
doble ocupados estan

altos en energia y, por

ultimo, el estado de menor

es un singlete.

(114 = 4,1/ V2



Energia de intercambio

Intercambio cinético antiferromagnético

En resumen, para el modelo de Hubbard del dimero a llenado
mitad, el estado fundamental es un singlete cuya energia
cuando la interaccion de Coulomb es mucho mayor que la
energia cinética es

42
U

Hemos encontrado entonces que el estado fundamental es
singlete y, entonces, que hay una interaccion efectiva
antiferromagnética.

En el triplete los electrones no pueden saltar por el ppio de
exclusion, lo que aumenta su energia.

E5%



Energia de intercambio

Conexion con el modelo de Heisenberg

En resumen, para el modelo de Hubbard del dimero a llenado
mitad, el estado fundamental es un singlete cuya energia
cuando la interaccion de Coulomb es mucho mayor que la
energia cinética es

42

E5% U

El espectro es idéntico al espectro del modelo de Heisenberg
antiferro del dimero

~ ~ J R R 2
H:J81°SQZ§ {(814‘82) _S%_Sg}



Energia de intercambio

Conexion con el modelo de Heisenberg

En efecto, para 2 particulas:

espin 0 (singlete): (Sl + §2)2 =0

espin 1 (triplete): (Sl + §2)2 = Stot (Stot + 1) = 2

El espectro es entonces:

J 3 3 3
singlete: 5 (O — 7 1) = _ZJ

. J 3 3 J
triplete: 5 (2 — 7 Z) = ZJ



Energia de intercambio

Conexion con el modelo de Heisenberg

El espectro de baja energia del modelo de Hubbard es idéntico
si hacemos la identificacion

42

J
U

ya que
AE — (Etrip. — ES’)/J — 7\

Heisenberg Hubbard



Energia de intercambio

Conexion con el modelo de Heisenberg

Este resultado particular se puede generalizar a la red, llevando
a cabo teoria de perturbaciones de muchos cuerpos o, de
manera equivalente, a partir de una transformacion candnica.

Las fisica de baja energia del modelo de Hubbard, en el
limite de interaccion fuerte y llenado mitad, es idéntica a la
del modelo de espines de Heisenberg.

Ut 4t

%Heisenberga J =

Hitubbard 7



FIn de |la clase

iMuchas gracias!



