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Introduccion

El modelo de Heisenberg

En la clase anterior vimos que la interaccion de Coulomb mas el
principio de exclusion llevan a una interaccion efectiva entre
espines que toma la forma del hamiltoniano de Heisenberg:

H=—) Ji;Si-S;.

1<J

Las constantes de acoplamiento son simétricas, J;; = J;; y la
suma se extiende a toda la red.

Por supuesto no toma en cuenta todas las contribuciones
posibles, como anisotropias o terminos de orden superior en la
Interaccion de intercambio, pero es lo suficientemente general
como para describir multitud de compuestos.



Caso ferromagnético

Estado fundamental ferromagnético

El problema técnico principal del hamiltoniano de Heisenberg es
gue los operadores de espin no conmutan.

H=— Jij (SFS7+5YSY + 8757) =

1<
3 SES; +S7S)

El dltimo término obviamente es diagonal en la base usual |Sm., ),
pero los dos primeros cambian el numero cuantico de la

proyeccion de espin.




Caso ferromagnético

Estado fundamental ferromagnético

Definiendo el espin total como S = Z S,;, obtenemos
; 1 5 T T Z z Qz
5%, H] = _52% Sk, S7ST + 58] + 8787 =
ijk
1
= =2 > iy (STISE, 571+ [S%, ST1S7 + SY[SF, SY] + [S%, S¥1SY)
ijk
1

= =N iy (S784SY + 84iSY ST — SY61iST — 61iiSTSY)

2 =
17k

— [ [S?, H] = 0y de igual manera [S*, H]| = [SY, H] =0




Caso ferromagnético

Estado fundamental ferromagnético

Por lo tanto podemos encontrar autoestados simultaneos de
H,S-SyS*(C.C.0.0).

Consideremos el estado con maximo espin total y todos los
espines alineados en la direccion z:

) =15,5)1]5,S)2...]5,S)N
Si aplicamos el hamiltoniano tendremos
( ) ! )
1 -+ 1 — zZ Qz
Hw) = =) Jij | 5587 10) + 5528 10) + S7S 1Y)
=\ /
==Y JSSlw) = =S Jyl)

1<J 1<J




Caso ferromagnético

Estado fundamental ferromagnético

Asi concluimos que el estado |¢> es autoestado del
hamiltoniano. Dado gque este ultimo es invariante ante
rotaciones en el espacio de espin, lo mismo vale para cualquier
estado con espin total maximo, i.e. es 25;,¢t. + 1veces
degenerado.

Hasta ahora no hemos dicho nada de los J;;.

Consideremos por tanto un estado producto arbitrario

@) = |Smq)|Sme) ... |Smpy)

y calculemos el valor de expectacion del hamiltoniano.
En general este estado no es un autoestado.



Caso ferromagnético

Estado fundamental ferromagnético

Explicitamente

(PIH[¢) =

— -3, (Mﬁ M 6|57 531 )

Z<]

— — E Jijmimj

1<J

Si Jij > O\V/Z,] — Jijmimj < JijSQ, y por lo tanto



Caso ferromagnético

Estado fundamental ferromagnético

(IH|¢) > =S Jij (1)
1<
Como los estados producto \¢> forman una base, podemos
concluir que todas las autoenergias, y en particular la del estado
fundamental, son mayores o iguales a (1).
Como |?)) es un autoestado de autovalor —S5% >
concluimos gque:

Jij

1<J

El estado completamente polarizado es un estado
fundamental del hamiltoniano de Heisenberg,
con todos los J;; > 0.



S —

Caso ferromagnético

Estado fundamental ferromagnético

En resumen, si todas las interacciones de intercambio son
mayores o iguales a cero, los estados completamente
polarizados (con maximoS;,: ) son estados fundamentales.
Ademas, puede demostrarse gue si todos los pares j, j estan
conectados por interacciones, estos son los unicos estados
fundamentales.

Hemos encontrado por lo tanto el estado fundamental del
hamiltoniano de Heisenberg ferromagnético.

Notese que la solucion polarizada “eligié” una direccion
particular y por tanto tiene menos simetria que el hamiltoniano.
Decimos en estos casos que el estado fundamental presenta
una “ruptura de simetria”.



Caso antiferromagnético

Estado fundamental antiferromagnético

Si algunos términos de interaccion son negativos, el estado
totalmente polarizado es todavia autoestado, pero no mas el
fundamental.

Practicamente nada se conoce rigurosamente del estado
fundamental del hamiltoniano de Heisenberg general.

Una clase especial, donde se saben resultados exactos, es el
de los antiferromagnetos en redes bipartidas.



Caso antiferromagnético

Estado fundamental antiferromagnético

Una red es bipartida si todos sus sitios se pueden dividir en dos
subredes separadas A y B, de tal manera que todos lo primeros
vecinos de una subred, pertenecen a la otra.

¢ @ 4 @ L

En el contexto del hamiltoniano
magngtlco Ide H.elsenberg, el sistema ¢—e——o—9o—0 4
sera bipartido si se cumple:

® & ® & ® o€ B

p C ® S ® O
=0 si,7 € misma subred.

Jij = <

\7& 0 si?,j ¢ misma subred.



Caso antiferromagnético

Estado fundamental antiferromagnético

Si todos los J;; < 0 en una red bipartida, un claro candidato
para el estado fundamental es aquel con polarizacion total en
cada una de las subredes y con direcciones opuestas: el estado

de Néel.
Sin embargo, si aplicamos el hamiltoniano al estado de Néel

W)= 11159 [ 15 -5);
i€A JEB
podremos verificar que ni siquiera es autoestado.



Caso antiferromagnético

Estado fundamental antiferromagnético

Pese a que el estado de Néel no es autoestado, ni mucho

menos el estado fundamental, existe un resultado importante
respecto de antiferromagnetismo en redes bipartidas.

Teorema de Marshall-Lieb-Mattis

En el modelo de Heisenberg en una red biparida, con dos
subredes del mismo tamafioy J;; < 0, Vi, 5 €subredes
diferentes, si todos los sitios estan alcanzados por algin.J;; = 0,
entonces su estado fundamental es no-degenerado y un
singlete del espin total.

Sly) =0

(A. Auerbach, Interacting electrons and quantum magnetism).



Métodos de solucion

Como “resolver” el modelo

La solucion general del modelo de Heisenberg es un problema
muy complejo y, por lo tanto, varias estrategias y
simplificaciones son utilizadas para encontrar soluciones.

Una muy conocida es limitarnos a considerar la proyeccion de
espin en el eje z: el modelo de Ising.

El modelo de Ising ha sido y es fundamental en Mecanica
estadistica y en la fisica de las transiciones de fase.



Métodos de solucion

Como “resolver” el modelo

La solucion general del modelo de Heisenberg es un problema
muy complejo y, por lo tanto, varias estrategias y
simplificaciones son utilizadas para encontrar soluciones.

Otra alternativa, es olvidar las relaciones de conmutacion y
resolver el hamiltoniano clasico, donde ahora los espines son
simples vectores. Incluso en este caso, salvo en las versiones
mas simples, las soluciones son dificiles de obtener y se deben
usar métodos numericos. Asi se han encontrado multitud de
ordenes magneticos, que generalizan los mas conocidos
ferromagnéticos y antiferromagnéticos.

Esta aproximacion es buena cuando el espin es grande y la
dimensionalidad alta.



Métodos de solucion

Como “resolver” el modelo

La solucion general del modelo de Heisenberg es un problema
muy complejo y, por lo tanto, varias estrategias y
simplificaciones son utilizadas para encontrar soluciones.

Si ademas del estado fundamental buscamos la solucién de
equilibrio termodinamico, el problema es aun mas complicado.
La aproximacion mas usual es la formulacion de campo
medio.



Teoria de campo medio

La interacciones en “promedio” [Bruus]

En algunas situaciones se puede obtener un buen modelo fisico
concentrandonos en una particula genérica y tratando los

efectos de las demas “en promedio”.
Esto significa que el problema se reduce al de una particula
embebida en un medio externo que, formalmente, siempre es

posible resolver.

@
(P




Teoria de campo medio

Idea general

Consideremos un sistema compuesto por dos tipos de
particulas, a y b, y donde las interacciones mas importantes se

dan entre particulas distintas:

H=Hy+V

Ho =) &ala, +» &hblb,
v v



Teoria de campo medio

Idea general

Supongamos ahora que los operadores densidad se desvian
muy poco de los valores promedio: &Z&,// ~ <&ld,,/>y

A‘i‘ e g /\_‘_ A\ .

b0y & <bubu’>' Por lo tanto, es natural, considerar la

desviacion como un parametro pequeno para hacer un
desarrollo perturbativo:



Teoria de campo medio

Idea general

Si reescribimos el hamiltoniano (exacto), obtendremos

H=Hy+Vyr+ Z VI/,LL,I//,U,/dl/I//d,LL,U,/

vv! pup’

donde

Virr = 3 Vo (@i (Bbu) + Blb@lan) ) -

v’ up’

— Y Vi (@l an ) (0],byr)



Teoria de campo medio

Idea general

En campo medio, el ultimo término se desprecia
~ 0

y entonces

Hyp=Ho+Vyr

Observemos gue el hamiltoniano de campo medio es de un
cuerpo y que siempre puede ser diagonalizado.



Teoria de campo medio

Auto consistencia

Resta determinar los valores medios que adquieren las
densidades. Hay dos maneras de hacerlo, ambas equivalentes.
Podemos calcular las densidades sobre el nuevo hamiltoniano,
para las particulas a (para las b es analogo):

- Tr(e PHMFPGTG, )
Tr(e_BHMF)

O podemos extremar la energia libre:

0— dF'yp _ 1 Ty 6—5HMFdHMF
dnl,,  Zur dn?,,




Teoria de campo medio

Auto consistencia

Resta determinar los valores medios que adquieren las
densidades. Hay dos maneras de hacerlo, ambas equivalentes.
Podemos calcular las densidades sobre el nuevo hamiltoniano,
para las particulas a (para las b es analogo):

Tr(e PHEMPGT G, )

Ny, = (@l ) vur =

- Tr(e—FHmr)
O podemos extremar la energia libre: ;ﬁquivalentes
dFMF e N\

At A
0= 8 5y (e —E0)
vy

vy’



Teoria de campo medio

El “arte” del campo medio

¢, Como elegimos los parametros del campo medio? ¢ Cuales
son las densidades que debemos aproximar por su valor medio?
Las posibilidades son demasiadas para ser tratadas y por lo
tanto, la intuicion fisica debe guiar las elecciones.

Por supuesto las simetrias del problema ayudan a limitar el
numero de las posibles elecciones.

Por ejemplo, si un sistema es invariante translacional, es natural
suponer gque el sistema es homogeneo:

1 .
(ehne) = / drdr’e~ ™ ¢ (g (1) T (1))



Teoria de campo medio

Aproximacion de Hartree-Fock

Pasemos ahora al caso usual donde hay un solo tipo de

particulas. ¢ Cuales son las posibles densidades a considerar
solo como valores medios, despreciando sus fluctuaciones?

H=Hy,+V
Ho =) &éle,

1 Z
V — 5 VVM,V’M/CiCLCM/CV/

v’ up!



Teoria de campo medio

Aproximacion de Hartree-Fock

Pasemos ahora al caso usual donde hay un solo tipo de

particulas. ¢ Cuales son las posibles densidades a considerar
solo como valores medios, despreciando sus fluctuaciones?

H=Hy+V




Teoria de campo medio

Aproximacion de Hartree-Fock

Pasemos ahora al caso usual donde hay un solo tipo de
particulas. Tomemos:

éle, = (ehe,) + (éiélﬂ — <éi61/’>) = (elev) + dy

Fluctuaciones < 1

&l e = (e, + (el — (@leu)) = (@ éw) + dy



Teoria de campo medio

Aproximacion de Hartree-Fock

Pasemos ahora al caso usual donde hay un solo tipo de
particulas. Reemplazando en el término de interaccion

chelée, =éeley (el éw) +eldupe, =
.'.
uCur) +




Teoria de campo medio

Aproximacion de Hartree-Fock

Pasemos ahora al caso usual donde hay un solo tipo de
particulas. Asi, el potencial resulta

1
Hartree ~_ At A At A
4 ~ 9 E : Vo w (nwfc,/c,,/ N € Cpr — nW’nuu’)

Vv

Este es el potencial de Hartree. Sin embargo, esto no es todo,
porque hay otro término de densidad posible

1 A
V:§ Z V,,M,,//M/ciczbcu/c,/

v’ up’




Teoria de campo medio

Aproximacion de Hartree-Fock

Pasemos ahora al caso usual donde hay un solo tipo de
particulas. El calculo es completamente analogo y se puede
obtener de Hartree intercambiando los indices

FOCk ~ 1 A A A A
V ~ _5 E VVM,V’M/ (nVM/CLCV/ —I_ nuy/CiCu/ — nylu//nuy/)

v, !

Este es el potencial de Fock que surge debido a la
indistinguibilidad de las particulas. Se lo conoce también como
el termino de intercambio. En la aproximacion de HF, resulta
entonces

HHF _ HO + VHartree + VFOCk.



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.
Resolvamos un ejemplo sencillo,

H = -2 ngsz . Sj
iJ
donde )
Jo >0 siz, 7 son N.N.

0 Sl no.
\




Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.

En campo medio

H ~ jEIjV[I? m—

= 2 Z Jij(Si) - S;j —2 Z JijSi - (85) + 2 Z Jij(Si) - (8;)
17 17 17



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.

Por simetria de translacion, vamos a suponer que el valor medio
del espin es independiente del sitio y, como buscamos una fase
ordenada, distinto de cero.

Eligiendo el eje z en la direccion de magnetizacion, nuestra
suposicion es



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.

El campo magneético local, que afecta a cada espin es

J

donde z es el numero de primeros vecinos.



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.
Reemplazando

donde NN es el nimero de sitios y m = |m)|.



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.

Para seguir avanzando, hagamos .S = 1/2.La funcion de
particion es en este caso

Znip = (P 4 e=m)N (PNm(S)

_ [(eﬁm G—Bm) €Bm2/2zJo}N




Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.

Para seguir avanzando, hagamos .S = 1/2.La autoconsistencia

g _ 10
om £ om M

pm _ ,—pm
e e m
—N N— =0
<65m + e—ﬁm) i zJo




Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los hamiltonanos de espines?

De alguna manera, el campo medio es mas “natural”’. Los
operadores de espin ya son operadores de un cuerpo y la
“densidad” es naturalmente la magnetizacion.

Para seguir avanzando, hagamos .S = 1/2.La autoconsistencia

1

m mo_ ~ _ 2 3
‘ oy tanh(8m) ~ Sm 3(ﬁm)

— kT = zJy

Y
~



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los ferromagnetos metalicos?

El hamiltoniano de Heisenberg, en todas sus versiones, da
cuenta de estados magneticos donde los grados de libertad de
carga estan “congelados”. Es importante para compuestos
donde los electrones estan localizados fuertemente en los iones
y pueden ser considerados simplemente como “momentos
locales”.

Sin embargo, esta aproximacion es incorrecta en metales donde
las correlaciones son importantes pero los electrones siguen
siendo deslocalizados como en el hierro o niquel.



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los ferromagnetos metalicos?

Para considerar estos casos, recordemos gue el modelo de
Heisenberg es el limite de interaccidn mucho mayor a la energia
cinética del modelo de Hubbard. Por lo tanto, volvamos al
mismo y veamos que sucede con el ferromagnetismo cuando
conservamos ambos términos, cinético y potencial.

En el espacio de momentos el hamiltoniano de Hubbard es

~Y 6l U S, "
ko

ko,q
k'c’



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los ferromagnetos metalicos?

Usemos ahora la aproximacion de Hartree-Fock para encontrar
una solucion ferromagnéetica, permitiendo que los valores
medios dependan del espin:

(Ep

CiepCirt) = Okk Mkt (ef, ¢

Cil Cx')) = Okk/Mk|

El término de interaccion resulta

MF __ U }: Al AT A A 2 A 2 %
\V4 — V |:Ck—|—q0' <Ck/_qo_,ck/o./>cko- — <Ck—|—qo'ck/0">ck/—qo" Cko

ko,q
k'c’

L ) ) A X A . .
2 (<Ck—|—qack0> <Ck’—qa’ck’0'> - <ck+qack/0/><Ck/_q0/0k0>)]



Teoria de campo medio

¢ Qué pasa con los ferromagnetos metalicos?

Usemos ahora la aproximacion de Hartree-Fock para encontrar
una solucion ferromagnéetica, permitiendo que los valores
medios dependan del espin:

(erlicrt) = Okkr Tt (61 bry) = Okwrmugy

Evaluando los valores medios:

Uch Cko [No' — NgOgo UVZnUnU/+UVZn

koo’

con 1
_ N
Ne = 1 Z(ckack(,).



Teoria de campo medio

Modelo de Stoner

En Hartree-Fock, por lo tanto, el hamiltoniano de Hubbard es

I uv Uv
Hyr = Zglj{\ﬁFcLJcka — — NoNg’ > Zn?,,
ko o)

2

oo’

con

l]<\<47F — gka =+ U(nT + ng — na) — gka + Un&.



Teoria de campo medio

Modelo de Stoner

La condicion de autoconsistencia es ( f es la funcion de Fermi):

1 A A 1
ne = 7 D (el = 3 3 fl&ks"):
k

k

AT=0

dk h? k> 1

= © — —U — k>
i / (27)3 (“ om m) 6r2 It
h2 k2

donde 5 ol Un; = u y otra analoga para el espin down

m



Teoria de campo medio

Modelo de Stoner

Escribiendo el kg en funcién de las densidades, llegamos al
sistema de ecuaciones:

hz 2/3,, 2/

2m(67r) +Un; = p
<

h? >

2m(67r)2/3 /3 +Uny =

\



Teoria de campo medio

Modelo de Stoner
nT — n¢

Definiendo la magnetizacion relativa M =

1/3
2mU (ny +ny )Y/
(3772)2 /32
ecuaciones autoconsistentes para obtener:

y la
nt +ny

podemos restar las

interaccion v =

YM = (14 M)?3 — (1 - M)?/3

Esta expresion tiene tres tipos de soluciones.



Teoria de campo medio
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Teoria de campo medio

Modelo de Stoner

Normal state Partial polarization Full polarization

T7/<4/?1 / 4:3;7<12;3 T»y/>22/j/
yy V¥

DOS ’ DOS ’ DOS

Encrgy
Encrgy
Encrgy

* Estado paramagnetico (normal): v < 4/ 3.

* Ferromagnetismo débil (polarizacion parcial): 4/3 < v < 922/3.

* Ferromagnetismo fuerte (polarizacion total):y > e



FIn de |la clase

iMuchas gracias!



