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Introduccion

Hamiltoniano efectivo (1957)

En el ano 1957, Bardeen, Schrieffer y Cooper presentaron el
hamiltoniano efectivo que explicaria la fisica de los
superconductores “convencionales’.
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Hamiltoniano BCS (1957)

Incluso esta version simplificada es imposible de resolver
exactamente. BCS encontraron una solucion de campo medio.
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A diferencia de los casos conocidos de Hartree-Fock o Stoner,
donde el valor medio es una densidad electrénica, en este caso
BCS eligieron una “densidad de pares” para explicar la
fenomenologia observada.



Hamiltoniano BCS (1957)

Definiendo la funcion del gap
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Se obtiene
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Campo medio

Hamiltoniano BCS (1957)

El hamiltoniano de campo medio no conmuta con el operador
numero de electrones vy, por lo tanto, para obtener resultados
termodinamicos deberemos trabajar en el gran canonico.

Recuerden que el estado fundamental encontrado por Schrieffer
tenia la misma propiedad.

Mas alla de esto, el hamitoniano obtenido es de una particula y
por lo tanto puede ser formalmente diagonalizado.



Bogoliubov-Valatin

Transformacion de Bogoliubov

Vamos a diagonalizar el hamiltoniano por medio de la
transformacion canonica:
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Pidiendo que estos nuevos operadores fermionicos
(“bogoliubones”) verifiquen las relaciones de conmutacion
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Bogoliubov-Valatin

Transformacion de Bogoliubov

Usando esta normalizacioén, la relacion inversa es

()= () ()
2 —vp we ) \Y

Ahora solo resta reemplazar las expresiones de los operadores
originales en funciéon de los nuevos en el hamiltoniano.

Luego de hacerlo, podremos determinar las funciones uk vV vk
pidiendo que los terminos en~y~y y VTWT se anulen
idénticamente.



Bogoliubov-Valatin

Transformacion de Bogoliubov

Podemos determinar las funciones ux y Uk pidiendo que los

téerminos en vy y VJWTse anulen idénticamente.
La condicidn es

2eurvik — Axug + Afvi =0

Resolviendo para vk /Ui

ve _ VAP - &
Uk Ai’; .

Sin perder generalidad, podemos suponer v, € R de manera
tal que las fases de vk v Axsean idénticas.



Bogoliubov-Valatin

Transformacion de Bogoliubov

Esta relacion, junto a la de normalizacion
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finalmente nos permiten despejar ambas funciones:
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Hamiltoniano en campo medio

Con las funciones determinadas es posible escribir el
hamiltoniano en su forma diagonal empleando los operadores
de Bogoliubov.

Hpes = Y Exv, o + Eo.
ko

con Fy = \/512{ + |Ax|? las energias de excitacion y

Foy = Z (ﬁk — Fx Ak<éLTéT—k¢>)

k

la energia del fundamental.



Autoconsistencia

Auln resta determinar la funcion del gap, de manera
autoconsistente:
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Como los Bogoliubones son fermiones libres
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Autoconsistencia

Se tiene que
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Por otro lado

reemplazando...



Autoconsistencia

Obtenemos la ecuacion del gap
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k kz 2B <2kBT>

Como en BCS el potencial es independiente del momento, lo
mismo esperamos de la funcion del gap (gap tipo s). Asi

Pasando a energias



Autoconsistencia

Pasando a energias e introduciendo la densidad de estados por
espin
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Esta ecuacion determina el gap a todas las temperaturas.



Ecuacion del gap BCS

Limitede T=0

Cuando vamos a bajas temperaturas, la tangente hiperbodlica
tiende a la unidad
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Integrando
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Ecuacion del gap BCS

Limite de A = 0 (obtenemos T )

Para obtener la temperatura critica, podemos poner el gap igual
a cero
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Usando que hwp > kg1 e integrando por partes
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Ecuacion del gap BCS

Predicciones

De la ecuacion del gap (autoconsistencia), vemos las primeras
consecuencias fisicas de la teoria:

 Efecto isotépico de masa: 1o < wp

* Relacion entre temperatura critica y gap:

IA(T = 2
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Esta relacion fue uno de los primeros éxitos de la teoria (todos
los SC conocidos la verificaban) y ayudo a su aceptacion
general.



Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

En la clase pasada vimos gue el estado fundamental BCS era:
| BCS) = H (1 + CbkéLTéT—m) 0)
k

Dado el hamiltoniano BCS que hemos deducido, se desprende
gue por ser el fundamental, debe ser el “vacio” de los
bogoliuvones

’7k0|BCS> =0

Tomando el espin up por ejemplo, esto es

ukékHBC’S> — UkéikﬂBC&



Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

Reemplazando
ukékT’BCS> — ukékT H (1 + §bqéjﬁé]t_q¢) ’O>
q

El operador de destruccion conmuta con todos los terminos de
la productoria, salvo donde ambos momentos coinciden

ukékT (1 + ¢kéLTéT—k¢) = Uk (ékT + ¢kéT_k¢ + ¢kéLTéT—k¢ékT)

= uk¢kéik¢ +uk |1 kAL ol Ckt
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Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

Por lo tanto

R R Uk
ukaT’BCS> = ukqbkcf_ki\BC& < gbk — u—
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De hecho, en su forma normalizada, el estado fundamental se
escribe como

BCS) =] (uk +oeel el ¢) 0)
k




Estado fundamental

Estado fundamental de BCS
Propiedades:

BCS) =] (uk + ol el ¢) 0)
k

La funcion vk |* da la probabilidad de un par en el estado k,
mientras que|uy| = 1 — |vi|* es la probabilidad de que no
haya un par de Cooper en el estado k.



Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

Propiedades:

k Lk

Como vimos anteriormente, el estado fundamental es un estado
coherente de pares

BOS) = 3 A0 =3 =i

n

donde el estado |) contiene n pares (2n electrones).



Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

Propiedades:

BCS) = 30— (A1)10) = 3 =

n

El estado fundamental de BCS rompe la invarianza de gauge,
dado que el cambio ¢k, — €"%ckoen los operadores
electronicos cambia la funcion de onda
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La funcion del gap también adquiere una fase.

)



Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

Propiedades:

Por otro lado, la energia permanece invariante por lo que los
estados |«v) forman una familia de estados degenerados.

El operador numero actuando sobre los mismos da como
resultado (N = ) |, € cka Cko):

N eiQna d A d
Nla) = Z N 2n|n) = —za\o& — | N = _ZE

El operador numero es el generador de la transformacion de
gauge. Ademas la fase es conjugada de la ocupacion,

N =

n



Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

Propiedades:
Por lo tanto ambos operadores cumplen una relacion de

iIncertidumbre -
AaAN 21

Ilgual que un objeto macroscopico con una posicion bien definida
y un momento indeterminado, un condensado de pares con una
fase global bien definida es un estado fisico de la materia con

un numero indeterminado de particulas.

Es posible obtener

AN = ((N = (N))})/? y —



Estado fundamental

Estado fundamental de BCS

¢, Los pares de Cooper son bosones?

Los pares de Cooper son objetos compuestos de espin total
cero. Como tales cumplen con la distribucion de Bose-Einstein.
De hecho en la descripcion de campo medio de BCS hay mas
de un estado en el fundamental.

Sin embargo, el operador de creacion de pares, éLTéT_M no
verifica las reglas de conmutacion bosonicas.

El estado es “mixto”.



Excitaciones

Espectro de bogoliubones

La relacion de dispersion es Fy = \/ﬁﬁ + |Ax|?.
Las funciones de la transformacion de Bogoliubov
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Excitaciones

Espectro de bogoliubones

Empecemos por la fase normal, Eyx = &x.

Las funciones de la transformacion de Bogoliubov
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Excitaciones

Espectro de bogoliubones

Empecemos por la fase normal, Eyx = &x.

Por lo tanto, en la fase normal, v, o< ¢' | __, para {x < 0y

Vko X Cko, Para &g > 0.
Los operadores de Bogoliubov en la fase normal crean agujeros
a energias menores a la de Fermi y electrones a energias

mayores. Ep

hole
excitations

0 k. k

excitations

1 electron




Excitaciones

Espectro de bogoliubones

En la fase superconductora, [ = \/513 + | Ay |? aparece un
gap en el espectro de excitaciones.

La energia del sistema es la del fundamental si no hay
cuasiparticulas presentes y se incrementa (por lo menos en
| Ay |) si aparecen excitaciones. Eor




Excitaciones

Espectro de bogoliubones

En la fase superconductora, [ = \/fﬁ + | Ay |? aparece un
gap en el espectro de excitaciones.

Ademas, en el superconductor las funciones de Bogoliubov
toman valores entre O y 1, por lo tanto las excitaciones son

superposiciones de particulas y agujeros.
N

l+— .. —




Excitaciones

Espectro de bogoliubones

En la fase superconductora, [ = \/fﬁ + | Ay |? aparece un
gap en el espectro de excitaciones.

€k
electron




Calor especifico

Entropia

Para obtener el calor especifico, es mas conveniente trabajar
con la entropia

S=—kp» [(1- fi)ln(l - fi) + filn fi]
ko

donde fx = f(FEx).
El calor especifico es
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Calor especifico

Calor especifico

Tomando la derivada
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Calor especifico

Calor especifico

Mas alla de la cuenta exacta, como la derivada de la funcion de
Fermi es parecida a una delta, esta suprimida exponencialmente
cuando By > kgT.

Asi, a bajas temperaturas, donde kg1 < Ain < FE¥, todos
los términos en el calor especifico estan exponencialmente
suprimidos, como se observa en los experimentos.

Esto es caracteristico de los sistemas con un gap en su
espectro de excitaciones.



Efecto Meissner

Energia cinética en presencia de campo

Consideremos el término de energia cinética en presencia de un
campo magneético externo.

H = Z/drqﬁ (+eA)\IJ()

Al orden mas bajo en el potencial vectord = Hy + H, donde }AIO
es la energia cinética en ausencia del campo y (en el gauge de
Coulomb)

— % Z / dr¥! (r) (p- A) U, (r)



Efecto Meissner

Operador corriente en segunda cuantizacion

En segunda cuantizacion, el operador corriente es

:——Z/dr\lﬁ — (p+eA) U, (r)

_ _% (V Z/dr@g(r)‘i’a(r)> A

T Z /dr \IJJr U, (r) — (V\if(‘;(r)) \i!a(r)}

El primer término se conoce como “diamagnético” y el segundo
“paramagnético”.



Efecto Meissner

Operador corriente en segunda cuantizacion

Evaluando el valor medio en el estado fundamental, a T = 0,
tenemos
J=J,+J4
con
2

Ja = _EA y Jp = <Jp>
m
SiJ,, = Orecuperamos el resultado de London con todos los
electrones en el condensado (como corresponde a T = 0).
Sin embargo, el estado fundamental en presencia del campo no
es el estado BCS.



Efecto Meissner

Estado fundamental

Lo que necesitamos es conocer como se modifica el estado
fundamental BCS en presencia del campo aplicado.

Como la perturbacion H, es lineal en el campo vector, .JIO podria

contener un término que cancele al termino diamagnético J ..

Esto es lo que sucede en el estado normal, donde no se

observa el efecto Meissner.
Veamos que pasa en el estado superconductor. A primer orden
en perturbaciones (£son las excitaciones)

(¢| H1]0)
b
IBCS) = |0) — |0) +§6w P




Efecto Meissner

Perturbaciones

Como <()|jp|()> — () (no hay campo aplicado), tenemos

0|, |¢) (¢|H1|0 0| H, |€)(¢]T,]0
JPZZH 64 \>,Z<\ £) (£]J5|0)

(40 EO_EE 020 EQ—Eg

Analicemos los elementos de matriz de

=53 [ bl (p-A) T, (0

pasando a momentos

\ijg(l‘) — % Z ékaeik-r A — Z Aqeiq.r
13 q



Efecto Meissner

Perturbaciones

Como <()|jp|()> — () (no hay campo aplicado), tenemos

0|, |¢) (¢|H1|0 0| H, |€)(¢]T,]0
JPZZH 64 H’ZH £) (£]J5|0)

o Eo — Ey Tt Eo — Ey

Analicemos los elementos de matriz de

Hy = ﬂi;:S‘(k A )clﬁanck(7
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Efecto Meissner

Perturbaciones

Para hacer contacto con la teoria BCS, reescribamos el
hamiltoniano en funcion de los bogoliubones.

i ehrm AQEL, o trer =

eh
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Efecto Meissner

Perturbaciones

Para hacer contacto con la teoria BCS, reescribamos el
hamiltoniano en funcion de los bogoliubones. En el gauge de

CoulombV - A =0=q-Ag

A €h AJ[ R
— Zk A (Ck—l— TCkT —kic_k q¢)

Ahora se puede reescribir todo en funcion de los fermiones de
Bogoliubov y usar que el fundamental |0) = |BC'S) es el vacio
de los mismos.



Efecto Meissner

Perturbaciones

Los elementos de matriz a evaluar son

eh
(€| H1|0) = Z k- Aq (tcrqUk — tkVitaq) C s q17 1 10)
kq
en el limite de q tendiendo a cero (campo uniforme).
En este limite, claramente

(¢|H1]0) — 0

Ademas el denominador £y — FEy nunca se anula, debido al

gap.
Por lo tanto, en el estado superconductorJ, = 0, y
2

J=_"C A

m




FIn de |la clase

iMuchas gracias!



