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Resumen del Ejercicio 7 - Guia 4

Lucas E. Alonso

Enunciado: Una bolita de masa m esta enhebrada en un aro semicircular de radio R y sujeta a un resorte de
constante elastica k y longitud natural lo = mR/2

(a) Halle la ecuacién de movimiento.
(b) Encuentre todas las posiciones de equilibrio.

(c) Para las posiciones de equilibrio halladas, diga cuales son estables y cuales no, y bajo qué circunstancias.

Resolucién: Va una versién resumida de la resolucion del problema que vimos en clase.

Empezamos realizando el DCL y eligiendo un sistema de coordenadas. Como el movimiento se realiza en un
circulo, elegimos coordenadas polares.

Escribimos las fuerzas en el sistema de coordenadas elegido. La Fuerza elastica estara en la direccion de 6, la
Fuerza de vinculo en 7, y el Peso tendra una componente en cada direccion.

E, = —kR6O

F, = E,f

P = —mgcos(8)7 + mgsen(6)8



La aceleracion en un Movimiento circular ya sabemos que se compone de la aceleracién angular y la
aceleracion centripeta

a = —R6*# + ROF
Planteamos las Ecuaciones de Newton
) —mRO? = E, — mgcos(6)
0) mR6 = —kRO + mgsen(6)

La ecuacion en 7 es una ecuacion para la Fuerza de vinculo, que es una incégnita. Es decir, si conseguimos 6
en funcion de 6, que ya sabemos cémo hacerlo (hay que integrar en 6 la ec. de mov. y realizar el cambio de
variables) pero no es lo que pide el problema, podemos despejar F, en funcién de 6.

La ecuacién en @ es la ecuacién de movimiento, con lo que ya respondimos el item a). La podemos reescribir
de la siguiente manera

b=-X94+95eno
== Esen( )

Si pudiésemos integrarla tendriamos 8(t), pero lamentablemente es una ecuacién sin solucién analitica (si
podemos obtener 8(8) ). Eso no significa que no podemos hacer nada.

Calculemos los puntos de equilibrio como pide el item b)

El equilibrio es una posicién donde la aceleracion es 0. Es lo mismo que decir que la suma de las fuerzas es

cero pues ), F =ma.Si ponemos el objeto en una posicién de equilibrio y no le damos ninguna velocidad,
se quedara ahi. Si lo alejamos un poquito de la posicién de equilibrio, o le damos una pequeia velocidad, el
objeto puede volver a la posicién de equilibrio y quedarse oscilando, o puede alejarse e ir a otro lado. En el
primer caso el equilibrio es estable y en el segundo el equilibrio es inestable. Esto lo veremos en el punto c)

Para calcular los 8., planteamos 6 = 0 en la ecuacién de movimiento
0 = —kRO + mgsen(8)
Entonces los 6., cumplen

kR
m—geeq = sen(Geq)

Esta ecuacion tiene una solucion que se encuentra facil, 6,4 = 0, y otras dos soluciones que ocurren cuando

KR : - :
larecta g B4 interseca a la funcion sen(6,4), pero que no se pueden despejar.

. . kKR . ., —_— ,
En funcién de la pendiente de la recta, g’ existirdn o no esos puntos de equilibrio, como se ve en la figura a

continuacion



. . . kR : , .
Si la pendiente de la recta es muy pequeiia, — ¢4 Nunca intersecara al seno, como se ve en la recta naranja,

y si es muy pronunciada, tampoco, como se ve en la recta violenta. Mejor dicho, solo se intersecan en 0,
pero no es lo que estamos buscando.

Recordemos que 6 inicamente toma valores entre /2 y -mt/2, por lo que no tiene sentido analizar el
problema mas alla de esos limites.

. . kR : —
;Cuanto tiene que valer mg Paraque existan esos equilibrios?

Se ve que la cota minima es la recta marron, cuando se intersecan las dos funciones en 6., = /2, por lo que

__=sen(g)=1:>:;—Rg=%50.64

La cota maxima es cuando la pendiente de la recta es igual a la pendiente del seno en el origen (recta roja).
La pendiente del seno en 8 = 0 es 1 (lo podemos ver calculando la derivada del seno, que es el coseno, y

evaluando en 8 = 0, cos(0)=1), por lo que :1—}; =1.

. N . kR .
Encontramos que para que existan esos puntos de equilibrio, lamémoslos 8¢, g tiene que ser menor a 1

2
y mayora—:

oo B (2 1)
““1" " mg \m’

kR . . , o I
En el caso g 1 se tiene que 6., = 0, es decir que en este caso limite coincide con el equilibrio hallado

. . kR 2 T . . e . T
anteriormente. Si g m = Opq = > Para valores intermedios el equilibrio esta entre 0 y >



- Lo KR L A
Pensemos fisicamente qué significa esto: g ALY grande (mayor a 1) significa que la fuerza elastica es
mucho mayor a la fuerza peso. En ese caso no existen 8., pues si ponemos la masa en cualquier posicion, la
A . : . . kR -
fuerza elastica sera tan grande que el sistema tendera a 8 = 0. Slm—ges muy pequefio (menor a 0.64), la

fuerza elastica sera muy chica y el sistema tendera a caerse. En valores intermedios, el peso y la fuerza
7z . 4 : *
elastica se compensan en algin lugar y existen 6g,.

Para analizar lo que pasa fisicamente, notemos que las fuerzas en 8 son la fuerza elastica y la componente
en 0 de la fuerza peso. El equilibrio & = 0 existe pues en ese punto ambas fuerzas valen 0, y el otro
equilibrio es cuando las dos fuerzas se anulan entre si, la elastica que tira hacia arriba y la componente §
del peso que tira hacia abajo.

Analicemos ahora la estabilidad. Comenzamos estudiando la estabilidad del punto de equilibrio 8 = 0.

: o . kR A . .
Como dijimos previamente, intuimos que si g S grande, el equilibrio sera estable, pues es como si solo
. . kR : I L : .
estuviese el resorte. Slm—ges chico, el equilibrio sera inestable, pues es como si solo estuviese el peso.
Veamos si la matemadtica confirma esta intuicion.

Para analizar la estabilidad tenemos que ver como es la aceleracion (o la suma de fuerzas, es lo mismo) del
sistema alrededor del punto de equilibrio.

Para que el equilibrio sea estable, queremos que cuando el objeto se mueva un poco hacia la derecha
(6 = 0 + §0), 1a fuerza sea negativa, para que lo devuelva hacia el equilibrio; y cuando se mueva hacia la
izquierda (6 — 6 — 60) la fuerza sea positiva. Esto significa que queremos que alrededor del equilibrio, la
pendiente de la fuerza sea negativa. Si ocurre lo contrario tenemos un equilibrio inestable: si al movernos
hacia la derecha la fuerza es positiva, o al movernos hacia la izquierda la fuerza es negativa, ésta nos alejara
del equilibrio, como se ve en la figura siguiente

Equilibrio estable Equilibrio inestable

F(x) F(x)

—_—

Veamoslo en nuestro problema. Usando la ecuacién de movimiento calculemos la derivada de la
aceleracion con respecto a la posicion



b§=—"919cen

= Rsen()

=>dé— k+g 0
a0~ “m T Reos®
dé k

deo P m R
el . k g . kR
Tenemos equilibrio estable si——+= < 0, esdecir, — > 1
m R mg
il s . k g ... kR
Tenemos equilibrio inestable si——+= > 0, esdecir, — < 1
m R mg
Es exactamente lo que habiamos dicho previamente de manera intuitiva.

kR . db . . . .
En el caso; — = 1 se obtiene ablg_g = 0, por lo que la primera derivada no nos dice la pendiente de la
=0

funcidn, tenemos que ir a un orden superior:

d?6 g d?6
w2~ RO =0
=0
A segundo orden vuelve a valer cero, veamos uno mas
a6 g a6 g
- __< 0 -7 - _<
03~ TR =G| Tk

Nos dio negativo, por lo que el equilibrio 8 = 0 es estable cuando :1_}; =1

Veamos ahora el otro equilibrio

kR kR 7]
—0pq = sen(feq) = — = M

myg mg Beq

. . ;. . dé
No podemos saber cuanto vale 6,4, pero lo que queremos averiguar es unicamente el signo de —5 enese

punto. Veamos si podemos probar que es estable:

dé _ kg g(_kR o _sen(Fes)
%9_9 = E+§COS(BeQ)<O®E< m—g+COS(9€q)><0®E H—W-}_COS(GW) <0
=0eq
9 9
@M > c05(6eq) ‘:’M > beq © tan (Beq) > beq

Ocq cos(6,q)



Para que sea estable tiene que cumplirse tan (8,,) > 6,4, lo cual se cumple para todo valor de 6,4, pues la
tangente es una funcién que siempre esta por encima de una recta con pendiente igual uno:

Estos equilibrios, cuando existen, son estables.

Otra forma de verlo es analizando graficamente el signo de la aceleraciéon alrededor del punto. Veamos la
ecuacion de movimiento

é—g< € kRa)
=z sen(0) mg

El signo de la aceleracion lo da la resta de sen(6) y la recta T’;—I;G. El punto de equilibrio es donde § = 0, es

decir, sen(#) igual a la recta :1—1; 6.

Queremos ver el signo de la aceleracion cerca del punto de equilibrio.

Si 6 crece cerca del punto de equilibrio, la recta es

mayor al seno, esta por encima, por lo que § sera
negativo. Si 6 decrece cerca del punto de
equilibrio, la recta es menor al seno, por lo que 6
serd positivo, como se ve en la siguiente figura.
Esto significa que el punto de equilibrio es
estable, pues la fuerza es restitutiva.




Resumiendo:

. el ; p . k
6 = 0 siempre es equilibrio y es estable si y s6lo si m—Rg >1

. kR 2
EIGeq@m—gE (1—1,1) y es estable

-

o2l

1> ﬁ >0.64

k—R < 0.64



Podemos graficar numéricamente la aceleracion en funcién del angulo

o . kR = k
para distintos valores del parametro mg ¥ Ver quese cumple esto: 6 = — - 0+ %sen(e)

kR o . . : KR 2
Param—g > 1la aceleracién unicamente vale 0 en 8 =0, y tiene pendiente negativa. Param—g € (E , 1)

. . . . . kR
aparecen dos raices nuevas con pendiente negativa, y en 8 = 0 la pendiente ahora es positiva. Para — <1

desaparecen las otras dos raices, y en 0 se mantiene negativa

Nota: Algunas figuras fueron tomadas del apunte de Gabriel F. Rodriguez Ruiz del 10-12-2020

En el siguiente link encuentran un simulador de este problema




Bonus track: Pequerias oscilaciones

Como dijimos, esta ecuacién de movimiento no tiene soluciéon analitica, pero alrededor de 6 = 0, para
valores pequefios de 8, podemos hacer una aproximacion via desarrollo de Taylor de la funcién sen(8)

sen(f) = 6
Por lo que la ecuacién de movimiento queda
mRO = —kRO + mgsen(8) = —kRO + mgh = (—kR + mg)8

=>é+<k g)e—o
m R -

k

3
|
(S

Que es la ecuacién de un oscilador arménico con frecuencia angular w =

. L .k : . kR
Para que esta ecuacion tenga sentido tiene que cumplirse — = % > 0, que es lo mismo que pedir — > 1,es

decir, estar en la condicidén en la cual el equilibrio 8 = 0 es estable.

Bonus track 2: Diagrama de bifurcaciones

No lo pide el problema y no es algo que veamos en esta materia, pero podemos graficar los valores de todos

los equilibrios en funcién del Ginico pardmetro que define su existencia y su estabilidad, :l—};. Graficamos en
linea solida los equilibrios estables y en linea punteada los equilibrios inestables. Tenemos que para r’;—z
chico, el Unico equilibrio es el 0 y es inestable. Cuando cruzamosi—z > %aparecen los dos equilibrios
estables. Cuando cruzamosr]:l—z > 1, desaparecen los equilibrios estables pues colapsan en el equilibrio

6 = 0y éste, que era inestable, se vuelve estable.

| &,

m 72

Esto es lo que se llama un diagrama de bifurcaciones, graficar los equilibrios y su estabilidad en funcién de
algin parametro. Es una herramienta muy util para estudiar problemas no lineales.



Aqui podemos ver para distintas condiciones iniciales de 8 hacia donde se movera el sistema, en funcién

. kR - . o . .
del parametro e Es muy util pues no tenemos 6(t) pero si podemos ver cualitativamente cdmo sera la

dinamica.

0

kR

T mg




