
El potencial lejos de una distribución

• Volvamos al caso de un disco uniformemente cargado. El 
potencial a lo largo del eje de simetría daba:

𝜑 𝑦 =
𝜎
2𝜖!

𝑦" + 𝑎" − 𝑦

• Nos interesa saber a qué se parece el potencial a distancias 
grandes. Para |y| >> a podemos aproximar por serie de Taylor el 
término:



El potencial lejos de una distribución

• Reemplazando la aproximación, tenemos 

De lejos sólo se ve
 una carga puntual

𝑞 = 𝜎𝜋𝑎"



Momentos de una distribución de carga

• Un átomo o molecula consta de cargas en disposiciones 
complejas en volúmenes del orden de 10-24 cm.

• ¿Qué aspectos de la estructura de la carga son los más 
importantes cuando vemos el potencial/campo a grandes 
distancias de las distribuciones de carga?



Momentos de una distribución de carga

• Supongamos una distribución acotada 𝜌	(𝑟#)  
y un punto 𝑟	exterior a la distribución.

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖!
4

𝜌 𝑟# 𝑑𝑣′
𝑟 − 𝑟#

• Tomemos la distancia 𝑅 tal que:

𝑅 = 𝑟 − 𝑟#

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟#)𝑟 − 𝑟#

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga

• Reescribiendo tenemos:

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖!
4

𝜌 𝑟# 𝑑𝑣′
𝑅

• Expresamos 𝑅 en función de las distancias 
𝑟 y 𝑟’ desde el origen del sistema de 
coordenadas. Por el teorema del coseno

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟#)𝑟 − 𝑟#

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga

• La idea es ver qué pasa cuando 𝑟	 >> 	𝑟’. 
Veamos un poco el factor 𝑅$%: 

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟#)𝑟 − 𝑟#

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga

• La idea es ver qué pasa cuando 𝑟	 >> 	𝑟’. 
Veamos un poco el factor 𝑅$%: 

• Podemos hacer el desarrollo en Taylor de 
𝑅$% para 𝑟’/𝑟	 << 	1. Tomando el desarrollo

 
para 𝛿 ≪ 1

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟#)𝑟 − 𝑟#

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga
• Tomando esta expansión el factor 𝑅$% queda: 

• Entonces, reemplazando en 𝜑(𝑟)

más grande  >>>>>>>>>>> más chico

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟#)𝑟 − 𝑟#

𝑟′

𝑟

𝜃 𝜑(𝑟)



Momentos de una distribución de carga

• Entonces 𝜑(𝑟) lejos de la distribución puede escribirse como una serie de 
términos de importancia decreciente (fijarse el exponente de 1/r)

• La clave es calcular los coeficientes K0, K1, K2, etc. Cada término se 
denomina momento.

𝜑(𝑟)



Momentos de una distribución de carga

• ¿Hace falta calcular todos los Ki? 
• No! El comportamiento del potencial a grandes distancias de la 

fuente estará determinado por el primer término no nulo de la 
serie:

𝜑(𝑟)



Los coeficientes K0 y K1

• 𝐾! =	∫𝜌 𝑟# 	𝑑𝑣′ es simplemente la carga total de la distribución 
(da cero para moléculas y átomos neutros). 

• Si 𝐾! = 0, calcularemos 
𝐾% =	∫ 𝑟# cos 𝜃 𝜌 𝑟# 𝑑𝑣′ Momento dipolar



Los coeficientes K0 y K1

• Para simplificar esta expresión consideremos el vector 

𝑝⃗ = G𝑟# 𝜌 𝑟# 𝑑𝑣′

• Entonces: 
𝑟̂ I 𝑝⃗ = 𝑟̂ I ∫ 𝑟# 𝜌 𝑟# 𝑑𝑣# = ∫ 𝑟̂ I 𝑟# 𝜌 𝑟# 𝑑𝑣# =

∫𝑟′ cos 𝜃 𝜌 𝑟# 𝑑𝑣# = 𝐾%

• Por lo tanto:                        𝐾% = 𝑟̂ I 𝑝⃗



Los coeficientes K0 y K1

• Resumiendo, para un punto en dirección 𝑟̂ y a una 
distancia 𝑟 de una distribución acotada 𝜌 𝑟& , el 
potencial viene dado por:

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖'
𝑄
𝑟
+
𝑟̂ / 𝑝
𝑟(

+
𝐾(
𝑟)
+⋯ .

• Donde 𝑄 = 𝐾' = ∫𝜌 𝑟& 	𝑑𝑣′    y    𝑝 = ∫ 𝑟& 𝜌 𝑟& 	𝑑𝑣′



Función potencial para 𝑁 cargas puntuales

• Si la distribución es acotada en el 
espacio se puede poner como punto de 
potencial cero el infinito (es decir 
lim
&!→(

𝜑 𝑟) = 0) y entonces, tomando 𝑟* =
𝑟, y quitando tildes:

𝜑 𝑟 =
1

4𝜋𝜖!
M
+,%

-
𝑞+

𝑟 − 𝑟+
• Donde por el teorema del coseno: 

𝑟 − 𝑟+′ = 𝑅+ = 𝑟" + 𝑟+" − 2𝑟𝑟+ cos 𝜃

𝑟+
𝑞+

𝑟

𝜃



Potencial lejano para cargas puntuales

• De la misma manera que antes, 
para 

&"
& ≪ 1 aproximamos: 

1
𝑅+
≅
1
𝑟

1

1 +
𝑟+"

𝑟" −
2𝑟+
𝑟 cos 𝜃𝑟+

𝑞+

𝑟

𝜃



Potencial lejano para cargas puntuales

• Entonces:

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖!
𝑄
𝑟
+
𝑟̂ . 𝑝
𝑟"

+⋯ .

• Donde ahora

𝑄 = 𝐾! =3
#$%

&

𝑞#

𝑝 =3
#$%

&

𝑟#𝑞#



Ejemplo: Potencial lejano de un dipolo

• Tenemos dos cargas puntuales ±𝑞
• Ubicamos las cargas sobre el eje z 

en z = ∓ .
".

• El primer coeficiente es cero:

𝐾! = 𝑞 − 𝑞 = 0

𝑧̂

S𝑦

S𝑥

−𝑞

𝑞



Ejemplo: Potencial lejano de un dipolo

• El momento dipolar:

𝑝⃗ = ∑+,%- 𝑟+ 𝑞+ 

𝑝⃗ =
𝑑
2
𝑞𝑧̂ + −

𝑑
2

−𝑞 𝑧̂ = 𝑞𝑑	𝑧̂

• Por lo tanto
𝐾% = 𝑟̂ I 𝑝⃗ = 𝑞𝑑 cos 𝜃

• Y entonces, lejos del dipolo

𝜑 𝑟 =
1

4𝜋𝜖!
𝐾%
𝑟"
=

1
4𝜋𝜖!

𝑞𝑑 cos 𝜃
𝑟"

𝑧̂

S𝑦

S𝑥

𝑟𝜃



Ejemplo: Potencial lejano de un dipolo

• El potencial es simétrico alrededor del eje 
𝑧̂.
• Entonces, veamos el potencial en por 

ejemplo, el plano 𝑥𝑧. Ahí:
cos 𝜃 = /

0#1/#
   y   𝑟 = 𝑥" + 𝑧"

• Entonces: 

𝑧̂

S𝑥

𝑟𝜃

𝜑(𝑟)



Ejemplo: Campo lejano de un dipolo

• Calculemos el campo en el plano xz

𝐸 = −∇𝜑 = −
𝜕𝜑
𝜕𝑥

:𝑥 +
𝜕𝜑
𝜕𝑧

𝑧̂

• Sabiendo además que:

sin 𝜃 =
𝑥

𝑥" + 𝑧"

• En el plano xz, 𝐸' = 0 y entonces:campo en el plano xz



Ejemplo: Campo lejano de un dipolo



Ejemplo: Campo lejano de un dipolo

• También podemos hacer el cálculo del campo 
en esféricas. 

• Esta vez la solución vale para todo el espacio

• El gradiente en esféricas es:

∇𝜑 = 23
2& 𝑟̂ +

%
& 456 7

23
28 W𝜙 + %

&
23
27  Y𝜃𝜙

(𝑟, 𝜃, 𝜙)



Ejemplo: Campo lejano de un dipolo

• Usando 

𝜑 𝑟 =
1

4𝜋𝜖!
𝐾%
𝑟" =

1
4𝜋𝜖!

𝑝 cos 𝜃
𝑟"

• El campo en esféricas es:

𝐸 =
2

4𝜋𝜖!
𝑝 cos 𝜃
𝑟( 𝑟̂ +

1
4𝜋𝜖!

𝑝 sin 𝜃
𝑟(

D𝜃

• Poloidal y decae como 𝑟)(

𝜙

(𝑟, 𝜃, 𝜙)



Conductores en campos 
electrostáticos



Tipos de materiales eléctricos

• Conductores: Alta movilidad de portadores de carga (en sólidos, 
electrones). Las cargas sobre ellos se pueden mover libremente 
como respuesta a los campos eléctricos

• Semiconductores: movilidad de portadores de carga limitada a 
ciertas condiciones.

• Aislantes: baja movilidad de portadores de carga. Las cargas no 
se mueven a través de ellos



Conductores en electrostática

• Las cargas pueden reacomodarse libremente en un conductor.

• Este reacomodamiento se realiza de acuerdo a ciertas reglas.

• En electrostática, vamos a considerar las propiedades de los 
conductores una vez que se haya alcanzado el estado 
estacionario (es decir, cuando las cargas ya se hayan 
acomodado).



Aislantes y conductores en campo externo 
uniforme

ELECTRIC FIELDS AROUND CONBUCTORS 91 

effect we'll study in Chapter 10, but that is not important here.) Now, 
in one way or another, let mobile charges (or ions) be created, making 
the body a conductor. Positive ions are drawn in one direction by the 
field. negative ions in the opposite direction. as indicated in Fig. 3.16. + 
They can go no farther than the surface of the conductor. Piling up + 
there, they begin themselves to create an electric field inside the body + 
which tends to canceI the original field. And in fact the movement goes + - 
on until that original field is precisely canceled. The final distribution t a 
OF charge at the surface. shown in Fig. 3. lc, is such that its field and + - 
the field of thc fixcd external sources combine to give zero electric field A _I 
in the interior of the conductor. Because this "aurornatically" happens - 
in every conductor. it is really only the surface of a conductor that we 
need to consider when we are concerned with the external fields. 

With this in mind, let us see what can be said about a system of 
conductors, variously charged. in othcrwisc empty space. In Fig. 3.2 
we see some objects, Think of them, if you like. as solid pieces of 
metal. They are prevented from moving by invisible insulators-per- + 
haps by Stephen Gray's silk threads. The total charge of each object, + 
by which we mean the net excess of positive over negative charge, is + 
fixed because there is no way for charge to leak on or off. We denote + 
it by Qk. for the kth conductor. Each object can also be characterized + + 
by a particular value pk of the electric potential function p. We say -k 
that conductor 2 is "at thc potential v2." With a systcm like the one + 
shown. where no physical objects stretch out to infinity, it is usually + 
convenient to assign the potential zero to points infinitely far away. In + 
that case q2 is the work per unit charge required to bring an  infinites- + 
imal test charge in from infinity and put it anywhere on conductor 2. + 

$? 
(Notice, by the way, that this is just the kind of system in which the + 
test charge needs to be kept small, a point raised in Section 1.7.) + 

-@ + 

+ 
FIGURE 8.1 
The oblect In (a) IS a neutral nonconducror. The charges In 11. both posnlve and 

+ 
L 

negat~ve. are .rmcMe. In (b) the charges have been released and begin to move. $ They wlll move until Ihe final condition. shown in (c), IS attained. 
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Conductor: las cargas se van a la 
superficie y dejan campo nulo en el 
interior

Aislante: el campo en el interior 
es prácticamente el del exterior
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Transitorio Estacionario



Propiedades de los conductores en estado 
estacionario

• En el interior de los 
conductores en estado 
estacionario, el campo 
eléctrico es nulo.

• El exceso de carga se 
ubica en el borde físico del 
conductor.

Cargas en la superficie

𝐸 = 0
𝜑 = 𝑐𝑡𝑒



Propiedades de los conductores en estado 
estacionario

• Si el campo eléctrico es 
nulo en el interior del 
conductor, el potencial ahí 
es constante al igual que 
en su superficie.𝐸 = 0

𝜑 = 𝑐𝑡𝑒

Cargas en la superficie 𝜎



Propiedades de los conductores en estado 
estacionario

• Si el campo eléctrico es 
nulo en el interior del 
conductor, el potencial 
ahí es constante al igual 
que en su superficie.

• Como la superficie es 
equipotencial, el campo 
en esa superficie sólo 
puede ser normal a ella.

𝐸 = 0
𝜑 = 𝑐𝑡𝑒

Cargas en la superficie 𝜎

𝐸
𝐸

𝐸

𝐸



Discontinuidad de 𝐸 en la superficie

• El salto de un campo eléctrico nulo en el 
interior de un conductor a uno no nulo y 
normal en su superficie se debe a la 
presencia de la carga acumulada ahí. 
• Apliquemos la Ley de Gauss en un cilindro 

alineado con la normal a la superficie de 
un conductor donde hay una carga 
superficial de densidad 𝜎 (C/m2)

conductor

conductor



Discontinuidad de 𝐸 en la superficie

• El único flujo que sobrevive es el que se da a 
través de la tapa externa de área ∆𝐴 

G𝐸 . 𝑑𝑎 =
𝑐𝑎𝑟𝑔𝑎	𝑒𝑛𝑐𝑒𝑟𝑟𝑎𝑑𝑎

𝜖!

𝐸	∆𝐴 =
𝜎∆𝐴
𝜖!

𝐸	 =
𝜎
𝜖!

conductor

cilindro



Conductores (estado estacionario)

•Campo eléctrico:
• Nulo en su interior
• En la superficie, es normal a ella.
• La intensidad depende de la densidad superficial de 

carga local
•Superficie es equipotencial
•Carga se ubica sobre superficie



Campo eléctrico en conductores

•De los puntos anteriores se deduce que la carga 
total 𝑄 sobre la superficie de un conductor S se 
puede escribir como:

𝑄 = #𝜎	𝑑𝑎 = 𝜖!#𝐸 *𝑑𝑎

¡ Importante  ! 
𝐸 es el campo debido a todas las cargas, 

las de la superficie, más las lejanas. Es 𝜎 la que se 
acomoda para que la relación de arriba se cumpla



Esfera conductora cargada

• Supongamos una esfera maciza 
conductora de radio 𝑟!. 

• Sobre ella se ubica una carga 𝑄 
conocida. 

• Hallar el campo y el potencial en 
todo el espacio

• ¿Cómo se distribuye la carga en su 
superficie? 

𝑟!
𝑄



Esfera conductora cargada

• Al exterior de la esfera 𝑟 > 𝑟!
𝐸(𝑟) =

𝑄
4𝜋𝜖!

𝑟̂
𝑟"
; 	𝜑(𝑟) =

𝑄
4𝜋𝜖!𝑟

• En el interior de la esfera 𝑟 < 𝑟!:

𝐸(𝑟) = 0; 	𝜑(𝑟) =
𝑄

4𝜋𝜖!𝑟!
• En su superficie;

𝐸(𝑟!) =
𝑄

4𝜋𝜖!
𝑟̂
𝑟!"
; 𝜑(𝑟!) =

𝑄
4𝜋𝜖!𝑟!

• 𝜎 = 9
:;&$#

𝑟!
𝑄



Pregunta

• ¿Cuánto varió el campo eléctrico al cruzar la superficie de la 
esfera?


