Circuito RLC en transitorio



Circuito RLC en serie

* Supongamos el siguiente circuito con
inductancia L, capacitor de capacidad C

y resistencia R.

* Calculemos la diferencia de potencial VV
en el capacitor.

* Supogamos que el capacitor tiene una
carga +Q en la placa superiory se
descarga

_ _ 49 _
I=-S¢ Q=cCV

* Entonces Faraday en el sentido de
queda: i

V=L — RI
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Circuito RLC en serie

* Poniendo todo en funcionde V
llegamos a la siguiente ecuacion
diferencial homogénea de segundo
orden a coeficientes constantes:

d2v  (R\dV __1__) -
e +(L) dt +(LC V=20
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Ecuacion diferencial homogeénea de segundo
orden a coeficientes constantes (a, b, c)

ay"+by' +cy=0.

2 . . 7 .
ar-+br+c=0 Polinomio caracteristico

y=C,e""cos ut+ Cye’'sin ut.

Donder = A+ iuconu > 0sonlas dos raices complejas del polinomio
caracteristico



Circuito RLC en serie

* Entonces la solucion general es
V(t) = e (A cos wt + B sen wt)

* Donde -a * iw son las raices del
polinomio caracteristico

* Ay B dependen de las condiciones
iniciales.

* De hecho, dependiendo de cuando
comenzamos a medir el tiempo es
posible quedarse con s6lo cos wt o
Sin wt
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Circuito RLC en serie

* Probemos con la solucion

V = Ae 2t cos wt

av _ Ae o[ —a cos wt — w sen wt]

dt

dzv
dt?

= Ae [ (a? — w?) cos wt + 2aw sen wt]
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Circuito RLC en serie

* Sustituyendo en la ecuacion
diferencial y simplificando los Ae™
llegamos

at

(a2 — w?) cos wt + 2aw sen wt — %(a cos wt 4+ w sen wt)

-}--—I—COS(.Ot:O

LC

* Esto puede satisfacerse paratodot
si los coeficientes que acompanan a
sin wt y cos wt son ambos cero.
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Circuito RLC en serie

* Esto quiere decir, por un lado que
(sin wt)

Zaw—-—R—u—)-=0

L

* Lo cual quiere decir que
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Circuito RLC en serie

* Por otro lado se tiene (cos wt):

L TLC ™
* Lo cual implica que:

1 R

W= —— —a— 4 a® = 1 “_RZ
LC L LC 42
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Circuito RLC en serie

e Siendo w real, la ecuacién anterior
implica que
1 R?
>
LC — 417
* Sitomamos el caso tal que usamos

el > tenemos el caso de bajo
amortiguamiento:

R<?2
\

=1
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Circuito RLC en serie

* Entonces

R

1

R?2

— =t
IV = Ae 2L cos

\

(solucion cuando la amplitud de V es

maximaent = 0)

* Y la corriente nos queda

| =—C— = ACwe ™%t [sin wt —— cos wt

dt
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Circuito RLC en serie

* Tanto V como I oscilany son
amortiguados por un factor

R
e 2L°

* La medida del amortiguamiento es el
cociente

a
w

,ﬂ

1k




Circuito RLC en serie

,ﬂ

. a ~
* Si — €S muy pequeno, muchas
oscilaciones van a ocurrir antes que la
amplitud decaiga considerablemente.

* El caso limite es cuando— = 0nohay [ ek

——
amortiguamiento (es como siR no
existiera)

* En ese caso, la frecuencia es
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Circuito RLC en serie

* Existe un desfasajeentre I/ e I.

* En la medida en la que:a) sea muy
pequeno,
| ~ ACwe™*[sin wt]

* Y el desfasaje en ese caso es de un
cuarto de ciclo (*/5).

,ﬁ

it




Caso con amortiguamiento bajo (R < 2\/:2)

1. Capacitor cargado, corriente cero

Caso sin
amortiguamiento
(R =0)




. . . L :
Caso con amortiguamiento bajo (R < 2\/:0 ) Caso sin
amortiguamiento

(R =0)

1. Capacitor cargado, corriente cero
2. Corriente maxima, capacitor descargado, maximo campo magnético



. . . L :
Caso con amortiguamiento bajo (R < 2\/:0 ) Caso sin
amortiguamiento

(R =0)

1. Capacitor cargado, corriente cero
2. Corriente maxima, capacitor descargado, maximo campo magnético
3. Capacitor cargado en sentido opuesto a 1, corriente cero



. . . L :
Caso con amortiguamiento bajo (R < 2\/:0 ) Caso sin
amortiguamiento

(R =0)

1. Capacitor cargado, corriente cero

2. Corriente maxima, capacitor descargado, maximo campo magnético

3. Capacitor cargado en sentido opuesto a 1, corriente cero

4. Corriente maxima en sentido opuesto a 2, maximo campo magnético en sentido opuesto a 2, capacitor descargado.



Circuito RLC en serie

R
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* Supongamos ahora un circuito RLC
en serie de corriente alterna donde
V =V, coswt

* Por ley de Faraday tenemos

V t—IR+LdI+1j1dt
) COS wt = =TT

* Podemos resolver esta ecuacion
diferencial de manera diferente a
como lo venimos haciendo?



Numeros complejos y circuitos AC

* En 1893 Charles Steinmetz, ingeniero
aleman en GE (EEUU), presenta el
trabajo ‘Complex Quantities and Their
Use in Electrical Engineering’.

* En este trabajo muestra como

ecuaciones como la anterior son en -
L 7 H
realidad un problema de algebra COMPLEX QUANTITIES ARC oxa.
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Voltaje complejo

e La FEM de la bateria
V, cos wt

* Puede ser vista como la parte real del numero complejo
Vye'®t = V,(cos wt + i sin wt)

* En cuyo caso |
Vo cos wt = Re(Vye'®?)



Corriente compleja

* Para la solucion de nuestro problema podemos hacer lo mismo con [
I, cos(wt + @) = Re([ e (@t+9))

donde @ es la diferencia de fase con I/

* Pero podemos reescribir esto como o
I, cos(wt + @) = Re(lye'?e'®?t)

* Ahora definimos la amplitud compleja I (independiente del tiempo)
I = 1ye'? = Iy(cos @ + isin @)

e Podemos escribir
Iy cos(wt + @) = Re(fei“)t)



Corriente compleja: derivada e integral

« Veamos cémo dan las derivadas y las integrales de [ '@t

* La derivada respecto at queda:
dieiwt ~deia)t
=]
dt dt
iDerivar la corriente compleja equivale a multiplicarla por iw!

= jwlet®t

* Laintegral queda
~ - . 1 . . i _ .
jlelwtdt — IJela)t dt =_Iela)t _ Ielwt
Lw w

: : : - 1
ilntegrar la corriente compleja equivale a multiplicarla por;)!



Pregunta

« ;Por cuanto hay que multiplicar [e'®?

segunda respecto al tiempo?

para obtener su derivada



Circuito RLC en serie

* Estas propiedades de los numeros complejos nos
permiten hallar la solucidon de la ecuacion
diferencial del circuito. Entonces

N7 dl 1
BERE Y B AE Vo coswt = IR + LEE +Z’ J Idt

Como la ecuacion es lineal, esto equivale a

C ~

. . dle'®t 1 (. .
Re(Vye'®t) = Re(RI e'®t + L - +z,jle“‘)tdt)




Circuito RLC en serie

* Resolvamos entonces en complejos y luego
tomemos la parte real

. . dl e'®t
Voe'®t = Rl e'®t + L g

+—1j1~ei“)tdt
C

* Reemplazamos la integral y la derivada

Voe'®t = Rl 't + iwL] e'“t +—— ] '@t
| tlwC
e simplificamos e'®*

- - 1 .
Vo =Rl +iwl]l +——1
0 1o lwC



Circuito RLC en serie

* Y por ultimo despejamos I .
Vo = [R +iwL+—]1~

R lwC
- Vs, R4
| < p aakAad - . 1 7
C” [ R +iwL +W

donde Z es la impedancia resultante del circuito

1 [
/=R +iwL+—=R + iwl ———
‘@ lwC Hw wC



Circuito RLC en serie

* Entonces, la corriente es
I(t) = Re(Ie'*t) = Re

Vo B
: plwt

R +la)L—R

* Llamemos 6 a la fase de la |mpedanC|a
Z =R +z[ L——] 1Z|et?

I() = Re[

lwt] Re l(wt—H)]

|Z]e® [IZI

I[(t) =

cos wt — 06



Circuito RLC en serie

Impedancia Z en el plano complejo

* Laimpedancia tiene las propiedades:

| 1 .
Z=R +l[wL——]=|Z|e‘
wC _
i 1
N 17 LT
lZl:\lR +[wL—w—C] | |Z| sin 6
\ ) ]
1 Y Re
tanH=wL_R R =|Z|cos6



Circuito RLC en serie

Impedancia Z en el plano complejo
* Entonces la solucion final es

Im ,
1
wL —— -
o V, cos [a)t—tan‘1 R‘“C | a)L—i B
I(t) = L wC
JRZ o -1 [ 1zIsing

wC 1

\ J '

Re

Y
R =1|Z|cos6



La impedancia

* Como vemos en este caso, la intensidad de la corriente depende
dew,C,LyR.

* También de ellas depende su fase.
* Llamemos nuevamente I, a la amplitud real de I:

Vo

\/RZ + [wL _w_lcr

IO=



La impedancia

* En la figura vemos como varia I, en
funcion de w para:

V, =100V
C =107 8Farad,
L=10"*H

R = 20,60,200 Q

* Vemos que:

lim Iy(w) =0y lim Ij(w) =0
w—0 w— 00




La impedancia

* I(w) alcanza un maximo cuando

w=——=10%rad/s
Vic /
 Cuando esto ocurre se da una
resonanciayelefectode Ly
C parecen desaparecer (hasta la fase)

Vo cos —t

Lres(t) = R\/L_C

 El maximo es mas intensoy mas fino
en la medida que R es mas pequeno




