Energia electrostatica

Nos ocuparemos ahora de revisitar algunos temas vistos hasta ahora haciendo énfasis en el aspecto
energético de cada situacién. Comencemos para ello considerando la distribucidn de cargas fuente, 5
positivas y 4 negativas, que se muestra en 1 1 7 & -~ N\ 1 Il ]

la siguiente figura. Las flechas SSER SRSERCHARER IpE==ss =
representan la direccion local del campo \
eléctrico en cada punto y un cddigo de
colores se utiliza para describir al
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potencial electrostatico, V(). Colores
azules y rojos se utilizan para indicar
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valores negativos y positivos de dicho
campo escalar respectivamente.
Finalmente, las curvas verdes ilustran
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Ya hemos visto en clase el significado

5
fisico de V(r) para casos de fuentes localizadas como éste. En cada punto del espacio, el valor de dicho
campo escalar representa la cantidad de trabajo cuasiestatico, por unidad de carga, que es necesario

realizar para traer una carga de prueba g desde el infinito hasta ; Recordando esto resulta natural
entender por qué cerca de donde se acumula carga positiva se encuentran puntos de alto valor de
potencial (zonas rojas) al tiempo que, cerca de cargas negativas, los valores de potencial resultan
negativos dando cuenta el hecho de que el trabajo cuasiestatico para dejar una carga de prueba en esa
region también lo es.

1. Energia de un sistema de cargas localizadas
Como vimos arriba, la energia necesaria para ubicar una carga de prueba
en alglin punto del espacio en presencia de un conjunto de fuentes

S
resulta: U = q.V(r) , donde V(;) es el potencial electrostatico generado
por las fuentes {q’}.

Lo que queremos estimar ahora es cuanta energia nos cuesta (i.e. cuanto

trabajo debemos hacer para) armar dicha distribucion de fuentes.

e
Consideremos como ejemplo la distribucion de n fuentes que se muestra /

en la Fig 2 y preguntémonos cuanto trabajo debemos hacer para a4
disponerlas, unas frente a otras, en las posiciones que definen dicha
configuracidn. Imaginemos para ello que procedemos a armar la configuracién de fuentes trayendo en

N
orden y secuencialmente a cada una de las cargas qi' desde el infinito hasta la posicion rl,' respectiva.



El trabajo necesario para traer la primer carga es nulo (es la primera, no hay ninguna otra carga que
establezca un campo contra el cual sea necesario realizar trabajo para llevar a ql’ desde el infinito hasta

r ).
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Fig 3 Trayendo a la segunda carga en el proceso de armado de la configuracion de fuentes.

Sin embargo para la segunda carga la situacién es diferente, porque ahora su traslado se hace en
presencia del campo generado por ql'. Por esta razdn deberemos realizar un trabajo no nulo e invertir

una energia UZ:

U =U :'V.F'qulzqvlz'v (1]
21 q q2 21

donde definimos a VZlcomo el potencial que experimenta la carga fuente qz' en presencia de ql'.

De esta manera es facil ver que el trabajo que tendremos que invertir para traer la tercera carga en
presencia de la primer y segunda fuente ya ubicadas resultara:

_ . g 2= o 2]
Uy =Uy*t Uy, =44 (Vq‘l(rs ) + Vq' (r3 ))_ qs(V31 + V32)
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para la cuarta
Uy=Uyt Upt Uy =49, (qul(r[} ) + Vq'z(rzt ) + Vq-g(r4 )): q4(V41 TVt V43)
y en general, para la i-esima carga, se debe invertir una energia UL_

Ui - Uil + ot Ui(i—l) - qi(Vil tet Vi(i—l))

El trabajo total, UTot , que sera necesario realizar para armar la configuracion completa resultara

entonces:

UTot = U21 + U31+ U32 + U41+ U42+ U43 + ..

Esta expresidn puede reescribirse como:

_ -1 _Lly [3]
Upge = .Z.Uij_ 2 4 .Uij_ 2 “ .qu..
i>j Lj#i Lj#i ij
. kq;q',
La segunda igualdad surge del hecho que Uij =—"= Uﬂ.

Por un lado, ésta simetria nos indica que el célculo de la energia de una configuracién de fuentes es
independiente del orden que utilicemos para traer las cosas desde el infinito (cosa sumamente
razonable). Por el otro, utilizando que Uij = Ujl_, vemos que sumar las contribuciones de las Uij con i<j

es lo mismo que sumar todas las combinaciones de ij y dividir por dos.

De esta manera,
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UTo L i Pl S E) Z qui [4]
ij i v i

i

donde Vi es el potencial que todas las cargas j # i producen en la posicidn de la i-esima carga.

t

-1 vV o=ly,
== “Z‘qu == qiz Vi_
ij#i

Finalmente

2 V.

Tot



2. El caso continuo
Para el caso de una distribucidn continua se puede seguir un razonamiento andlogo, segun el cual vamos
armando la configuracidn trayendo desde el infinito una carga 6q = pdv.

n
—dysav =Ly ofF Wi L
UTot R zl: ‘Squi R i§1 P(ri)V(ri)dv n=00, dv=0- 5 / p(’j)v(ad”

Por lo que, para una distribucion continua resulta

— L [6]
ot = 2 )V )dv
donde la integral la podemos realizar en todo el espacio habida cuenta de que pse anula fuera del

volumen donde se encuentra la densidad de carga que describe la configuracién continua de interés.

3. Energia y campos eléctricos

Las ecuaciones (5) y (6) dan cuenta del trabajo necesario para armar configuraciones de cargas discretas
y continuas respectivamente. Cabe ahora preguntarse, en donde queda almacenada dicha energia?
Para responder a esta pregunta utilicemos el hecho de que p es fuente de divergencia del campo
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eléctrico: V. E = 4mkp por lo que podemos reescribir la ecuacién (6) como

U, =— feg(;)V(rdv [7]

V.(VE)=VV.E+E W =VV.E~-E
la ecuacion (7) puede reescribirse como

U fEdv+ fv (VE)dv_

Tot
gf;ﬁ VE ds

S

donde el segunda término, via el teorema de Gauss, toma la forma de una integral que se corresponde
e
con el flujo del campo vectorial V E sobre una superficie S que se encuentra en el infinito (frontera de
(0]

R®)

Lo interesante es que podemos dar argumentos para darnos cuenta que

$$ VE ds=0



1 1 2 - 71 s
Esto sucede porque V~— , E~—, ds~r demaneraque VE ds~7 por lo que en el infinito la
T

contribucion del flujo sobre cada diferencial de superficie es nula, y por lo tanto la integral sompleta se
anula.

En definitiva, pudimos mostrar que la energia invertida en construir una p resulta

EZ
U ot=f38nk dv
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Esto es interesante porque vemos que la cantidad u ) funC|ona como una densidad de energia
y permite explicitar que el trabajo realizado para armar la configuracion de cargas fue utilizado para
generar el campo eléctrico asociado a las mismas. De esta manera podemos pensar que la energia
entregada al sistema a lo largo del proceso de armado queda efectivamente almacenada en el campo
eléctrico que la configuracidn de fuentes produce.

4. Autoenergias

La expresion de la Ec (5) nos permite estimar el trabajo se necesita para armar una configuracién de
cargas discretas, pero cuanta energia es necesaria para armar una Unica carga puntual? A esta cantidad
se la denomina autoenergia. Para contestar a esta pregunta supongamos una esfera de radio R que
contiene una densidad de carga constante p. El campo eléctrico generado por esta configuracidn
particular de cargas resulta

E(a:{zh;—kprr r <R 41TkpR—r r >R

Como indica la ecuacién (8), conocer el campo eléectrico producido por una configuracidn de cargas, nos
habla sobre el trabajo invertido en construirla. En este caso resulta:

R 2
UTot = f3 - dv = f—4nr dr =2—1k{ (?) rdr +_f (kQ) _d
R

2 5 2
U = -L[ke R_I_(kQ)[L_L]
Tot ~ 2k\ g3 ] 5 2k | R o0




El resultado de la ec (9) indica que la energia de configuracién resulta inversamente proporcional al radio
de la esfera. Esto implica que el trabajo necesario para armar una configuracién de densidad p cte con
R—0 diverge.

Por lo tanto, el trabajo necesario para armar una carga puntual es infinito (!). De hecho, pueden verificar
que la integral de la ecuacidn (8) calculada para el campo producido por una Unica carga puntual en
realidad diverge dando cuenta que el trabajo necesario para armar una carga puntual g a partir de 6q's
gue converjan en un Unico punto del espacio es infinitamente grande.

Ahora que sabemos esto recapitulemos al procedimiento que utilizamos para armar configuraciones de
cargas discretas y notemos que para llegar a la ecuacion (5) traiamos desde el infinito cargas ya armadas
q,que dejdbamos unas en presencia de otras. Por esta razon lo que estabamos calculando era una

energia de interaccidn entre las mismas y no la energia necesaria para armar cada una de ellas (que
como vimos es infinita).

Tengamos presente entonces que si utilizamos la expresion (8) para calcular energias de configuraciones
gue involucren cargas discretas a partir de campos, encontraremos que dichas integrales divergen ya que
incluyen la contribucion de autoenergias infinitas. La expresion (8) soélo sera de utilidad en el caso de
distribuciones continuas de carga. En ese caso, el hecho de trabajar con una descripcidn mesoscépica
asegura que dicha contribucién no esté contemplada, los potenciales no diverjan y la integral de cuenta
de interacciones entre cargas almacenadas en v que no se solapen microscépicamente

5. Energia almacenada en conductores aislados
Hemos visto en clase que, en el equilibrio, los materiales conductores son equipotenciales y también
comprobamos en clase que existe una proporcionalidad entre el valor del potencial electrostatico que

1 e . , .
presenta un dado conductor y su carga neta: V = - Q (en ultima instancia, esto esta relacionado con el

hecho de que tanto la fuerza coulombiana, la energia potencial y el potencial electrostatico son
proporcionales a la caga)

Lo que queremos estimar ahora es cuanta energia se encuentra almacenada en un conductor cargado o,
equivalentemente, cuanto trabajo fue necesario hacer para cargarlo.




Para ello, podemos imaginar un proceso mediante el cual vamos trayendo desde el infinito una carga
infinitesimal 8q y depositandola sobre la superficie del conductor. Si lo hacemos de manera cuasiestatica
deberemos invertir una cantidad de trabajo infinitesimal, dado por la expresién: dU = V(Q) &q, donde
V(Q) es el potencial electrostatico que presenta el conductor cuando se encuentra cargado hasta un nivel
de carga Q.

En definitiva, para cargarlo desde 0 hasta Q:

Ll

Q 2
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AU = [V(q)dg =4[ qdq = =
0
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6. Energia almacenada en un capacitor
Podemos hacer esta cuenta de muchas maneras. Vamos a elegir mostrarlo usando la ecuacién (6) que
expresa la energia de una configuracidn continua de cargas:

o) e "

Ahora bien, consideremos nuestro capacitor como compuesto por dos conductores, cada uno con un
potencial y una densidad de carga Vl, , 0, i=1,2.

La ecuacidn (10) adopta para esta configuracidon de conductores la forma
1 1 : 1 : 1 :
U= Tf p(;)V(ad” - 72:1 # oV ds, = Tia ViSﬁﬁ oS, = 721 Ve,

por lo que para un capacitor con carga Q y diferencia de potencial DV finalmente resulta

U=V +VQ,=eV, -V)
1
U = ?QAV

Notar que para el caso del capacitor no-aislado la carga la podemos pensar como funcién del voltaje
(Q=C AV) por lo que U=% C AV* mientras que para el caso de capacitor aislado (para el cual tiene sentido
plantear la relacién carga-voltaje como AV=Q/C) la expresion de la energia queda: U= AQ?/C

7. Trabajos virtuales
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8. Energia electrostatica en presencia de dieléctricos
Imaginemos una distribucion de cargas y dieléctricos como muestra la Fig 4. Nos preguntamos ahora

sobre el trabajo necesario para generarla.

P1
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Fig 4 Configuracion de distribucion de cargas continuas en presencia de 3 dieléctricos

La energia de una configuracién no puede depender del orden en que vamos ubicando los elementos de
la misma. Aprovechamos esto para simplificar su estimacién e imaginamos que lo primero que hacemos
es traer desde el infinito en primer lugar a los dieléctricos. En este caso no realizamos trabajo alguno, ya
gue no se establece ninglin campo eléctrico durante el proceso. Una vez ubicados los dieléctricos
comenzamos a traer las cargas. En este caso sigue valiendo la expresién (10)

o =40 i =210, G i

La ultima igualdad surge del hecho de que el gasto energético se realiza en relacion a la localizacion de
las cargas libres (los dieléctricos ya se encuentran en sus lugares). Por lo tanto, en el integrando ,

p(;) = plibre(;), mientras que V(a sigue siendo el potencial electrostatico total, producido tanto por
cargas libres como por las cargas de polarizacién que podrian aparecer. Recordando la definicién de

campo desplazamiento D, la ecuacion (11) puede reescribirse como:
=10 (e =21 3.56) v )
2 libre 2 '

Fijense que esta expresion es la equivalente a la que obtuvimos en la Ec (7). De hecho, repitiendo los
pasos que seguimos en la seccidén 2 es facil ver que:

- -

5.(1/5): VV.D+D.VW =VV.D—D. E



Y siguiendo el mismo razonamiento que antes (ver Ec 7 y subsiguientes) llegamos a que

_ (DE [13]
UTot—I{3 > dv

Vemos entonces que, en presencia de dieléctricos, la densidad de energia queda definida como

D.E 14
u(r) =25 [14]
Para un medio lineal, isdtropo y homogéneo tenemos que D = ¢ E, por lo que
_ D.E _ e _ D [15]
”(;) =72 T2 T

9. Energia y trabajos virtuales en presencia de dieléctricos
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