Segunda Parte:
Introduccion a la Mecanica Cuéantica
Clase 11:Radiacion de cuerpo negro

En el transcurso de un intento afortunado de drmofa solucion al problema que presentaba la
discrepancia entre el espectro experimental dadacion térmica y las predicciones de la mecanica
clasica, Max Planck dio con la clave de lo que désyseria la teoria cuantica. Podria decirse queldi
puntapié inicial a una serie de ideas que, a pdetiahi, se sucedieron en cascada, sin siquiectatpese
de que estaba sentando las bases de una nuewa tdaai nueva teoria que crecid, podria decirse, en

forma desordenada, tratando de “tapar los agujeteda mecanica clasica, que se iban poniendo cada
vez mas en evidencia. No vamos nosotros a ver todadgndmenos que fueron mostrando que la fisica
clasica “no explicaba todo”, pero si vamos a vgumabs que pueden considerarse hitos en el camino
hacia la nueva teoria. En suma, vamos a recorrgroaa el camino que siguieron los fisicos de esa
época (fines del siglo XIX, principios del XX) padar el gran salto entre la fisica establecidaciy

tan afin a su mentalidad, y la forma “il6gica” ergue parecia comportarse la naturaleza.

Empecemos, entonces, por el principio de todd: faeéel problema que enfrenté la teoria clasiaa co
relacion a la radiacion térmica, y cual fue la sao que Planck planteo.
« Emision de radiacién electromagnética por cargaslamadas.

Del electromagnetismo clasico se sabe que todm @elerada emite un campo de radiacion, con su
consiguiente contenido energético. Asi, la superfie todo cuerpo que se encuentra a una tempgeratur
T > Oirradia energia, generada por el movimiento decéagas presentes en la materia. Esta radiacion
consiste de ondas de todas las longitudes de ofid 61 bien el rango principal de longitudes de onda

depende de la temperatura.

Espectro electromagnético
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ParaT <600K , la radiacion no es visible ya que correspondiégsamayores que la del espectro visible

(por ejemplo, en el infrarrojo). A mediada que @émpo se calienta, la radiacion se extiendésanas
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cortas. Entre600K — 700K , hay suficiente emision en el espectro visible @grara que el cuerpo se
vea rojo apagado. A temperaturas mayores, se vuejee brillante y, a medida que aumenta la
temperatura, se van incorporandbds mas cortas, hasta que el cuerpo se ve blancojetpl de esto
son las estrellas. A esta radiacion se la lleaadgacion térmica

Si un cuerpo esta continuamente irradiando, gy es por qué no irradia toda su energia hasta
llegar aT = Q La idea es que los objetos de alrededor tambi@dian y parte de esa energia es
absorbida por el cuerpo, y transformada en enengggna. Si un cuerpo esta mas caliente que sus
alrededores, su emision es mayor que su absorabouerpo se enfria hasta llegar al equilibrioniéo.

Si esté en equilibrio, emite y absorbe en iguapproion.

Esta radiacion electromagnética se debe, comdjigaod, a las cargas aceleradas, como, por ejemplo,
las vibraciones de los atomos en un sélido, o elimiento térmico de un gas. Seria de esperar que la
emision de la energia dependa, fuertemente, eaipionde la temperatura, y del area del cuerpsemi
En efecto, una ley experimental de Stefan estalfeeela energia emitida por unidad de area y por

unidad de tiempo, considerando el total ded&s es proporcional *:

W=cgel*

donde W =energiaemitidapor udearea yudetiempollA's y se denominamitancia

ezm = emisividad. Es obvio quéd<e< ¥ depende del cuerpo.

incidente

0 = 0567x 10‘4% = constante de Stefan-Boltzmann
Esta ley se denomina ley de Stefan-Boltzmann (Stiefaencontré experimentalmente y Boltzmann la
demostré con su teoria cinética).

En general, un cuerpo a una cierta temperatursoftova a emitir radiacion sino que también va a
absorberla. En ese caso, la energia absorbidgpasaa a ser energia de agitacion térmica. Por stqque
no toda la energia incidente es absorbida, sinotaubién parte es reflejada. Por lo que deciamos
anteriormente, todo lo que se absorbe tiene quensitido para que el sistema esté en equilibrimite.

Definimos:

. _E .
a = absorbanch = —absorbida

incidente

=r+a=1

reflejada

r = reflectancia =

incidente
En realidad, estas cantidades dependen de laudndé onda (o, equivalentemente, de la frecuencia).
Por ejemplo, en el IR, el negro de humo (esa scistgregajosa, muy oscura, que se usa para hacer
liguido de frenos) tiene una absorbanei& O09fientras que el oro, en el mismo rango, tiene
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* Vamos a ver qué relacion hay enthey a. Supongamos varios cuerpos en equilibrio térmideee

ellos y su entorno. Los cuerpos estan bafadosdeacion de intensidad uniforMaﬁ

La radiacion total emitida en un ciertst por

W8 el cuerpos, de areaAAjy emitanciaW, es:
W, 3, W, a, |
WAL . Esto debe ser igual a la energia
absorbida del bafio térmico en ee Es decir:
WS
WAAAL = ag A AAMt =W =gl = | =—=
aS

E
W;, ag | =—— Este balance debe ser el mismo para todos los

AAAL

cuerpos, ya que se encuentran en equilibrio

térmico. Por lo tanto:

W - W,
as

I
o=

a,

o=

Esta ley se denominkey de Kirchhoffy establece que la relaci(')W— para cualquier sustancia es
a

constante. Obviamente, depende de la temperatdel yango deA's. Ademas, puede verse que un
cuerpo que es un buen emisdy ¢>), también es un buen absorbedar>¢). Notemos, ademas que

€=a.

W=al > Eemitida - Eabsorbida Eincidente = Eemitida - Eabsorbida 0 Sea
AAAL Eincidente AAAL Eincidente Eincidente

Un cuerpo gque tiene la propiedad de absorber tadeadiacién incidente, es decir, que tiene una
absorbanciaa= Xe denomin&uerpo negroDe acuerdo a lo anterior, un cuerpo negro tambégsl
mejor emisor. Entonces, la ley de Kirchhoff tamhiéiede escribirse:

m:%:n_zﬁzu_% =VVb
a & ag &,

donde W, es la emitancia del cuerpo negro. Pero, qué tipewbgpo/sustancia puede ser un cuerpo

negro? Ya vimos que el negro de humo tiane ,GB38 que es “bastante negro”, pero no e€s un cuerpo
negro. Cualquier cuerpo cubierto de pigmento n@giede ser un buen absorbedor, pero no se “traga”
toda la radiacion incidente. Siempre va a habempani reflejada. Entonces...?

Los invito a hacer una experiencia. En el cuaetaistedes, cierren ventanas y puertas, tratandpde
la habitacion esté lo mas oscura posible. Cuans@j®s se acostumbren a la oscuridad, observeegjué
lo méas oscuro de la habitacion. Si la habitaciéneiun placard con una cerradura (saquen la |laag)
a ver que lo mas oscuro de la habitacién es, pn@este, el ojo de la cerradura. Justamente, upauer
negro puede simularse por una cavidad (un cuergadhawcomo el interior del placard) a una cierta



temperatura, con un pequefio orificio, sin impofgaforma, el material o el color de las paredes
interiores.

Si bien esto puede demostrarse (Fisica TedricgoR),vamos a dar alguna idea.

Cualquier radiacion que incide sobre el orificioatsapada dentro de la
cavidad con una probabilidad de escape desprecialdbido a las
multiples reflexiones en el interior (en cada rafi@, parte de la radiaciéon
es absorbida y parte es reflejada para volver @aladad y seguir
reflejandose). Que es el mejor emisor, puede pemsade la siguiente
manera: si se mira por el orificio de una cavidada cierta temperatura,
no solo vamos a ver la radiacion proveniente deltad opuesta, sino también la radiacion provemient
de otras partes de la cavidad, dirigidas haciaiftio.
» Para convencernos, vamos a hacer una “mostracidahtitativa de lo anterior (no es una
demostracién porque no es totalmente generalert@dtracion se la dejamos a FT3).

Supongamos una cavidadla= cte formada por dos planos paralelos de diferente maht®odemos
pensarlo como un prisma de tal manera que nos gaouws suficientemente lejos de las tapas como
para despreciar el efecto de estas. Lo que varhesexr es seguir lo que le pasa a la radiacion @aniti
por un area unidad de cada una de las paredes én,wespués de infinitas reflexiones, haremos un
orificio en una de las paredes y vamos a ver quedacion que sale por ahi (o sea, la radiacion

contenida en la cavidad) es radiacion de cuerpmneg

M, M, El areaAA=1de la pared 1 emit®/At. Lo que se refleja en la pared 2 y
vuelve a la cavidad e&/At r,. Sucesivamente:
_’ 4_
W, W, Delapared 1 parte: De la pared 2 parte
a a, U U
WAL 1,1, - « WA rr, WA 171, — « WA 11,
WA r2r? - — WA rlr? WA 137 - — WA 1,r?

Si ahora hacemos un orificio sobre la pared roj@mosa ver la radiacion que viaja en sentido
Hagamos la suma, dividiendo pAt :
— 2,2 3,3
W =W, +Wrr, +Wrry +Wr'r) +....+
2 3,2 4.3
W, + W, +Worry +Wor'r) +....
Si hacemox =rr, = 0<x<1:

W =W L+ X+ 52 45 + )+ Wor L+ x+ 32 + 5 +...)

: . , . - 1
Las series entre paréntesis son series geometnunalsx que su suma els—:
- X



W = V\/1 +W2r1:VV1+W2r1
- 1-x 1-x  1-rp,

Escribamos todo en funcion dey a,:
n=1-a rpn=1-a, W =aW, W, =a,W,

dondeW, es la emitancia de cuerpo negro y hemos apliGatiylde Kirchhoff. Entonces:

_Wa +tWd-a)a, WAt Tad,
- b b
1-1-a)l-3,) a+ta, - ad
Es decir, si se hace un orificio, la radiacion ge@bserva es radiacion de cuerpo negro.

» Para un cuerpo negro, la ley de Stefan-Boltzmann es

W =0T*

La radiacion espectral para un cuerpo negro seifispepor la cantidadi, definida tal que:

E emitidaentre(A, A +dA)
VAt

tiempo. Notese que:

u,di = (energia emitida entr@1,A+dA), por unidad de volumen y de
W, DJ':uAd)l a una ciertd .

Experimentalmente se encontro:

T,>T,. De la experiencia también se observa que:

u A
AT 1) AT =cte= el maximo se corre hacidlsmayores
/\ al disminuir la temperatura. Esto se llarney de
I.'f ' ,h;:x\Tl > T corrimientos de Wien.

2) Ademas, el area bajo la curva\gs

Las caracteristicas 1) y 2) se ven de la expeadenci

-
A A diaria: los cuerpos emiten mas a mediada que

im 2m

aumenta la temperatura y, ademas, el color veogtehmate al azul blanco (recordar gde> A,).

» Otras caracteristicas de la densidad de energéatesip

3) u, no depende de la forma de la cavidad.

Supongamos dos recintos de geometria diferente

unidos por un pequefio orificio, en equilibrio té&cmi
Uj, ‘ U,

Ponemos un filtro pasa banda, A + dA) .

Supongamos que,, ZU,,:

filtro en labanda  Si u, >u,,, pasa mas radiacién del recinto 1 al
(A,A + CM) recinto 2 por unidad de tiempo, que de 2 a 1. Esto,
evidentemente, no es una situacion de equilibgo, e

decir, se produce una diferencia de temperatura &% dos recintos. Por lo tanto; =u,, .



4) El campo de radiacion es homogéneo e isotropo.
Si no fuera asi, dos cuerpos idénticos colocadodifamentes posiciones, absorberian diferentes
cantidades de energia por unidad de area y dedigmpor lo tanto, tendrian diferentes temperaturas

Esto es, no podria existir equilibrio.

* Wilhelm Wien not6é la semejanza enttgy la distribucion de Maxwell y quiso encontrar algo

parecido. Encontré una relacion esencialmente érapiton dos constantes de ajuste para la dendalad
energia espectral:

-5
udt =44

G
e/lT

» Teoria de Rayleigh-Jeans (1900)

James Jeans y John Strutt (mas conocido comoRaytkigh), también notaron la semejanza entre la
curva experimental de, y la distribucion de Maxwell, y se propusieronando la teoria de Maxwell-
Boltzmann, reproducir, en forma tedrica, la curxpegimental. Vamos a ver el célculo que hicieron y
cudl fue el resultado que obtuvieron.

* EI plan es el siguiente: tenemos que calcular c&@modistribuye la energia electromagnética

contenida en la cavidad del cuerpo negro, que ageetra en equilibrio a temperatura entre todas las

ondas de diferentes longitudes de onda. Notemosogueo el sistema esta en equilibrio, dentro de la

cavidad se formaandas estacionariagntonces:

1) Vamos a considerar al campo de radiacion como umueto de osciladoress(osciladores de
radiacion).

2) Calculamos la energia media de cada osciladorecestadistica de BoItzman(m) .

3) Calculamos ehtimero de osciladores con sus longitudes de ondd eht+ dA) =dN,

4) Entonces, la funcion de distribucion espectral sara
ot =N

\Y
» Para ello, repasemos un poco de electromagnetiBamgan en cuenta que, las unidades que vamos a
usar son unidades gaussianas, que son mas adequadas MKS o cgs para el tipo de fenomenos que
vamos a analizar. Por eso, las expresiones, siduerformalmente iguales a las que ustedes conocen,
van a diferir en algunas constantes.

De acuerdo al electromagnetismo clasico, el vamateniendo radiacién electromagnética, posee
energia. En términos del campo eléctrie@,t) y el magnéticoB i(t, ) la energia dentro del recinto de

volumenV es:



E= %jv (2 +B%)av

Por unidad de volumen:
1
u=—(E?+8?)
8mr
Tenemos que ver cOmo esa energia se distribuye lastdiferentes longitudes de onda.
Sin entrar en demasiados detalles, vamos a magtearen el vacio (o en un medio, pero en ausencia

de fuentes), los campos se propagan en forma desoReécurramos a las ecuaciones de Maxwell:

_ 10B
HOxE=-=—" OE=
) c ot 3) 0
Z)Dxﬁ:'u_gﬁ 4)DD§:O

c ot

dondec es la velocidad de la luz en vacio. Tomando rd¢ot) (ley de induccidon de Faraday):

0 x (D X E) = —%%(D X B) (la derivada temporal y el rotor pueden intericmse)

Usando la identidad vectorial “vaca — caballo™:

2= 2c
o(o EFE)—DZE:—’u—fa IZE:> DZE—’U—;Sa IZE=O conv=—"—
= c® ot c” ot JHE

0

Un célculo similar puede hacerse p&a

La solucién es:

E = Eoei(R&—M)
Por OE=0 se puede ver, ademas, ¢k€E =0= E Ok , lo que muestra que son ondas transversales.

Esto nos muestra, ademas, que el campo eléctri@ gampo
magnético oscilan en un plano perpendicular a lecdion de
propagaciéon. O sea que tenemos 2 direcciones dazaaion.
Entonces, la idea es considerar las ondas en uica direccion,
unidimensionales, y luego multiplicar el nimero dedas que
hayamos obtenido por 2, para tener en cuenta Iqpgse en las dos
direcciones.

« Como estas ondas que oscilan en una solo dire@@6ocomportan como osciladores arménicos
unidimensionales, la energia de cada modo de oguilavra a tener una pinta asi (esto no vamos a

demostrarlo, aunque es mas o menos obvio):

£=ac +bp’



No importa exactamente la pinta; solo importa quedos términos cuadraticos. Por lo tanto, la daerg

media (por el teorema de equiparticion) es:

<£> =KT| (1) (escribo la cte de Boltzmann dérmayuscula para no confundir con el nUmero de onda)

* Ahora vamos a calculadN, . Para eso, vamos a determinar la forma de la advid

Como ya vimos queu, no depende de la forma de la cavidad,

Z A
N elegimos la forma mas sencilla: un cubo de lado
Como las ondas son estacionarias, el campo eleadbe tener
L nodos sobre cada una de las paredes. Por ejeraptolag paredes
paralelas a los plandsg y) las componentes del campo eléctrico
' ; seran:

4 E, = Aserfk,x) ser{at)
E, = Aser{k,y) ser{at)
La condicion de contorno es que las componentiesadepo eléctrico paralelas a las paredes se anulen

sobre estas. Entonces, resulta:

k.L=n7r
k,L=nsmyconnOZ" (2)
k,L=n,7

ya que una onda estacionaria esta formada porndeapnk (en un sentido) y otra conk (en sentido
contrario).

Cada conjunto(nx,ny,nz) representa umodo de oscilacianCalculemos el nimero de modos de
oscilacién entrgn,n +dn). Llamemos a ese nimetN, . Este es un infinitésimo macroscépico, es

decir, (recordemos) un nimero que, si bien es grgndistedes me dirdn, un numero entero), frente al

total es un nimero muy chico y, por lo tanto, Etamos matematicamente como un diferencial. Para

calcularlo, vamos a considerar un espacio dondeseptamos los nﬂmert(]sx,ny,nz):

d°N,,, = o dndndn,

donde pes la densidad de puntoﬁﬂx,ny,nz) en este

- s ----- espacio:
_ +T _____ = namerode puntos(n,,n,,n,)
I dv
‘* ””” """ * (en el esquema lo graficamos solo para el plagm, ) )
/ ! | | ! :ny El “ dn "'mas chico que se puede tomar sobre cada eje es de
" longitud unidad, por lo qudV =dndndn, = 1



El nimero de puntos que entran en dicho volumeh édoten que tomamos un volumen unidad pero
desde la mitad de cada intervalo, porque si n@riastios contando puntos que se comparten en otros
volimenes). Entonces:

p=1= d°N,,,=dndndn,

» Este nimero de modos de oscilacion queremos exlorema funcion deA. Para ello, primero

expresémoslo en funcién de las componentes dednveetondak , diferenciando las relaciones (2):
dn =Sk = @°N,, =S dkdkdk (3)
n 77_ Xyz ]73

« Como nos interesa encontrar el nimero de modosaiacion entrgA, A +dA), planteamos:

K=k="

A
La expresion (3) no nos dice cuantos modos de au$@il hay entre(k.k + dk) (que es lo que
necesitamos para relacionarlo con la longitud dEaohlacemos entonces un cambio de variables (como
lo que hicimos para pasar de la funcion vectomaMdxwell a la funcion escalar, ver clase 9), pdeam

esféricas:

dkdk dk, = k’dkdQ donde dQ = diferencial de angulo solido en el espacio

07N, == K2dka
SS

Para que solo quede en funcién del nUmero de ondgyro para todas las direcciones, es decir, para

todo valor del angulo sélido deComo k >0, solo hay que integrar sobre 1/8 de la esfera(dec que

n O0Z"). Entonces:

_4m L3 V
dN —k?dk = —kZ2dk
KT8 P 271

dondeV = L®es el volumen del cubo.
* Ahora si podemos pasaria

:% = |dK :%d/l (en modulo puek y 4> 0)

Entonces:
V 4 2 41N
dN, =————dA = dA
Y/ Sl S A
Considerando las dos direcciones de polarizacidtjpticamos por 2:
87V
dN, :Td/‘

Escribamoslo también en funcion de la frecuerwcna; :



_ 8wvv?

dN, = 3 dv

* Solo falta multiplicar por la energia media de cadedo de oscilacion (1) y dividir por &f.

Entonces:

u,dt = kT
]

4

0, en funcién de la frecuencia:

8r?
C3

KTdv

u,dv =

» Esto es terrible! Esta distribucion se porta rabteraente
curva teorica para valores grandes dk, concordando bastante bien con la
curva experimental, pero parh — Odiverge y, por lo tanto
conduce a energias del campo de radiadion. «. Este

resultado, calculado en forma estricta desde efopde vista

curva

exnermenta clasico, fue tan “shoqueante” que pasé a la histooimola

catastrofe del ultravioleta

* Ley de la radiacion de Max Planck (1900)

Lo que hice solo puede ser descrito, en resumeno em acto de desesperacipn

Max Planck

El primer paso de Planck fue empirico. Encontrg gambiando ligeramente la féormula de Wien a:

u,dA = C; i dA 4)
e'm-1
esta se reduce a la formula de Rayleigh-Jeans paray ajustaba bien a la experimental. Por lo tanto,
concluyd que tenia que haber una teoria detras.
La derivacion de Rayleigh-Jeans era estricta dekgento de vista clasico, por lo que uno deberia
verse obligado a pensar que “algo” fallaba en daideclasica. La catastrofe del ultravioleta praaee

que las ondas estacionarias tenian infinitos mddosscilacion paral — ,@odos con la misma energia

p(e)a media constant¢£> =KT! Tal vez, los modos de oscilacion
con A - 0 no se excitaban o eran mas dificiles de excitar.
Esto, en principio, no tenia asidero fisico.

En la teoria de Rayleigh-Jeans se supuso queediian
contenida en cada modo podia tener cualquier dal@r para

10
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arriba (es decir, ugontinuode estados posibles), y que la probabilidad dergrar un modo con una
determinada energia estaba dada por la distribulg@oltzmann.

p(€) Planck postulé que cada modo podia tener solo Eseqye

»

eran multiplos de una cierta cantidades decir, un conjunto

discretode estados energéticos. (en la proxima secciélmyam

-
-
-

a ver cual fue su derivacion).

-
-’

Si calculamos la energia media con esa hipaotesis:

g, =nu connOZ"

— > nue
o= —
e

;Y
I\JM_—___--___

S

m“‘!

M

NV

(hoy llamamos @ = nimerocuantico)

Como ya sabemos (cf. clase 10):

=]

Llamandox=e? (x<1):

=g 5 )|l

Finalmente:
u
(6)=— (5)
exT -1

Con esta energia media, y usando el numero de noedoscilacion de Rayleigh-Jeans:

uAdAzi—f S )
ekT -1

e Faltaba hallar el valor de esta unidad de energiaPara determinarla, compar6 el “fitteo”
experimental (4) con la expresion tedrica (6):

G -\ CK =%v donde expresamo’e.:E (
v

- c =velocidaddela luz
AT KT A c

v = frecuencia

, c,K
Al conjunto de constantes=— lo agrupamos en una sola constante:
o

c,K
C

h=

= 6.6262x107ergs|  (7)
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Con lo que, la unidad de energia resulta:
La constante (7) es una constante universal quéas@ constante de Plancl, vamos a ver, es

fundamental en la teoria cuéntica. Con esto, leggmenedia resulta:

(€)=

v
exT -1

» Ladensidad de energia espectral resulta mejmneas, expresarla en funcion de la frecuencia

u,dv :8—737h|/3 hvl dv
e -1

Planck llega asi al resultado no clasico de queekiados de un oscilador deben ser mdultiplos del
producto de la constantepor la frecuencia de la radiacion electromagnétiga emite. Es decir, la
fuente de radiacion (en este caso, las cargasantsl en las paredes de la cavidad) emite radiacion

electromagnética, pasando de un nivel energétriICﬁ nhy aun nivel,gn_1 = (n —1)h|/, y por lo tanto,

el contenido energético transferido a la radiaadectromagnética de frecuenciees justamente
u=hv. En realidad, la idea original de Planck no fuedftificar” (es decir, considerar valores
discretos) las energias de los osciladores deaiadiaSupuso que la radiacion estaba en equildmio
los osciladores materiales en las paredes de ldathw que estos osciladores podian ceder o adrsorb
energia radiante solo en multiplos enteros deegstggia elemental. O sea, una “pequefia modificacion
la teoria electromagnética de Maxwell”. A decirdaad, Planck tard6 9 afios en admitir que su desarrol

implicaba una cuantificacion de la energia y no auntificacion de los modos de los osciladores.

Einstein y los calores especificos de los solidos
Aqui entra en esta historia Albert Einstein. Eirstse acordo de aquel problema que habia surgido
con los calores especificos de los sdlidos (ckedaB y 10) y supuso que la teoria de Planck podia

resolver el problema. Calculo el calor molar a wadm constante, de un sélido usando la energia

media hallada por Planck:

(E)=3N, hkvw dondev es la frecuencia de vibracion de los atomos.

exT -1

Aqui Einstein hace una aproximacion y es considguartodos los modos normales de vibracion de los

atomos tienen la misma frecuencia. Con lo que

hv

o(E) e (hy)’

=2 "1=3R

v ot (hv JZ(KTJ
ekt -1

¢, - 0 paraT - 0
¢, — 3R paraT - o (enrigor, T suficientenentealta)

} (probarlo)
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Cuanto mas duro es el sdélido, la frecuencia de

A . ., ~ -
(M vibraciéon es mas alta. De ahi que la curva del
diamante es la que mas desvia del calculo

| L ——— 7__5'— clasico. Si modelamos a los atomos unidos por

resortes para simular la interaccion entre elis, |

C(diamante . . . .
( ) frecuencia de vibracion estaria dada por

| | | >

400 800 1260 ‘VI'(°K) v % donde yes la constante elastica.

Cuanto mayor ey, mayor es v, y se tiene un

“resorte” mas duro. Por lo tanto, esto es un risteenos compresible, como es el caso del diagnant

Derivacion termodinamica de la energia media de ik
Max Planck era un admirador de la obra de Claudiasta el punto que el tema de su tesis de

doctorado fue sobre el segundo principio de la ¢eimamica. Asi, su derivacion de la expresién de la

energia medie(s)de los modos de vibracion se bas6 en realidadpesideraciones termodindmicas

que le eran muy afines.
» Parti6 de considerar la dependencia de la ent®pda la energi&:
0S _1

OE T
e Supuso que las paredes de la cavidad estaban fasnpedt un conjunto dBl osciladores, todos

vibrando a la misma frecuenaig con una energia totdd,, , siendo:

(€)== Ey =Ne

Como la entropia es aditiva en este caso, tamBién NS, dondeSes por particula, y

S, =KInQ

dondeQ =multiplicidad, es decir, el nGmero de configuraesrompatibles cok,, .

» Para calculaQ, supuso que la energia compartida porNassciladores no podia variar en forma
continua (eso ya habia fallado!), o sea:

E, =nu con nOZ" (n“elementos” de energial)

EntoncesQ viene dado por el nimero de formas en las que kElementos se pueden distribuir entre
los N osciladores. Es decir, tengoelementos de energia M osciladores para distribuir entre esos
elementos de energia. El analogo seria tepetotitas y separadores que me indican hasta €joétp
le corresponde cada elemento (o sea, cuantosdm@h), sin importar cuantas pelotitas quedan éa ca

seccion. Cuantos separadores nece§ib?1) separadores.

'.l...l. ....... .l. ....... |'.
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Para calcular el nimero de configuraciones posiplesnuto todos los elementos juntos, es decin las

pelotitas y Ios(N —1) separadores, es decir:
(N +n —1)!

Como tengo que eliminar las repeticiones (cf. csdivido por(N —1)! y por nl. Entonces:

szz(N+n—lj

(N-D!n! n
La entropia, entonces, es:
S, =K[In(N +n-1)-Inni=In(N -1)]
ComoN y n son niumeros muy grandes, usamos la aproximaci&tidieg:
S, =K[(N +n)in(N +n)-ninn-NInN]

« Si ahora calculamos por oscilador:

S:i
N
y considerando quau= N¢& = % £
u

Resulta, para cada oscilador:

i e

Usando quea—S =% resulta:

oc
u
1=£In(l+£j:> £E=—;
T wu u e 1

Es decir, la misma expresion para la energia nmatianodo de oscilacion que obtuvimos en la seccién

anterior.
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Clase 12:nteraccion de la radiacion electromagnética cammateria
Efecto fotoeléctrico
Efecto Compton

El titulo se refiere, especificamente, a la irtei@n con los electrone®() que contiene la materia. El

e fue descubierto en 1897 por J. J. Thomson, estddibps rayos catodicos.

a la bomba de vacio En un tubo de rayos catddicos se estudiaba la
T | conduccion de la electricidad por gases enrarecidos
SR A una p=1latm, se necesita un campo eléctrico
5 : anodo M Emuy intenso para producir la descarga, ya que el
L : camino libre medio de las moléculas es chico y, por
N lo tanto, los € que salen del catodo necesitan
_\\V/+

adquirir energia suficiente entre choque y choque

para ionizar el gas. La descarga es una chispantaéotebido a que el gas pasa de ser un buentaialan

ser un buen conductor (se ioniza). Al disminuiptasién, elE baja (ya que aumenta el camino libre
medio) hasta que, a presiones muy bajas, otra sedifteil establecer la descarga, debido a que
disminuye mucho la probabilidad de que se produzbaques.

Cuando la presion se reduce, el tipo de descagdia. Primero se observa una incandescencia y
luego un patron de franjas incandescentes alteonamwl franjas oscuras. A presiones muy bajas, %l ga
deja de estar incandescente, pero el amperimetastrauque todavia fluye corriente en el tubo y se
forma una mancha luminosM) en el extremo del tubo. Por medio de colimad¢@sM se puede
modificar. Esto muestra qué es producida por haces de particulas (o rayospljaedonan el catodo y
avanzan en linea rectil se puede modificar mediante campos eléctricos gnéteos intensos- se

trata de particulas cargadas negativamente. Slamed§rayos catédicosThomson notd que las particulas
gue formaban los rayos catddicos tenian una pragiedmun: la relacié% era cte, por lo que se

concluyé que se trataba de una Unica clase decgagj a las que se llanglectrones Mas tarde,
Millikan (1909) determind su carga y su masa. Su
experimento se baso en lo siguiente:
Un experimento para medir la carga y la masa de un
I\? - electron se debe hacer en un cuerpo que tenga muy

pocas cargas, tal que el cambio en una sea una

~ diferencia notable. Usé gotas de aceite que se
cayendo (sinE) cargaban (ie, adquirian o perdian algunas cardas) a
ser “frotadas” por un aspersor. Mediante un canmlpotréco, detenia la caida de las gotas o las hacia
ascender a velocidad constante. De esta manerarmiled su carga y su masa (&esnidad

electrostatica de carga):



e= 1602x10"°coul = 48x10*°ues

m= 9109x10%%g

» Hasta ahora, las restricciones sobre las energiasitilas solo habian aparecido en conexién con
osciladores armoénicos. Vamos a ver que los resadtdd varios experimentos, junto con el sistematico

desarrollo de las ideas cuanticas llevan a la osi@t que toda la materia esta sujeta a restriesion
cuanticas.

» Efecto fotoeléctrico.
En un tubo de rayos catddicos, lesson emitidos por el catodo como consecuencia arablardeo

del catodo por iones positivos del gas. Otro proges el cual se emitea de la superficie de un metal
fue descubierto por Hertz (1887). Una placa met&ie carga positivamente (ie, pierde carga negativa
cuando se la ilumina con luz de longitud de ontlehica (por ejemplo, en el UV), tipicamente

A=10-10°A (1 A=10%cm). Este fenémeno fue llamadtecto fotoeléctricoSe puede estudiar con el
siguiente aparato:

|, v

radiacion /
uv /e!

UnV =10v es suficiente para que el electrodo cole@orecoja lose” emitidos por el electrodo
emisorE, pero no para que estos sean liberados por l&s ipasitivos del gas. Asi, si el tubo no se
ilumina, no hay corriente de . Si se hace incidir luz UV sobEe se liberane™.

* Veamos cual seria la explicacion clasica de esténfieno. Si pensamos a la luz como un campo

electromagnético que se propaga en forma de ordscampo va entregandole energia &lohasta

que estos acumulan suficiente energia como paalte del material.

» Vamos a ver las caracteristicas experimentalestefenomeno, variando cada una de las variables
por vez, y vamos a ver Si esas caracteristicas etéacuerdo

i A con la explicacion clasica.

1) Se encuentra que la corrientede e es proporcional a la

intensidad de la luz:

V =cte
\V = cCte

v



Si se varian el voltaj¥ o la frecuencia de la luz, solo cambia la pendiente de la recta. Estodssta

acuerdo con la explicacion clasica. Lde la luz esta relacionada con la energia de Bstalo tanto,

ondas mas energeéticas van a liberar mas

2) Si ahora la intensidad de la luz se mantieng stevaria la frecuencia:

I A A y B son dos materiales distintos irradiados. La cotee
depende de la frecuencia de la luz, pero hay wewéncia de

B corte v, tal que luz con una frecuencia igual 0 menar, ano

eyectae . Que la corriente dependa de la frecuencia deza |

también puede ser interpretado clasicamente. Paszomable

v v V: pensar que, para ciertas frecuenciasglogntran en resonancia
y la cesién de energia se haga en forma mas déci§in

embargoJa existencia de esta frecuencia de corte es Hidiiexplicar desde el punto de vista clasico.

Seria de esperar, desde ese punto de vista, gsieexiuna intensidadde corte (0 sea, ondas menos

energeéticas). Esto no sucede.

3) Si ahora se varia el potencial

CuandoV =10v 0 mas, todos loe  emitidos viajan a

i A V =cte través del tubo, es decir, hay una corriente deraetn,

por lo que un aumento (controlado) Weno aumenta la

corriente. Si cambiamos la polaridad\desste pasa a ser un

I, potencial retardador que se opone a la corriéhte C, y
solo llegan &C los electrones con suficiente energia como

para superar este potencial retardador. Aumentagldo

Vo Vv potencial retardador, se llega a un potencigl que frena
hasta a los fot®@ mas energéticos y no hay corriente. Ese potefreiahdor es, entonces, una medida
de la energia cinética maxinmg,, , de los fotoelectrones:
eV, =T, i 1)

Nada raro. Para distintas intensidades de la liseég clasicamente, luz de diferente energiag seeri
esperar qué&/, cambiara, ya que habria una cesion de enerdiatdide la luz a log, y por lo tanto,

también cambiarid,, ., . Sin embargo, se observa gyges totalmente independiente de la | de laz

sea,T,

wix de lose no depende de la | de la luz.



4) Por el contrariogl potencial frenadorV, si depende de la

frecuenciav de la luz tal como se ve en el gréafico. Esto muestra
guela energia de los fotoelectrones no depende detémsidad de
la luz, pero si depende de la frecuencia

~
~
<
o
Ny

* Entonces, cOmo juntamos estos datos?

La existencia de una frecuencia de corte (y laxistencia de una intensidad de corte), mas el hecho
que el potencial frenador, por lo tanto, la enemdgalos e, dependa de la frecuencia y no de la
intensidad, pareceria indicar glaeenergia de la radiacion electromagnética depeddesu frecuencia

(y no depende de su intensidad, como seria deagspésicamente).

* Agreguemos un dato mas. Supongamos que las prop®dil atomo son tales queegl necesita
absorber alguna cantidad dependiente de la freuése les ocurre qué cantidad puede ser?) para ser
liberado. En su interaccion con la onda electrordfiga, podria ir acumulando energia hasta que
finalmente seria liberado. Con luz de baja energgaesitaria un tiempo mas largo para acumulaadich
cantidad de energia que con luz mas energéticaeriirargo, esto no es asi. Se obsewayectados
inmediatamente, sea cual sea la energia de ladidente. Esto significa que, en la interaccitimezal

e y la radiacion, la cesion de energia es cuasiimdhea (0 sea, en Uit <<<). Esto no es propio del
“juego” entre una onda electromagnética y una @agicargada, sino que es caracteristico dehoque

entre particulas.

* Aqui vuelve a aparecer Einstein en escena. Cos dstios, elaboré en 1905 una teoria muy simple
del efecto fotoeléctrico, pero que avanzaba un pa&® frente a la hipdtesis de Planck. Esta teeria |
valié ganarse el premio Nobel.

» Postuld lo siguiente. Segun hemos visto, de acusrdda hipétesis de Planck, cuando una fuente de
radiacion (cf. clase 11) emite radiacion electrongdiga, |0 hace pasando de un nivel energético

E, =nhv aun nivelE,_, =(n-1)hv, y por lo tanto, el contenido energético transfe la radiacion

electromagnética de frecuenares justamentér . Ahora bien, la fuente no emite una onda sino un
“paquete” de energia electromagnética con un cadeanergéticohyv . Este paquete de energia
inicialmente esta localizado en una pequefia redgbespacio, y permanece localizado cuando s& alej
de la fuente con velocidad, en lugar de extenderse en la forma caracteristicdas ondas en

movimiento. Supuso que, en el proceso fotoeléctrico, se absarbmpletamente dicho paquete de
4



energia por algure del emisor. Es decir, la interaccidén entreeely la radiacion se produce como un
choque de particulas.

Para Einstein, entonces, el significado de laugacia de la radiacion no es tanto la frecuencimsle
campos oscilantes, sino una medida de la energdatdse paquetes. Hoy dia, a estos paquetes ddaenerg

electromagnética se los llaroaantoso fotones De acuerdo a esto, aquellos fotones eatv, no tienen

suficiente energia para remower.

» Con este mecanismo:

El e absorbehv (es decir, aumenta su energia len). Para poder

® ? escapar del material, el debe:
\ K hy » llegar hasta la superficie del material“gasta” AE
. <_e. N\ NV _ ..
/ « cuando ele llega a la superficie, debe superar las fuerzas
o / atractivas de los nucleos positivos cerca de fserdigie (hay un
o desbalance entre la atraccidbn que experimenta lhdiaterior del

material y hacia fuera de él, ya que en el exteado sumo hay un
gas diluido o vacio). Esto actia como una barrerpalencial que “cierra” el material. A esta baarer
de potencial se la llamduncion trabajo W.
* Entonces, la energia cinética con la quedogscapan del material es:
T=hv-AE-W
Por lo tanto, los mas energéticos seran los quensentraban en la superficie del material, es decir
aguellos tales qusE = 0. Para estos:

Toax = hy -W

Si esto es asi, entonces, el potencial frenadacderdo a (1) sera una funcion lineal de la frecize

eV, =T, =V =V, (V) :Ev —%

Efectivamente, se comprueba que la pendiente ataV, ¢ ) (ver gréafico) esa=2 y la ordenada al

origenb = _W_
€

» De acuerdo a esta teoria, entonceslaltala radiacion se la relaciona con el niumermtengs, por
lo que luz de baja intensidad, disminuye la cotegrorque hay menos fotones con los que interactuar
» Todo cierra, todo muy lindo, pero ... Se vuelve aifga pregunta: particulas u ondas? Y si son

particulas..., qué hacemos con los fendmenos ondigls?o



Efecto Compton
El efecto Compton fue descubierto por Compton i@ben 1923 y es otra forma en que la radiacion

electromagnética interactia con les Cuando un haz de rayos X de longitud de oAges dispersado
un angulod al enviarlo a través de una lamina metalica, thaon dispersada tiene una longitud de
ondaj > A , que depende del angulo de dispersion, es déeird(6) .

Los rayos X son radiacion electromagnética deitadgs de ondd0? <A <10? (A). Tipicamente,
ALC 071 A. Por lo tanto, de acuerdo a la seccion antedsrradiacion mucho mas energética que la
radiacion UV. Por ese motivo, el efecto Comptoresteidia comda interaccion entre un fotén y ua

libre, ya que ele” solo necesita una pequefa parte de la energiatdelpara liberarse.
Si se representa la intensidade la radiacion dispersada e incidente en fund®A , para distintos

angulos de dispersion:

||1I|'|'-.|I:\.' listernsaiy

|
[ #=17

Primwary basirn

th)

Por supuesto, siempre existe un ancho de bandadardl haz incidente como en el dispersado.
* Veamos cudl seria la explicacion clasica.

La luz incidente provee un campo eléctrico ostdan
E =E_ senu
gue hace oscilar a&". Como es una carga aceleradagelirradia a su vez simétricamente en el plano

perpendicular a la direccion de la radiacion inatde

Como resultado, el impulso neto irradiado poeeken el plano
'7,)1‘ es nulo= el haz incidente va transfiriendo & todo el
Vurs:ﬂf\» impulso que pierde. B asi es acelerado, por lo que, a medida
4':? l"& gue ele” gana velocidad, se produce un corrimiento Dopgder

R REEEEEEEEEEEEEE ’ la radiacion emitida.

Se puede demostrar (no es nuestro objetivo demo$tgaie dicho corrimiento Doppler es:



A-a, 021, Ysert 8 =24, W sertf

C 2 mc 2
dondeW es la energia que la onda incidente va transfioeaice”. De acuerdo a la teoria clésica, este
corrimiento Doppler deberia aumentar con el tiemgponedida que la particula gana energia. Esto
significa que todos los valores (0, al menos, uplemmango) posibles dd deberian poder observarse en
la radiacién dispersada, si se cambia la intensitdath radiacion incidente o el tiempo de exposicid
Experimentalmente se comprueba que se observa igo walor de A, independientemente de la

intensidad y el tiempo. Esto significa que el peacde transferencia de energia e impulso no pwede s
continuo, como indica la teoria clasica, sino digicmio.

* Vamos, entonces, a tratar esta interaccion direatge como el choque (nteraccion que dura un

tiempo muy corto) entre un foton y . Como es una interaccion en la que hay energigsathas
involucradas (el fotbn es muy energético) parapadiculas, tenemos que tratarlo como un choque
relativista. Para eso, recordemos (o0 aprendamgshas$ ecuaciones relativistas y del electromagnetis
(el electromagnetismo, como estéa basado en lagiecea de Maxwell, que son empiricas, es relativist
per sg:

* Veamos un poco de electromagnetismo clasico> Ldasoalectromagnéticas, no solo llevan energia

sino también impulso lineal (no importa si no lerain antes):

P :ijﬁx BdV en unidades gaussianas.
47EV

ComoEOB=ExB|K vy, ademés‘E‘ = ‘B‘ (en las unidades que estamos usando), por lo que:

ExB|=[Elg/=F° _E+B’

Como la energia es:

ol
1
~)

E:§T\J;(E2+BZ)dV:

o|m

* Veamos ahora algunas relaciones relativistas.

Para una particula con masa en repmspque se esta moviendo con velocidad

E = ymc? YA ) , o o, )
- _(cony=11-—| ; sila particula esta en reposo, aun tiene endfgiam,c”. Esta energia
p=ymyv C

es la que tiene por el solo hecho de tamer

Existe, ademas, una relacidon que liga la energiangpulso de una particula:

E =cyp’+mc’

Esto es valido también para particulas sin masemso. En ese caso:
E=pc



Para el foton (particula sin masa en reposo):

E=hv
p:ER:QQ:DQ:LR
o C A 27

La constante2i se la llamah barra’, se denota# y vale # = 1.05457x10* ergx s
T

Noten como la relacién entre la energia y el impe!s la misma para una onda electromagnética seguin

el electromagnetismo clasico, y para un foton (alquier particula corm, = Y0 Les dije que las

ecuaciones electromagnéticas son relativistas.
Estas son las ecuaciones que vamos a usar pataoncigoque relativista. Ademas tenemos que saber
que, en el marco de la relatividad especial, engdds choques no solo se conserva el impulso sino

también la energia.

* Vamos a pararnos en el sistema de referenciagueeatie” esta inicialmente en reposo:

antes del choque después del choque

hv,, By = P,X (JS% p

--MJL-D«-----Q_----): S >
e e \¢ X
Ee’ﬁe

» Por conservacion de la energia:

1) hy, +mc® =hv +ymc’ =hv +E,
» Por conservacion del impulso:

hv,

X) = h—CVcose + p,COSP
y)0= h—cvserﬂ - p,;semnp

Reordenando, elevando al cuadrado y sumahdg) :

(hcvo —h—cl/cosﬁj +(h—cvsert9j = pXcog ¢ + serfg)

2 2 2 2 2
R e
c c c c c

De 1): E, =hv, —hv + moc

:Ej (hvo—hv+moc2)2:(hv hv jz

= °—_+moc

c? c? c Cc

Igualando:



2

2 2 2 2
[hcv"j +(Qcos6?j +[Esen9j ANV cosd =

C C c
:[hv°j2+(ﬁj2+(mo(:)2‘thvov+2hvo o 2hv ¢ (mod?
C C c? c M C M
2hv v

V.V

1-cosf)=2hmc <2 ——

= ) HL[C Cj
En funcion deA :

h? 1 1)_hmc(A-4,)
—— (1-cosf) =hm — -= | = —_%o)
/10)1( cost) m’c()l )lj A

(o] (o]

Ademas:1-cosd :1—co{g +gj =1—co§g + serfg =1-1+ serfg + serfg = Zserfg
2 2 2 2 2 2 2

Con lo que:
2h

_ 6
()I—AO)—@seﬁE (cf. ec.(2)

A nzThc se lo llamdongitud de onda Compton

* Notar que, en este caso,&lno puede absorber totalmente el foton, pues, @oas:

hv, + mc® = ymc’
“o = ymy
C
Como no hay foton dispersado,&liene que salir en la misma direccion de incidedeigfoton.

2
(y-1)mec=ymv= 1/1—(\—9 :1—%:>v:0

Esto es absurdo, pues, entoneess . O



Clase 13:Modelos atémicos — Teoria de Bohr

Fue como si el suelo que nos sostenia se hubirmado y nada pudiera, en ausencia de todo

fundamento sdélido, erigirse.

Albert Einsteir

La emisién dee” por una sustancia (por €j., el efecto fotoeléc}rinostraba la presencia de particulas
cargadas negativamente en los atomos. Como, etaloenormal, la materia es neutra, la conclusian e
que los atomos debian contener una carga posgivgual magnitud a la que I@& poseen. Y como la
masa de los atomos es mucho mayor que la de lantonces se supuso que la mayor parte de laienater
tenia que estar asociada agla 0.

El primer modelo se debe a Thomson:

Este modelo presentaba una esfera de carga posist#abuida uniformemente, de
radio R=1A. Como los e se repelen entre si, debian estar uniformemente

distribuidos.

Por su apariencia, se lo llamé el modelolielin de pasas

Este modelo fue rapidamente abandonado, ya queimgntos de Rutherford basados en la dispersién
(= scattering) de particulag por &tomos, mostraban que de> ddbia estar concentrada en una region
mucho menor.

Las particulagy (a®*) son atomos de He doblemente ionizadds’(+ 2n°), es decir, nicleos de He.
En un experimento de scattering se bombardea uncdlde algin material con un haz de particulas (en
este caso, particulas”™) y se estudian los angulos de desviacion. Comualkeria tiene grandes espacios
vacios, muchas de las particulas pasan sin desyvipeso las que interactian con los atomos, sufren
desviaciones debido a la repulsion electrostait@xperimento de dispersion de Rutherford tuvo @om
consecuencia el descubrimiento del nucleo atonhiacexperiencia original se basoé en la dispersion de
particulas a®* y particulasg (electronese”), al atravesar una delgada lamina de oro (delgada
eliminar la posibilidad de choques multiples).

Con el modelo de Thomson se predecian angulos de
dispersiébn muy chicos respecto de los experimesital
Esto se entiende ya que, como la carga positivesen

2+
modelo ocupa una region del espacio muy grande, la

particulaa®, también positiva, comienza a desviarse

demasiado pronto.



Para solucionar el problema que presentaba el lmo@éeThompson, Rutherford concibié su modelo
reduciendo el espacio ocupado por la carga posiiwgicando a la carga negativa distribuida a una
distanciaR =1A.

+ Dispersion de Rutherford

Con el modelo de Rutherford, la particald” podia acercarse mucho al niicleo positivo, antegide
la fuerza repulsiva de este la obligue a desvigresta fuerza es suficientemente intensa comoqega
la particula a®*sufra un a desviacion considerable. Vamos a vel eséel resultado teérico del
experimento de scattering con este modelo, teniendmenta que, cerca del nicleo, la partiaffase
encuentra suficientemente alejada de estos comagppder despreciar la interaccion con ellos.

Supongamos una particula®, de masany carga 2 (e> 0), que se acerca a un nicleo de gran masa,
M, vy cargaZe La interaccidn entre ambos es electrostaticapylsera. Por simplicidad, vamos a

considerar un nacleo puntiforme.

LlamemosR a la distancia de
méaxima aproximacion der* al
nacleoZe y s al parametro de
impacto, es decir, a la distancia
perpendicular desde el ndcleo
hasta la extrapolacion en linea
recta de la parte inicial de la
trayectoria dea®". En este caso,

vamos a suponer conocida la

trayectoria dea®'y a encontrar

esta distanciaR de méaximo
acercamiento y el angulo de

dispersiong .
Este es otro tipico problema de dos particulagaoteantes, por lo que consideraremos el movimient
del CM vy el de la particula ficticia de masa igadh masa reducida del sistema. Sin embargo, como
M >>>m (el nimero masico del Au es A=197; pard’, A=4), la posicion del CMpracticamente
coincide con la del nucleo, y la masa reducida m, por lo que resolver para la particula ficticia es
practicamenteencontrar la trayectoria de la particald . La trayectoria de la particula ficticia, como asi
la de a®, es una hipérbola.

El potencial de interaccién resulta:

V(r)=£



» Escribamos las magnitudes conservadas en la dst@@enaximo acercamiento:

1) Inicialmente:
Low = M7 XT = p(fy + 1) X Vo = Uiy N

—

f

dondeqr, =componenteer [V,
n =versornormalal planodelmovimiento

= componenté@er ||V,

Notemos que;, =sf; por lo tanto:
Loy = M SV, A= LA 1)
La energia es totalmente cinética, ya que&kse encuentra muy lejos del niclgo{ «):
1
=SHV; =E 2)

2) En el punto de maximo acercamiento (A):

Lew = #RV, A 3)

H =2 v + @

R
Entonces, igualando (1) con (3) y (2) con (4):

S
USV, =RV, = Vv, :EVO

1, 1 , 27é
=SSHVAt——

27% 2 R
L=ty [s)2. 228
27 2"{R)° R
de donde;

R

_22¢ (ZZeZ

2 2
HVy

2
J +° (R>0)
HVy

En funcion de los valores de la energia y del ispaingularE y L:

2 2\2
ke Ze 4 e + =
E E

It 12\ 2ze
-2 + 2 +
HE M E E

Por otra parte, el nucleo esta en el foco dedéarhbla y existe una relacion geométrica entrasiauicia

al foco R), el angulo de desviaciép:

LN 2+22e2
¢ LPE L°E E
2

T 2s 2s

tg

|




La trayectoria de®* esté fijada por los valores &ey L:

= Cuanto mas energético e&*, mayor es su penetracion (es decir, menoRey mayor es la

desviaciong .

= Cuanto mayor es el impulso angular (a igual vdladiinicial, es decir, variando solo el parameto d

impactos), menor es la penetracion (es decir, maydR)gsmenor es la desviacign.

e El angulo de dispersion depende del pardmetro gadta. Si el pardmetro de impacto esta entre

(ss+ds), entonces el angulo de dispersion va a estar éptget+ dg). Entonces, si quiero calcular el

numero de particulas dispersadas e(rﬁ,ep+d¢), dn(¢),esto es equivalente a calcular el nUmero de

particulas entre(ss+ ds). Supongamos qu@ es el nimero de nucleos pont, y b el espesor de la

lamina. Sea A su area. En cada nacleo vamos aacemtranillo de anchds por donde van a pasar las

particulas.

S+ds
\/
Entonces:

_ pdAx 278ds

2+

d9ds=

Peros——Rct dg=——-5—
R P
Conlo que la probabilidad es:

q3ds= 0 = o on °‘9";d¢

dan(g) _ COS¢
n 'Ob Rser?¢ dg

El nimero de nucleos (y, por lo tanto, de anilkss)
pdA y su areaa = 278ds
La probabilidad  9ds de que una particula® pase a

través de alguno de los anillos es igual a:

(area total cubierta por los anillos)/(area towlallamina)

El modelo atémico de Rutherford reproducia la@lisign de particulag®* razonablemente bien. Sin

embargo, subsistia un problema, Dijimos que Rubhérfubic6é a lose a una distancia de

aproximadamente 1A del nicleo. Hay dos maneras bigaruese conjunto de particulas negativas

alrededor del nucleo:

1) Silos e estan quietos respecto del nucleo, efectivamengteenna configuracion de equilibrio

para un conjunto d& cargas negativag-e a)rededor de una carga positiv&Ze. El problema es



gue se trata de una configuracion de equilibristaige, por o que la mas pequefa perturbacion
haria que log colapsaran en el nucleo.

2) Hagamos orbitar a log" alrededor del nucleo. Entonces, son cargas adekeng como bien
sabemos, las cargas aceleradas irradian, por |drgare perdiendo energia y ... colapsarian en el
nucleo.

Cualquiera de las dos soluciones nos conduce aimstestable. Y sabemos que la materia es estable.
» El problema de la estabilidad atdbmica condujo fotenulacién de una teoria simple de la estructura
del atomo, formulada por Niels Bohr en 1913. Yrewtras cosas, también pudo explicar el espeetro d

la radiacion electromagnética emitida por ciertosn@s:

El problema de los espectros atomicos

Si se hace pasar una descarga eléctrica o llamarpgas (vale decir, le entregamos energia), los
atomos adquieren energia que es mayor que eradbastrmal. Al regresar al estado normal, los asomo
ceden ese exceso de energia, emitiendo radial@étmoenagnética. Si se analiza el espectro con, por
ejemplo, un prisma o una red de difraccién, eadut® una banda continua de colores, apareceoltan s
lineas paralelas y aisladas de determinados colmn@gienes de la rendija el espectrometro), separad
segun un angulo que depende de la longitud de dadi radiacion propia de la linea. Este conjurto d
longitudes de onda se denominaespectro atomicy es propio de cada elemento/sustancia y, por lo

tanto, constituye una especie de “huella dactdae lo identifica.

oo AZUL

A ARILLO \ERDE

EsPECTRO VISIBLE

EsrECTRO DEL HIDRO GEND

EsPECTRO DEL MERCURID

ESPECTRO DELS0DIO

En el caso del H, el espectro es relativamentelkergalmer mostré empiricamente en 1885, quedlas

lineas conocidas en ese entonces para H se patiarbi como:

n2
n= 3 4 5 6 ... 0 A :3646m (A)
rojo azul violeta UV
) = 65637 4861A 4340A 4101A .....



En funcion del nimero de onda, Rydberg encontr6 gsta serie responde a la siguiente

= izj conn>2

expresionk = R, (§ e

y R, =109677576cm " =cte de Rydberg

En general, se encontraron series de lineas gpenaisn a:
1 1

k=Ry|———| conn>m
m- n

Asi, se encontraron las siguientes lineas para(gldiyuen...)

Lyman uv m=1 n=2

Balmer casiUV-| m=2 n=3
visible

Paschen IR m= 3 n=4

Brackett IR m= 4 n=

Pfund IR m= 5 n=6

Ademas, se determiné ptincipio de Rydberg-Ritz

Si en un espectro aparecen dos lineas de frecsanciav,, es comun encontrar que también aparecen

(Vl + Vz) y |V1 _V2| .

» Teoria del atomo de Bohr (1913-1915)

Estas caracteristicas del espectro atomico cormtugeNiels Bohr a enunciar una teoria para el atlom
(en realidad, solo para el a&tomo de H) basado ema@delo nuclear del atomo de Rutnerford y la teori
de los cuantos de la radiacion de Planck y Einsi@in nuevo eslabén en la cadena). Sus hipotesis se
basaban en los siguientes postulados:

1) En un sistema atémico, uea se mueve en Orbitas circulares bajo la influemigala interaccion
coulombiana con el nucleo, y su movimiento es ctasA estas Orbitas las llamamestados
estacionarios.

2) En un estado estacionario no hay emision de radia¢éaunque eso seria de esperar de la
electrodinamica clésica).

3) Toda emision o absorcion de radiacidn corresportdenaiciones entre dos estados estacionarios. La
frecuencia de la radiacion emitida es tal que:

hv = E, - E, dondeE, =energia de los estados estacionarios.



4) De todas las Orbitas posibles de acuerdo a la rnuecéldsica, ele” solo puede moverse en aquellas
tal que el impulso angular de la 6rbita,, vale:
| = n2L =nh conn>00Z =ndmerocuantico y # =1.05450x10* ergx s
T
(noten quéh y 7itienen unidades de impulso angular).

* Mezcla de fisica clasica y no clasica! Hay variastps controversiales. Por qué, en estado

estacionario,el e no emite? (por algo lo llama “estacionario”). Ofvea que, lo que propone Bohr es
un conjunto discreto de Orbitgermitidas (las que cumplen 4)y de 6érbitasprohibidas (las que no
cumplen 4)). Bohr “resuelve” (¢?) el problema aes$tabilidad del atomo postulando la existencia de
estos estados estacionarios. La emision de radia@ asociada a un salto del sistema de un estado
estacionario a otro, segun la teoria de Planck®Bostulado, que diferencia las 6rbitas permitidatad
prohibidas, esta de acuerdo con la teoria de Plaobke |la energia de los osciladores. Noten que, en
dichas orbitas estacionarias, el impulso angulé emntificadoy esto conduce a una cuantificacion de
la energia.
« El 4° postulado, que aparece como bastante insélittyeygor decirlo de alguna manera, “sacado de
la galera”. Responde, como vamos a ver ahora, @rinnipio que el mismo Bohr establecid, y que se
llama:
* Principio de correspondencia

Sabemos que toda teoria tiene un cierto rangaligey. La fisica clasica aplica excelentemente a |
macroscopico y ese es su rango de validez (acalbdarse cuenta de que no explicaba todo), y estas
nuevas ideas (Ilamémoslas, cuanticas) aplican dienmicroscopico, donde la fisica clasica faBa.
podria decir que la fisica cuantica contiene #siad clasica, es decir, esta Gltima es un caswplar de
la primera. Ahora bien, todas las teorias debenabmgy suavemente para considerarlas validas. Es
decir, en el limite donde empieza el rango de ealide una, los resultados de ambas deben coincidir.
Qué significa esto? Significa que, si con la teaniéntica yo voy a valores macroscopicos de las
magnitudes, tengo que recuperar los resultadogatasEsto es lo que se llamaoverse en el limite
clasica

limite clasicc La pregunta fundamental para Bohr era, cOmo detami

gué orbitas son permitidas y cuales no. Obviamedswéy
fsica no tenia idea de cuales eran las leyes que regtn e
cuantica fisica universo “cuantico” (o sea, el de los atomos, laigulas,

clasica

etc.), pero si sabia cdmo se comporta el universo

macroscopico (es decir, el que esta regido porldgss

clasicas). Entonces, hizo lo Unico que podia ha&er.idea

fue la siguiente:



Calcular la frecuencia con la que irradia en en el caso clasicp,, segun las leyes de la
electrodinamica clasica, y calcular la misma freciee desde un punto de vista cuantieg, pero

moviéndose en el limite clasico (o sea, para valgrandes de las magnitudes), y pedir que:

Vy =V, en el limite clasico

A partir de ahi, sacar conclusiones y cruzar lafodeara que esas conclusiones también sean validas
fuera del limite clasico (o0 sea, en el terreno @@uramente cuantico). Se daran cuenta de que este
método no es estrictamente ortodoxo, pues Bohtulealun caso particular (en el limite clasico)igep

gue el resultado sea valido en general (en el cadatico). Esto es lo que se llamapeihcipio de
correspondenciame muevo en el caso particular del limite clagigado que las conclusiones valgan en
general. La verdad es que, a veces funciona, & vecden este caso, funciond.

* Entonces, supongamos un atomo hidrogenoide (use#pmo coiZ protones y un sole, es decir,

un &tomo Z-1) veces ionizado-lo Unico importante es que temgsoloe”).

Clasicamente, planteando el problema de Coulomd lpainteraccion entre el nucleo (de cag) y

e, la energia y el impulso angular son:

Ry e L N R
2 r :>E—E,ur +F_T
|:,UI'29:,UI'V AV_J

Vef
donde 4 =masa reducida del sistema (“casi” la masaedgly nos paramos en el sistema CM (“casi” la

posicion del nucleo). Sabemos que este problema& wemo resultado oOrbitas que responden a las
conicas, pero solo nos interesan las Orbitas aresl(por algo hay que empezar -para complicaalyp,
tiempo después).
En una orbita circular:

z&\
E :Verfmn =Vef(ro) = -H L

2\ |
=

.= |2 e M
° zZe

Hasta aqui, los resultados de resolver el probign@oulomb. Calculemos las frecuenaigsy v, .

1) Clasicamente, ek va a emitir radiacion electromagnética de la mifi®euencia con la que orbita:

A _/J(Zez)2
Com,  2ml?

o]

v (de (1))

cl

2) Cuéanticamente, la frecuencia de la radiacion emiig a corresponder al salto @lde una Orbita
permitida a la siguiente. Supongamos que estatasrbstan caracterizadas por valores de impulso

angularl, y I,, tal quel, =1, + Al :



A e I R O B A B
vy = =5 ) L; |f}_2h(zez){ 122 }

Ahora nos vamos a mover en el limite clasico. A8, valores de la magnitudes fisicas son grandes
(comparados con los cuanticos) y, entonces, kratitia de los impulsos angulares de dos orbitas
sucesivas tiene que ser muy chica, respecto daloses de los impulsos angulares. O sea, si:

I, =1, + Al = Al <<<|, (por eso, clasicamente, las orbitas parecen ntincm)

Entonces:

_A(Zez)z[(hml)z—q i ez)szfzw +(AI)2—I12}_ U (Zez)z{zhm}:y(zé)zg

T on 120, +AF | 2h 121z + 2,81+ (IF) |~ 2n R h 13

14

donde hemos despreciados infinitésimos de ordegrisupSi ahora igualamos las dos frecuencias:

”z(ie'})z _ u(zhé)z%:m e

Es decir, en el limite clasico la diferencia entrargpulso angular de dos 6Orbitas permitidas suesses
Al =7 (por eso, clasicamente, las érbitas parecen umncm)t
Y ahora, el paso audaz. Si bien esto vale en deliadasico, supongamos que es valido también en el

terreno de lo cuantico. Entonces, los valores griiso angular de las oOrbitas permitidas son:

| =nh

n

que es lo que enuncia Bohr en Supbstulado. Esto es lo que se llama tegla de cuantificacior(o
cuantizacién) yn se llama namero cuantico (numera las o6rbitas)eiNgue, como las 6rbitas circulares

tienen un solo grado de libertad, me alcanza camtdicar una sola magnitud fisica caracteristica.
Noten también que el limite clasico correspondaimearos cuanticos muy grandes<102’ergxs;
para llegar a valores clasicos, necesitamos BR>)

» Con estos valores de impulso angular quedan tambiérocamente determinados la energia y los

radios de las Orbitas permitidas:

E-_H zef
n 2 n2h2
n2h?
r o=
LZE

Veamos algunas caracteristicas de estos estadogaarios.

* El radio més chico correspondena 1. En el caso del atomo de H E1), se lo llamaadio de Bohr

K% 0529177
r, = = A
LZE z

Es decir,r, =n’r,



(Habria que ver si no hay un error por relatividaa.velocidad maxima det” (correspondiente a la
Orbita minima) es:
v, = 022x10°2 "
H, S
Es chica frente g, salvo para valores grandes4ig
* La energia minima corresponde al estado mas esyableste se lo llamastado fundamental o

normat

__ulzef
RTT o BS

3/ m

ParaZ =1: E, =-217x10"’erg = -136eV
(1eV =1.60210x10"erg es la energia que adquiere @h sometido a un potencial devolt ).
Otra unidad de energia habitual es la unidad asbdecenergiau@): lua= 2721eV =1Hartree

Los estados siguientes se llanestados excitados

El dltimo nivel excitado (o estado ligado) corresge a

00 Oev

OeV. Por lo tanto, para liberar al, si este se encuentra en

4 -0.55 e\
151\ €l estado fundamental, hace falta entregarle ureagen

igual a 13.6 eV. A esta energia se la llapmdencial de

2 -3.3¢eV S
ionizacioén

1 -13.6 e\

Al pasar de un estado a otro,e2ldel atomo de H emite un foton de frecuencia:

2

2
n n

@
E. hv=E,-E V:|E2_E1|:/Je4
l [aVAVAES h 4T he

i_i‘

=

E, - E, <0= emision

Notemos que .,
E, - E, > 0= absorcion

. - ., , 271V
Si lo escribimos en funcion del nimero de onda——:
C

2

4
k_,ue iz 1
n n

eyyE ——j conn,>n, Esto se parece a las series espectroscopicase&n:
c

4
'Lé:S [0109681cm™ (cf. R, =109677576cm™) Una pegada! Pero no se emocionen ...

10



* Notemos que solo puede ocurrir una transicién dest&do a otro sii se le entregaealla diferencia

de energia exacta entre dos niveles. Esto se deénesgterimentalmente con la siguiente experiencia

» Experiencia de Franck y Hertz:

En un tubo de rayos catédicos en el que habiaasndg Hg, estudiaban la corriente ée que
provenian de un catodo caliente, en funcion del

A voltaje aplicado. Se aceleran lesentre el catodo
catodo 0 anodo y A; entre A y el anodo, hay un potencial
i retardador. En el interior del tubo, se producen

' ' —— colisiones lose™ y los &tomos de Hg.

La corriente dee” en funcion del voltaj® aplicado que se obtuvo tiene la siguiente pinta:

La corriente disminuye abruptamente pafa 49v. Por qué?
A 14.7V
' Una fraccién considerable de con esa energia excitan a los

9.8v . : L
atomos de Hg, perdiendo su energia cinética y,Igpdanto, no

pueden llegar al 4nodo. Efectivamente, el Hg tisneprimer
estado excitado a 4€Y/, por lo que lose del Hg “aceptan” esa
cesion de energia por parte de B®sque chocan con ellos. Lo

abrupto de la curva muestra que Bscon E < 49eVno pueden

0 V  transferir su energia al Hg. Las otras caidas septan otras

transferencias de a otros estados excitados del Hg.

» Todo parece cerrar, pero ...

11



Clase 14:Cuantificacion de Bohr-Sommerfeld — Las Orbitdptelas de Wilson y Sommerfeld - Reglas
de seleccion.

La teoria de Bohr predice con gran precision ilasals espectrales del H y del"H8in embargo, un
analisis espectroscopico mas refinado mostro e@steutina en dichas lineas espectrales. Esto esjta
mayor resolucion de las lineas se vio que, enda@dlilo que antes se veia como una Unica lineatesipe
era, en realidad, todo un conjunto de lineas motagi
Esto tenia que significar que, en vez de un unigel e energia, tenia que haber varios niveles muy

proximos:

P>

ATITACTICTT
+++

<
«
<
<
<
<
P
al
m

o

Es decir, las energias tenian que ser del tipo:
E=E, +AE,
es decir, depender de dos numeros cuanticos, deataéra que, al nivel original, se le sumara una
correccion que dependiera de un segundo nUmerdicuan

La conclusién a la que llegb Sommerfeld era bastabvia. El modelo de Bohr solo contemplaba
oOrbitas circulares. Las oOrbitas circulares tienensolo grado de libertad, por lo que se tuvo que
cuantificar una sola magnitud fisica y, por lo tahd energia depende de un Unico nimero cuanfce
falta en ese modelo? Las Orbitas elipticas! Egagmn dos grados de libertad, por lo que, evidesibde
van a aparecer dos numeros cuanticos, y la eneagaatener la dependencia correcta. Eso es lo que
pensaba Sommerfeld ...

Esto presentaba un problema. Era un poco engoteoso que “inventar” una regla de cuantificacion
cada vez que se tenia un grado de libertad mésia Hta una regla “general”. Y esto fue lo queohi

Sommerfeld.

» Cuantificaciéon de Bohr-Sommerfeld (o de la acciéaducida)

La idea para encontrar una regla de cuantificagemeral (es decir, que se pueda aplicar a cualquie
grado de libertad) era buscar una funcion que) &rreno cuantico, variara en forma discreta, yasar
al limite clasico, fuera continua.

Supongamos un sistema con un uUnico grado de dihedue realiza un movimiento periédico no

armonico. En ese caso, la frecuencia del movimienta a depender de la energia:



v =v(E)
Sabemos quéE =hv =hv(E &n el limite clasico. La idea, entonces, es maversel limite clasico v,

luego, por el principio de correspondencia, supguerva a valer también en el limite cuantico.

Definamos la funcién:

n
z k + J, donden >>> (o sea, estamos en el limite clasico)

=n'

Por definicion, J, cambia erh cuandon cambia en 1. En el limite clasicdJ, <<J, yAE, <<E,.

EntoncesAE, =dEy )’ :J'

Con esto:
J(E) = +J(E,) 1)
j (E)
Si derivamos esta funcion:
aJ o =T(E) es decir, el periodo.
de Vv(E)

Clasicamente,J(E s una funcién bien definida que toma valoresiooos. Cuanticamente, toma solo
valores discretos que difieren én Asi que, esta es la condicion general de cueatifbn que
necesitamos para cada grado de libertad. Notamsoite, que tiene que ser un grado de libertad que
varie periodicamente.

Aunque este método de cuantificacion es rigurasel dimite clasico, hay que tener cuidado porque
estamos usando el principio de correspondencidgnsas que, cuando vamos al limite cuantico puede
fallar.

La expresion (1) no es muy practica, asi que vaanescontrar una expresion de (1) que si lo sea.

Vamos a demostrar que (1) es la integral de aceiduncida (o abreviada):
J=§pdq (2)

dondeq es una coordenada que varia periddicamenie [y ¢ = \/Zm(E -V (q)) es el impulso

asociado (el signal es porque puede haber alguna constante; eso estanal la deduccion que sigue).

Siq es periddica, oscila entre dos limites que sonifunde la energiBg, ie:
=2 "da/2m(E-V(q)
a(E) q

dondea(E )y b(E) son los puntos de retorno.

Si derivamos la funciod:

21/2miE V(q i]qbd——21/2miE V(q) iqadE 2J' d 1/2miE -V(q) i]dq

Los dos primeros términos son nulos porque evalsariq)en los puntos de retorreoy b. El dltimo

término:



bdq b
D2[ - =2[dt=T
=22 vig) ™" 2 e 2l

1 dt

dq

dt
Entonces las funciones (1) y (2) tienen la mismavdda, por lo que son idénticas, salvo por una
constante. Por lo tanto, la regla de cuantificabidscada es:

g, = coordenadaperiddica
p, =impulsoasociadoag,

§ pdqg = nh| donde

n = nudmerocuénticol Z*

§ sobreun periodo

Esta cuantificacion de la accion reducida se comooeo cuantificacion de Bohr-Sommerfeld es lo
gue Sommerfeld y Wilson usaron en sus Orbitasiedigt
Es interesante ver que esta regla de cuantificamatiene a las que ya encontramos. Por ejemplo:
= Oscilador armoénico (Planck)
En una dimension, la coordenada que varia perigainge:
x = x,ser{at)
Su impulso asociado:
p, = mx=mxwcodat) y dx=xwcodct)dt

Entonces:

2n
§ pda= [ @ mxger? cos’(at)dt = nh
Para un oscilador: =%ma)2x§ ;

= 2E
2ijco§(a)t) t—— cog 6 =2E sr=nh
0 w w

=|E, =nhw=nhy

y recuperamos el resultado de Planck.

 Las orbitas elipticas de Wilson y Sommerfeld.
En una 6rbita eliptica tenemos dos coordenadasayiegm periddicamente. En polares, estag Sof.

Planteamos la regla de cuantificacion para cadalarelas:

1) §Ld0 =nh (el impulso asociado al angulo es el impulsauéary

2) §p.dr=nh



1) La primera es muy facil. Como el impulso angeiconstante de movimiento:

§Ld6? = LJ':”dH =27t =n;h = |L =n,i| (casualmente —o no tanto— la regla de cuantiicade Bohr)

2) La segunda es un poco mas complicada:
§> p.dr = 3§,ur‘dr =nh (x=masareducida)

Suponemos ya conocido el resultado, asi que lam®rdipticas en polares son:

L2
k =
-k con zey
1+ ¢ send » 2kE -

£°= 1+¥ = excentricdad (recordar queE < 0)

Entonces:

= ke cosf 6y dr=- ke cosf _de

(1+ £ serg) (1+ £ serd)

= 2 2 27
prdr:ﬂ(kgcose)46d0: £CO§92 uk0 2
1+ serd) (1+ £ serg)’ (1+ £ serd)

L

déo

Dividimos el integrando convenientemente pues glisdo factor es igual al impulso angular. Entonces:

= cos8da 1 (la integral esta en tablas) (3)
dr=goL [ 005040 (-1}: h g
e k (L+& seng)? V1-¢? "

Para seguir adelante, veamos algunas caractesidgdas elipses:

Los radios de la elipse son:

mayor: a =
Y - &2 a 1
> — =
k b J1-¢£2

V1-¢2

Entonces, en (3):

menor:b =

§prdr = 271.(%—1) =nh

R L

Ny Ny

donde juntamo®, +n, =n en un solo numero cuantico n, ya que aparecendasna

Entonces:
n
b=-ta
n

» Antes de seguir, vamos a ver qué valores puedeartestos dos nimeros cuanticos:

n, =0 se excluye pues @ pasaria por el nucleo (corresponde=0)

n, =n=a=b recuperamos las orbitas circulares de Bohr.



Si aumentaramos,, lo Unico que conseguiriamos es intercambiar dibrenenor con el mayor, o sea,

obtendriamos las mismas elipses. Por lo tegtel,...,n

* Veamos qué pasa con la energia:

2

—_— = =

n, 2U°E  2nji°E
o

a__1 _n
b 1-g2 Ny
n _ 1 _ 1
n o 17 1
o (_ZkEjz 21°E )2
ze 1z %"
n* _ uz% _  z%' E=E :_,uZZe“

Igual energia que para las oOrbitas de Bohr!

Los radios mayor y menor resultan:

K 12 n2;2 igualito a los radios de Bohr.
a'n = > = =
1-¢ 2kE 7] Z€
Z&| -—
g ( Zezj
_ n,ni?
Mo ze

» La conclusion es que el planteo de Orbitas eliptito resuelve el problema de la estructura fiha de
espectro, porque se obtienen los mismos nivelesndegia que habia obtenido Bohr, que, ademas,
dependen de un Unico nimero cuéntico. En realldastructura fina recién puede explicarse si serha

correcciones relativistas (tema que vamos a veatésal del curso), en cuyo caso la energialtasu

_uz%Y|, a*z*(1 3
Enn - 2+2 1- T
e 2n°h n {n, 4n
2
dondea = :— = % = ctedeestructurafina. Esta constante tiene la hermosa propiedad der jcietdas
o

magnitudes que, habran visto, aparecen muy segeridouantica (con sus unidades) y no solo es

adimensional (no nos tenemos que preocupar denliasdes) sino que tiene un valor muy facil de

. . AE _ .
recordar. Noten que la correccion a la energlaeberdenm =10"Z?, o sea que, comienza a ser
ohr

importante para valores degrandes.
* Wilson y Sommerfeld no resolvieron la estructuraafipero encontraron una caracteristica bastante
comun: orbitas (estados) degenerados, es de@redies estados con la misma energia:

» Para un determinado nivél , vamos a tenem Orbitas elipticas, es decir, tantas como valoees,d

gue nos dan los radios menores para el mismo naayor Decimos que la degeneracion vale



T

n,=3

Al comparar la estructura fina con las predicciotheda teoria se encontré que esta predecia dataasia
lineas (es decir, demasiadas transiciones posibR®) esto, aplicando otra vez el principio de
correspondencia, se llego a limitar el nUmero dasiciones posibles An, =+ . Esto es lo que se
llama unaregla de seleccian

» Como ejemplo, apliqguemos el principio de correspgoieth al &tomo de Bohr, para encontrar la regla
de seleccidn de las transiciones.

Clasicamente, la frecuencia es:

La velocidadv y el radior introduciendo los valores de Bohr, son:

_L:n_h yr :ﬁ =V sze“
Ur ur LZE 2mn®
Segun Bohr:
_ /,12284( 1 1]
vV, =——| = —-—| (cf. clase 13)
“o4m® (nf n?

Si llamamosn, =n+An conAn<<<n pues nos movemos en el limite clasico

L = ,L/Z"Ze“(n2 —nfj_ ,uZze“(nz —n2$2nAn—An2J _ ,uZze“(Tr 2nAnj _J_r,uZZe“@

T am® | nin? | 4w’ | (n*t2nan+an’n? ) 4mt | nt 2m®

donde hemos despreciado infinitésimos de orderrisupkyualando:

I/cl = Vq

Lz’ _pz%" An —
Py =F PP F:-An—ﬂ




* Qué significa este resultado? De acuerdo a estd,edectron se encuentra en el niwele energia,
solo puede hacer una transicion al nivell) o al nivel(n+1). En el primer caso, se dice que el electron
se desexcita mientras que en el segundo, eecita Al desexcitarse, emite un foton de energia
E,—E,, =hv. Esa frecuencia es la que se detecta como ureadimel espectro atomico.

» Por supuesto, debe tenerse en cuenta que estdoasnsejemplo de la aplicacién del principio de

correspondencia, que no siempre da resultadosatdedi. Por otra parte, como vamos a ver, tanto el

modelo de Bohr, como el de Wilson y Sommerfeldsow el modelo real del atomo.



Clase 15:Teoria de De Broglie — Paquetes de ondas — Incartez
Hagamos un corto resumen sobre las hip6tesiseqaenios hasta ahora.

» El problema de los calores especificos de los @®lidel de la radiacion espectral del cuerpo negro
mostraron que los osciladores materiales tienemstgia cuantificada:

E =nhv =nha (Planck-Einstein)

» La radiacion espectral del cuerpo negro, a su vestro que los osciladores de radiacion también
tienen su energia cuantificada de la misma manera.

» El estudio de la interaccion de la radiacion coméderia (efecto fotoeléctrico, efecto Comptonketav

que:
» Toda la materia puede absorber energia de la iadian cantidade& = hv

» La radiacion electromagnética parece tener unaalefia dual:

= corpuscular al interactuar con la materia: fotones o cuadesadiacion (Einstein)

= ondulatorig al propagarse: campo electromagnético propagéretosndas (interferencia, difraccion)
» El modelo atébmico de Bohr muestra niveles de eadtigicretos para el y estado®stacionariosel

€ no emite radiacion en uno de esos estados (awigsieamente, deberia hacerlo), y solo irradia (o
absorbe energia) al pasar de un estado estaci@nattio.

» Las leyes fisicas de conservacion siguen sienddagl

Este cuerpo de ideas nuevas resultaba todavia ikdesdo” e incompleto (hasta ahora, solo para

sistemas periédicos y atomos con un slp Una mezcla rara de fisica clasica e hipotagiboc por lo

que resultaba un poco incoherente. Y esto fueaasalyue aparecio en escena Louis de Broglie (1924)

» Teoria de Louis de Broglie — Dualidad onda-partieul
Después de la teoria de Bohr-Sommerfeld, de Braglila sazén, un estudiante de doctorado) se
preguntd como la relacién de Planck-Einstals = hv , junto con la existencia de niveles discretos de

energia, parecia implicar que cada nivel de enegjéba relacionado con una determinada frecuexicia.

para colmo, la inexplicable circunstancia de gueuen uno de estos estados estacionarios no emite. La

aparicion de un conjunto discreto de frecuenciamipielas era, sin embargo, un fenomeno familiar en

fisica clasica, en conexion, por ej., con ondsscemarias. Pero estamos hablando de particalas (

Con estas especulaciones, en palabras de él migniroglie, tuvo “una subita inspiracion”, que fue
su tesis de doctorado:
La naturaleza es simétrica: la dualidad onda-pdatide la radiacion electromagnética propuesta por
Einstein se extiende a toda la naturaleza fisick @diacion a veces se comporta como ondasgcesv
como particulas, entonces la materia también temgecaracter dual, y las reglas de cuantificacion e

realidad, son condiciones sobre las ondas. De Brode esta manera, especuld que las particulas



materiales estaban asociadas a fendmenos ondotatveamos a qué nos conduce esta hipétesis de de

Broglie:
Supongamos una onda estacionaria a lo largo de una
\ circunferencia. Para que la onda sea estacionatze d
A cumplirse:

\ 2nr=nA Q)

Consideremos las relaciones de la dualidad ondéplar
para un foton:
h 27
=hk=— A=—"
p g ( ” )

Introduciendo esta relacion en (1):

ot =nl = ==

Ambas condiciones son equivalentes! Es decir, gta Bipotesis, por ejemple) postulado de Bohr
sobre la cuantificacion del impulso angular es egleénte a una condicion de onda estacionaria

La cuantificacion de Bohr-Sommerfeld también camda relaciones para ondas estacionarias. Por
ejemplo, supongamos una particula en una caja, émdose hacia delante y hacia atras (choca

elasticamente con las paredes):

En un ciclo:
J § pdx= ijvdx+ jom(—\bdx: 2mvL=nh
o«—» 0 -
> 2L 2m 8ml?
< > X
L
La longitud de onda, entonces: Sl i
< <<
= D = & = nd =L

p 2 o< o< > >

0 sea, condicidn de ondas estacionarias.

» El postulado de de Broglie implicaba entonces uaa gnificacion entre la materia y la luz. Propuso
asi que la relaciéon entre el impulso lineal y lagitud de onda de un foton, asi como la relacidreda
frecuencia y la energia, también eran aplicablas particulas materiales:

_h
A p {(/LV) = propiedadesdeonda

. E | | (p,E) = propiedadesde particula
" h



Estas ondas asociadas a las particulas no erdrmogeiagnéticas. Pero, entonces, qué eran? De Broglie
especulé que las particulas materiales estabamadasccon fenbmenos ondulatorios “ocultos”, ie, no
detectados. Es decir, la primera hipotesis fuelgumateria estaba realmente formada por ondastas es
ondas se las llamdndas pilotou ondas de materia Pero, si la materia estaba formada realmente por
ondas, como se podian explicar las propiedadesndieya? Recordemos que, varios siglos antesizla |
parecia propagarse en linea recta, por lo qudrteep teoria establecia que estaba formada pos lugce
particulas (Newton). Luego de detectar los fenorael®interferencia y difraccion, la teoria cambia y

luz pas6 a ser considerada como ondas, pero estdsnénos ondulatorios solo son apreciables a
distancias comparables con su longitud de onda.

De Broglie argumento que, si las ondas de magsistian, su longitud de onda debia ser tan caréa q
solo podemos observar su movimiento en promedipeixentos mas sensibles deberian poder detectar
fendmenos ondulatorios.

Supongamos, con de Broglie, que la materia estaaida por ondas. Estas ondas deberian agruparse

en un paquete de ondas. En ese caso, seria necesarila velocidad de grupo de las ondas,

v, coincidiese con la velocidadde la particula, por ejemplo, wlibre:

La velocidad de grupo es:
_da
Vy = ——
dk
Para una particula libre:

2

_p

2m
Por la hipotesis de de Broglie:
p=hk y E=ha

\Y; :%:EE:LZD%:BS se Cump|e que, =v
® dk ndk 2ma " dk m ’

Pero, comoE =i,
2m
(nk)? _hk® o : :
hw= 5 = = om = «no es una funcion lineal de por lo que esta onda es dispersiva! Eso
m

significa que, con el paso del tiempo, la ondaseeformando hasta desaparecer. Esto no puedsiser a

porque significaria que & (incluso, cualquier componente de la materia y d&enia misma) tenderia a
desaparecer, y ya sabemos que su vida media.

Asi que la conclusion es gleemateria no esta formada por ondaeero tiene también caracteristicas
ondulatorias (igual que la radiacion). Entoncespademos llamar a estos entes propiampatticulas
porque, si bien tienen caracteristicas de pardctdanbién tienen caracteristicas de ondas. Algenase
ensayo llamar a estos entagliculas pero, por suerte, pronto se abandond esa maaergdcionarlos.

Solo por un defecto del lenguaje (y para no llagsaclon ese nombre ridiculo) vamos a seguir llamando
3



estos entes conqarticulas El problema reside en nuestros conceptos dei¢p&at y “onda”. Estos son
abstracciones, modelos, que ilustran una formaodeportarse. Si se dice “particula”, lo primero que
viene a la mente es una pelotita. Si se dice “gndsginamos una cuerda vibrando. La preguntaas, p
gué estos entes cuanticos, @n por ejemplo, deberian comportarse como una felotiuna cuerda
vibrante?

Entonces, persiste un problema de interpretac@deste “caracter ondulatorio”, que vamos a tratar d
resolver en las proximas secciones.
* Acd vuelve a aparecer Einstein. Acoté que, sidose comportaban como ondas, debian satisfacer
fendmenos propios de las ondas, como interfergndifriaccion. Y asi fue, a pedido (y por casualjdad
» El experimento de Davisson y Germer (1927) lo ndogEstaban estudiando el scatteringedgoor Ni
y, por accidente, el blanco de Ni se les oxido.aRguitarle el 6xido, lo calentaron y, sin quererlo,
provocaron una transicion de fase. El Ni pas6 dambrfo a Ni cristalino, y el experimento comenzé a

dar resultados totalmente diferentes. El nimere @& funcion del angulo de dispersién comenzo a tener

méaximos y minimos=> habian encontrado una figura de interferenciadiidn dee”. Algo como lo que

se ve en la figura:

(a)#10 e
(b) # 200 e

(c) # 6000 e
(d) # 40000 e
(e) # 140000 -

Qué habia pasado? Los atomos de Ni cristalino,

espaciados regularmente, se comportaron como

Haz

Haz ; i
difractadn elementos difractores. Entonces, el cristal fuea jpas

incidents

e, una perfecta red de difraccién:
La diferencia de camino o6ptico es:

, - g, . _ _ . . .
°P|an$% :tﬁu = A =2dserd =nA para intensidad maxima.
atomicos Si existe una onda asociada a les, se puede

determinar la longitud de onda de la figura de

difraccion y compararlo con la prediccion de dedlimo Como la distancia entre planos atomicos del N

4



cristalino esd = 215A, la longitud de onda de los resulto A = 167A (noten el orden de magnitud). Y
eso es, precisamente, lo que predecia la relaeid@e droglie. Notemos que, dado el orden de matgnitu
de las longitudes de onda de Bs solo una red cristalina puede servir como redifiaccion.

Hoy dia la difraccion de particulas (por ejempleutrones) es una técnica habitual para determinar
caracteristicas de los cristales.

_________________ [Jommmmmmm o

Vamos a hacer un experimento imaginario. Supongajueshacemos una experiencia de difraccién por
dos ranuras usando a) balas (representando artésufzes); b) ondas, y @& .
a)Balas

Consideremos una fuente de balas. Lo que vameseaminar sobre el detector es la probabilidad de

que una bala caiga ent(g,x+ dx), esto edeN. Podemos medirlo contando el nimero de balas agre c

en ese intervalo y dividiendo por el nimero towlbélas. Las balas, obviamente, llegan al detector

bultos enteros. En principio, dejamos solo la iand abierta, y detectamos sobre la pantalla la

probabilidad %Eprobabilidad de que una bala, habiendo pasado gorehdija 1, caiga entre

(x,x+dx). Hacemos ahora lo mismo, pero por la rendija :btyennemos%. Si ahora dejamos ambas

rendijas abiertas, se obtielgesﬁ. Comprobamos qug% =dWN1+ dN,

, €s decir quda probabilidad

de que una bala caiga en(nex+dx) con las dos rendijas abiertas es la suma de tdmbpitidades por

cada una de las rendijas.

una rendija dos rendijas

abierta abiertas
detector

A

. dN, _dN, + dN,

1 ™ N N N
S AN

~ | o /

\ /
o




b) Ondas
Lo que vamos a detectar ahora sobre la pantaliietensidad de la onda. Si repetimos la expeiden

anterior, entonces, por una rendija vamos a detecta

|, 0 |¢1(x)|2 por la rendija 1

1,0 |¢12(x)|2 por la rendija 2

dondeg y @ son los frentes de onda que pasan por la rengij, Tespectivamente.

Al dejar ambas rendijas abiertas, obtenemos unigfide interferencia-difraccion por dos rendijamde
la intensidad sobre la pantallgno es la suma de las intensidades que detectamoas@gsola rendija:
I, O |¢I(X) + @(X)|2

l,=1,+1,+2JI,1,cos0# |, +1, donde2,/1,l, cosd es el término de interferencia.

una rendija dos rendijas

abierta abiertas
detector

x|

.___)__ S T R NS ] : ﬂ) l#1+1,

c) Electrones

Para detectar log sobre la pantalla ponemos toda una serie de ametadseiger. Estos son unos
aparatos para detectar radioactividad, y que codagaparticulas que detectan. Cada vez que detecta

una particula emiten un sonido caracteristico (algjocomo un “tic”). Lo primero que observamos es
gue lose llegan al detector como bultos enteros e idént{mpgal que las balas). Por lo tanto, lo que
estamos detectando es la probabilidad de que umpacte en la pantalla ent(e(,x+dx). Es decir,

dN : .
N Este valor lo obtenemos de la misma manera qondaobalas, contando el nimero eeque

llegan a(xx+dx) y dividiendo ese numero por el numero total ale Repitiendo la experiencia,

encontramos la probabilidad de queeel habiendo pasado por una Unica rendija (estandadzela
otra) caiga entréx, x+dx), es decir% cuando esta abierta la rendija 1,9"%'1 cuando la rendija 2 es

la que esta abierta. Si ahora abrimos ambas rendija



una rendija dos rendijas

detector abierta abiertas
\
x]
o
N
L B STy dN, AN N,

La probabilidad de que & caiga entrgx, x + dx) estando abiertas ambas rendijases la suma de las
probabilidades:

dN,, 2 dN, N dN,
N N N
y lo que se detecta sobre la pantalla es una fdgiraterferencia-difraccion.

Igual que con las ondas, entonces, lo que pakapantalla se puede describir mediante dos fuesion
a(¥) y g(x) tal que:

N 0laef

dN,
N

dN,,
N

En suma:

B (x|

Olg(x) +@ x|

y

Los e se detectan como bultos enteros (como las balasd, su probabilidad se comporta como la
distribucion de intensidades de una onda.

Entonces, qué lo que esta interfiriendo? La respues un tanto curiosa: lo que interfiere es la
probabilidad.

» Ahora bien: comcdll:12 Z dNNl + dsz , o es verdad que las pasan, ya sea, por la rendija 1 o por la

rendija 2 (un “0” excluyente)? O si?
Supongamos que queremos detectar por qué reradijpgle . Necesitamos verlo. Agregamos una

fuente de luz entre las dos rendijas. Como la cdiggeersa la luz, cuando wpase, dispersara luz hacia

nuestro ojo y sabremos por cual rendija paso:

* Nunca vemos los dos destellos al mismo tiempel e pasa por un agujero o por el otro. Pero ahora:



I

dN,, dN; dN . . , , . -
e N2 = se destruye la interferencia. Qué pas6? Existeaict@&n con los fotones y esto

N N

cambia su movimiento.

» Usemos fotones de menor frecuencia, por ejemple] &R (es decir, menos energéticos), para que no

perturben a loe . Pero menor frecuencia, significa longitud de ondaas grande. SA > distancia
entre las rendijas, vemos un destello borroso gasomanchas separadas, ya que con luz de esaitbngit

de onda grande no podemos resolver las dos ren@ijes vez, nos quedamos sin saber por cual rendija
paso ele".
» Bien. No podemos saber por cuél rendija pasa elpero algo debe quedar claro. &lpasapor

alguna de las dos rendijas. De ninguna manereaoskeige una “pulverizacion” de las (como, hablando

mal, pasa con una onda — no una pulverizacion,ootsino una division del frente de onda). Los
e llegan a la pantalla como bultos enteros. Es shahitidad la que se comporta en forma ondulatoria.
Si arrojo une™ a la vez, este va a caer en algun punto de lalf@arEn alglin punto, si, pero en el que su
probabilidad no sea nula. A media que voy arrojaedaestos van cayendo siempre en otros puntos con
probabilidad no nula. Hasta que, si arrojo un nanestadistico de™ ,voy a observalas caracteristicas

franjas coney las franjas donde no ha caido ninguno. Obsertranvez, esta imagen:

(a)#10 e
(b) # 200 e

(c) # 6000 e’
(d) # 40000 e-
(e) # 140000 e

« Un afno después, en 1925, un fisico austriaco, EMghrddinger, desarrolla un formalismo
matematico, basado fundamentalmente en la hipowsisde Broglie, para formalizar (valga la
redundancia) todas este cuerpo de ideas cuanfisases lo que vamos a comenzar a ver en la proxima
clase. Pero, como es evidente que vamos a tendidguecon ondas, vamos a ver ahora un breve cepas
de algunos temas relacionados con paquetes de.dDdsea, vamos a abrir un paréntesis matematico

hasta nuevo aviso.



« Andlisis de Fourier

Cualquier funcionf (x) periddica, de periodo, puede ser desarrollada en una serie de Fourier:

f(x) = i(ﬁh cos{ 27|7_an + aner{ 27|T_nxD

0, en notacion compleja:

[ 2mnx

f(x)= iCne{ - ] conC.OC

n=-c0

Para encontra€, se usa la ortogonalidad de las funciones:

_j[ 2rmx w Lo 2r(nm)x -
.[_ZLLf(x)e ( L jdX:f(x): z Cn.[_;l_e( L ]dxz zCnL5nm:Cm|-
n=-c 2

2

n=-c

ya que la integral se anula salvo en el casam. Entonces:

27rmx

Cﬁ%féf(x)e"iE o

i(ZUmx

Las funcionesp (x) =e' " J son ortogonales en el interva+o% < X< % ya que cumplen, en general:

I:W;(@%(@dx: kd,, Y sik=1,son ortonormales.

Estas funciones forman un conjunto completosiempre se puede encontrar una serie infinita para
describir f & ) exactamente, siempre qlifx) <c y tenga un numero limitado de discontinuidades en

L L
-—<x<—.

2 2
» Elintervalo puede extenderse a cualquiera deéstgmo importa sif X gs periédica o no:

f)=3 %eikxAk

n=-c0

dondek =2—’L"‘, Ak = 278N

y An=1

Para que el desarrollo sea util debe convergdr. Sio, C. — Opara que no diverja. Introducimos:

9(k)=—~—LC, <o
T

NeY

f(X):% > g(keak siL - o, Ak - dK

f(x) = %J‘: g(Ke“dki=integral de Fourier

La funcién g k ) se obtiene muy facilmente ya que:



f (e dx= =" dk g(k)[" e dx
21> i

20 (k-k')

1 J'“
N2>
donde d(k - k') =%Tfe‘(k‘k')xdx es la forma integral de la funcional delta deaDiflo demostraremos

en la seccion siguiente).

=ig(k) = %fw f(Xe™dx|= transformada de Fourier dgx).

e La funcién f &), integral de Fourier, puede representar un paqdeteondas, donde estamos

“sumando” infinitas ondas de diferentes nimerosm#ak. Por lo tanto, su transformada de Fourier (o

funcion inversa de Fourierp k( ¥s la distribucion espectral, es decir, nos ddpeko” de cada

componentek. A las variables Xk 3e las llamavariables inversas de FourielEsto mismo podria

haberse hecho considerando la evolucién tempotghatpiete, en cuyo caso, las variables inversas de

Fourier hubieran siddt, w).

e Enresumen:

Supongamos un paquete de ongag t ( SY dependencia espacial (nos paramos, por ejearHdd y

vemos la forma espacial del paquete):
1 o .
x,0) = —— K edk
Y0 = [ o
y su distribucién espectral:
1 I .
K)=—— x,0)e"*dx
9k = [ ¢ x0)

Si ahora observamos su evolucion temporal (nosnm@aen unx particular, por ejemplox= 0y

observamos cémo cambia en el tiempo):
1 (o) .
Ot)=——| f(we“dw
woy=—7— [ f
y su distribucién de frecuencias:

() :ﬁ [" wo.nedt

_________________ [
» Ejemplo Supongamos una onda plana:
f(x) =€
Notemos que el espectro dses un Unicok = Ak = Oy AX — o (se extiende sobre todo el espacio).

Se puede escribir:

— akx ____jk__ * N oKX AL !
f(x)=¢ _mj_mg(k)e dk' (1)

10



donde

00

1 (e o 1 Lo 1 o v
Ky=——— [ f(xe™*dx=—[ e ™ dx=—-[ el )*dx
90) = )L e ax= Tor -
Si defino una “funcién”d(x —a) tal que:

y(a) siialA

Ld(x_a)y(x)dxz{o sii allA

Esta funcion (en realidad, una funcional) se llai®léa de Dirac Entonces, comparando con (1):

= g(k') = m&(k - k') = ﬁj_mooei(k—k')xdx:> 5(k _ kl) - %T-"j;ei(k—k')xdx

Notemos que:
j:za(x—a) W Xdx=0 sii al[x,%,]
[ 8(x-aydx=1 sii al[x,x,]

La funcional delta de Dirac se puede pensar confimék de una curva picuda, que se angosta cazla ve
mas, a la vez que aumenta su altura, de tal mauoeral area bajo la curva permanece constanteaé igu

a 1. Por ejempilo:

1 . ¢
A — SI-—<X<¢&
1 6.()=1g > 2772
E O enotro caso

Si hacemos, aplicando el teorema del valor medio:

[ 1008.(3¢x 0 ©)[2, 8, (yex=f ()

Cuanto mas chico es, mejor es la aproximacion> es exacta para

v

& - 0, es decir:

f’m f(x)3(Xdx = f (0)

_________________ [Jemmmmmmmmmmmmmmme

N | ™
N | ™

» Es un hecho conocido que cuanto mas ancho esgs empectral (es decir, cuantos niasincluyo)
mas angosto es el paquete (y viceversa). Lo acabaseover en el ejemplo anterior, donde

Ak =0= Ax - o . Vamos a estimar, entonces, el ancho de un pagudtncion de\k .

11



» Supongamos un paquete de ondas:
Y (x,0) = J._m g(k)ei(k‘ku)(x-xo)dk

donde g(k) es una funcion que varia suavemente en un cigdovalo Ak, k, es el maximo dey k( )y

X, es la posicion del centro del paquete=0 .

gtk t

ey
~y

A
v

>
2

Para estimar el ancho del paquete, nos vamos agratn x determinado y nos fijamos(x,0) — 0

(ie, estamos fuera del paquete)yox (ti€e un valor grandex(Jal paquete). Puede haber dos casos:
a) Supongamos quges tal que}x— x0| >i (nos ubicamos en unalejado del centro del paquete).

En ese caso, la funcice*%)**) oscila muchas veces en
el intervaloAk (pues el exponente es grande):

= laintegral, es decigy (x0) - O

¥

b) Si xes tal quegx - x| < i (unx cerca del centro del paquete):

El exponente de'“%)**) es chico y la funcién apenas
oscila en el intervald\k = la integral, es deciny x( ,0)

tiene un valor considerable.

12



De acuerdo a esto, Ax es el valor aproximado del ancho del paqueteefe's,qix— x0| tal que mas alla

de esex el paquete tiene un valor despreciable, 0og€g0) — 0 ), entonces, una forma de estimarlo es
1 .
cuandox — x| = —. Es decir:
¢ X°| JAV

AxAk >1 2

Este producto esta acotado por abajo, y no debarsenliteralmente. Simplemente indica orden de
magnitud y el valor de la cota depende de cada gadicular. Muestra lo que ya habiamos anticipado
es decir que el ancho del paquete es tanto mast@anganto mas grande es la dispersion d&kosue

necesito para describirlo, es decir, es el rangedatsal.

* Volvamos a la fisica. La relacion (2) es propiacdalquier paguete de ondas. Si ahora pensamos que

esto es un paquete de de Broglie:

k=P pk=2P
h h

Por lo tanto:

Esta relacion es lo que se llamadtacion de incerteza de Heisenbexjqué nos dice? Nos dice que no
se puede medir la posicién y el impulso de unaiqda con una precision mayor que esta. Y no es un
problema de la precisibn de nuestro aparato de daedis un limite absoluto que nos impone la
naturaleza y que proviene, nada mas y nada menegjejla naturaleza ondulatoria de estas particulas
Esto tiene una consecuencia inmediata. No se phedalar de trayectorias. Para definir una trayeatori
necesitamos conocer en cada instante la posicgbimypulso de la particula. Y el principio de ineza,

nos dice que eso no es posible. Noten que, si eomax en un instante dado la posicion de una pkrticu
con precision, perdemos totalmente la informacidbres su impulso. Y si conocemos su impulso, la
particula podria estar en cualquier parte delaspas decir, totalmente delocalizada. Esta rétaci
puede decirse que esta en la base de la mecardoticeu(nos habla del caracter ondulatorio de las
particulas). Si fuera posible medir con total pEri la posicion y el impulso simultaneamente, la
mecanica cuéntica colapsaria.

» Equivalentemente, podriamos haber hecho un ané8lisigar con las funciones inversas de Fourier
gue dependen del tiempy de la frecuencia . Y habriamos llegado a:

AtAa 21

Como la frecuencia esta relacionada con la energia:

Y entonces, surge una segunda relacién de incerteza

13



Insisto, recuerden que, si bien estas relaciortés esotadas por abajbjndica solo orden de magnitud.
Més adelante vamos a encontrar un limite inferact.
De esta ultima relacién vamos a dar un ejemplatr&iliamos los atomos de un gas con luz de una

frecuenciav,,, correspondiente a la diferencia de energia ehtmavel fundamental y el primer excitado,

los atomos pasan a ese primer nivel excitado. Esttaglos excitados tienen un tiempo de vida medio
finito At. El tiempo de vida medio es el intervalo de tiengmoel cual se desexcitan una cantidad
considerable de los atomos, digamos, el 80%. Aéxigtarse, los atomos emiten radiacion de energia

hv,, =E - E,, que puede analizarse con un espectrometro. Losquebserva es que si el estado

excitado tiene un tiempo de vida corto (es deemeginos mas certeza sobre el momento en el cual se
desexcitan los atomos), las lineas espectralesésranchas, o sea, perdemos certeza sobre larfcecue
emitida o, lo que es lo mismo, sobre la diferemidaenergia entre los dos niveles. Por el contrario,

tiempo de vida mas largo, nos da lineas espectradledefinidas.

At >>
E_
E, . 2 T
At <<
E +AE o T
E__ ~
° Av
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Clase 16:Formalismo de Schridinger-Mecéanica ondulatoriadarte

Estoy convencido de que quienes, al oir hablargsonera vez de fisica cuantica, no se
escandalizan, no la han entendido.

Niels Boh

En mecanica cuéntica (MQ) se pueden encarar lmsepos de un modo intuitivo, ateniéndose a la
imagen onda-particula. Esto no es lo que se haetfenmalismo de Schrddinger (1925): se describe e

estado instantaneo de un sistema mediante unadadntiomplejay/, que satisface una ecuacion

diferencial y que va cambiando con el tiempo. Sdimger basa su formalismo en la hipotesis de de
Broglie, las relaciones de incerteza de Heisenfiprg son, en realidad, una consecuencia de ladaddali
onda-particula) y en la interpretacién probabigstie las caracteristicas ondulatorias. Esta pirgrcion

se debe a Max Born y es lo que se conoce comddgpietacion de la Escuela de Copenhague: todo el
curso de los acontecimientos esta determinadogsoleles de la probabilidad, esto es, a un esteldo d
espacio le corresponde una determinada probabilid@desta relacionada con la onda de de Broglie
asociada con el estado. Un proceso mecanico, ganto, va acompafiado por un proceso ondulatorio,
gue nos da la probabilidad de un comportamienterchétado del proceso mecanico.

Por supuesto, esto tiene un caracter estadisBomo discutimos en la clase anterior, en el
experimento de la doble rendija, lesno se “pulverizan” para dar la figura de difracci@narrojo une
a la vez, este va a caer en algin punto de la l[zante cualquier punto sino uno en el que su
probabilidad no sea nula. A media que voy arroja@dgestos van cayendo siempre en otros puntos con
probabilidad no nula. Hasta que, si arrojo un nongstadistico de , voy a observalas caracteristicas
franjas cone'y las franjas donde no ha caido ninguno. EoBegan a la pantalla como bultos enteros
(caracteristica de particula) y es su probabilldaglie se comporta en forma ondulatoria.

Empecemos, entonces, a desarrollar este formalden&chroédinger. Aclaro que no es el Unico
formalismo matematico desarrollado para la MQ, petoviamente, todos conducen a los mismos
resultados.

El formalismo de Schrodinger se basa en una derigostulados. Nosotros no vamos a verlo en esa
forma tan axiomatica, sino que vamos a ir introelnido sus elementos, indicando, cuando sea negesario
cual es el hecho fisico en el que esta basado.

Empecemos, como corresponde, por el principiondmos como ejemplo el experimento de la doble
rendija. Cone’, la probabilidad de que una particula impacte ernintervalo ()gx+dx) vimos que

teniamos que describirla como la intensidad deomda, es decir:
dN 2
— U |@e(x

3 Cleto

Vamos a formalizar este resultado y eso consti@lipeinto de partida del formalismo de Schrodinger:



1) Toda informacion sobre nuestro sistema se deseritravés de una funcion de ongdé,t) tal que la

densidad de probabilidad de encontrar al sistemaartierta region del espacio a un cierto tietnesta

dada por:

dWN (xy.zt) =l (x Y, z,t)|2dxdydz (cf. experimento doble rendija)

Observen que “lo fisico” es la densidad de proldail. La funciony X t, s lo que necesitamos para

poder escribir la densidad de probabilidad teniesmlcuenta las caracteristicas ondulatorias. Eataam
una diferencia con lo que sucede con ondas propi&raichas. En el caso de una onda, la funcién

Y(X,t) la representa (es “lo fisico”). Aca, la funcion aleda es el instrumento para escribir la densidad
de probabilidad, que es lo que podemos medir. Biaego, como la funcion de onda va a contener toda
la informacion sobre nuestro sistema, muchas vieeesyramos a referir a ella llamandolaestado del
sistema

., . ., 2 .
e La funcidon de ondauede ser complejéeso no es una eleccion). Corwd es una densidad de

probabilidad, tiene que cumplir:
.[D;(k[/ (XY, Z,t)|2d3x =1 (1)

0 sea, la probabilidad de encontrar a la partienlsodo el espacio tiene que ser la certeza.

Comoy puede ser compleja, vamos a escribir (1) de ldesiggi manera:
[ (xyzw(x%ztdx=1

= la funcién de onday debe ser de cuadrado integrable y normalizaDacimos quey vive en el

espacio de coordenadas (0 sea, depende de lagcadas y nos da informacion sobre la probabiligad d
encontrar a la particula en alguna regién del éspac
« Como esto tiene un caracter estadistico, nos eavar para calcular probabilidades y valores medios

Por ejemplo, en una dimension:

(x)= jDX x|t//(x)|2dx5 f;l/l* (X)xe(Xdx

donde, por conveniencia (ya vamos a ver la razsgribimos la variable x “ensanguchada” (valga el
término) entrey *X )y ¢ (X).

También va a interesar conocer la dispersion dedhiiss respecto del valor medi® desviacion
cuadratica media (lo ejemplificamos otra vez gpn

o2 = <(x—<x>)2> :<x2 - 2x/x) +<x>2> = <x2> =2(x)(x)+(x)* = <x2> ~(x)* (esto ya lo habiamos hecho)

* Ya vimos que un paquete de ondas tiene un ciegeca® dek’s que, de acuerdo a de Broglie, es
equivalente a un espectro de momenpos/amos, entonces, a introducir el equivalentespeetro dé&’s

como una funcién de onda que vive en el espacio de momentos:



dWN(pX,py, pz,t):‘(o(px, P, pz,t)‘2d3p = probabilidad de que una particula tenga su impatscl

intervalo (p, p+ dp) al tiempot.
‘qp( P, Py pz,t)‘2 es, entonces, una densidad de probabilidad espac® de momentos (o de impulsos,

como quieran llamarlo), y la funcion de onggp,, p,, p,,t)también debe ser de cuadrado integrable y
normalizada:

[P py 20 0P = 0% (b0 Py, POAPL Py, P, DD =1

Por supuesto, se puede calcular el valor medig prababilidades de cualquier funcién que deperda d
los impulsos con esta funciagn (valen las mismas consideraciones que@gn

* Acd introduce Schrédinger los principios de incaatele Heisenberg: las funciongdx, y,z,t) vy

@« p,, py; P,;t) deben sefunciones inversas de Fourie¥amos a ver como se relacionan.

Relacion entrey/ (x, v,z t) y @(p,, by, P,t)

» Consideremos, para fijar ideas, una sola dimen@éspués lo extrapolamos a las tres dimensiones).

En principio la funcidon de ond# X ( s un paquete de ondas que se escribe como egeairde Fourier

(nos paramos en un tiempo cualquiera):
1 ik, X
X) = — k )e™*d 2
W(x) hz”j_mg( Jerrdk (2)

donde g(k, ) es la transformada de Fourier gex .(Bs g(k, ) la funciébn de onda en el espacio de

momentos? No, por dos razones:
- no depende explicitamente del impulso.
- no esta normalizada.

Lo que si podemos decir es que va a estar relataooan ¢ p, ) De aqui en adelante, para hacer mas

sencilla la notacion, vamos a escritkf:=k y p, = p.

Usemos la relacion de de Broglie:
p=ik=dk= dp
h
Entonces, cambiamos variables en (2):
1 (= i
Y09 = [ a(pe’dp
La funcién inversa de Fouriay p(e}:

_ 1 " 3
a(p = [Ly(xerde O

* Cual es laidea, entonceg?p (nd esta normalizada. Entonces, calculamos:



[ o*(mo(pdp=a’z1 (@

La integral “de normalizacion” nos da un namerdidis de 1 (lo llaméa?). Entonces, la funcion de

onda, que tiene que estar normalizada, va a ser:
o) = 9P)
a

Asi cumple con la condicién de ser la transform@el&ourier dey(x) y estar normalizada.

Calculemos, entonces, la integral (4):

o 1 ¢ o x e
[Lo*(ma(pydp=_ [ dp[ ¢*(Xe" dx] w(x)e " dx
V2 g*(p) V2mg(p)

donde reemplazamag p ( y)su conjugada por su expresion (3). Redistribsitose integrandos:

I a*(Pa(pidp=- "o s woad[ o™ )

27 (x=X")

Mostremos la ultima relacion. Recordemos que laesipn integral de la delta de Dirac es:

5(x-X) = %T ["e~dk (cf. clase 15)

Haciendok = P ; dp=rhdk, la dltima integral de (5):

h

o iP(x=x o . .
I_ en )dp:hj_ e*Cdk = 27:5(x - X)

Volvamos a (5):

RO p)dp=2—f [C Y] w(x)a(x = X)X = 1|~ r* (p(Yalx= 1

=1

pues la funcion de onda x (€sta normalizada. Entonces:

@’ == |ap=2E

y la relacién entre ambas funciones de onda esr{amimensién):

1 (e b 1 (e b
W) =——[" gme’ dp=—[" @ pe’ dp
Jor 1-#P% L

ipx

(6)

_ipx

1 0
ap) = w9 " dx

Esto es facilmente extrapolable a tres dimensigraque las tres coordenadas son independientes:



1 oo iPx
Y% y.z)=—3/2f_w¢(px, p,. p,)e " d°p
h (7) donde, obviamente, son integralexetsi

1 o -2
w(px,py,pz)=ﬁj_ww(xyz)e " dx

. Calculemos< px>. Es necesario hacerlo en el espacio de impulsos?

La respuesta es no. Vamos a ver por qué (otraegedpo p, = p):

o o0 o0 —iB(
:j_w¢*(p) pA p)dp:%j_ww*p[j_ww(x)e g dx}dp donde hemos reemplazag¢p) por su

expresion (6).

Integramos por partes la integral entre corchetes:

X P
u=¢((x) dv= e " dx du:aw(x)dx v:—_ﬁe h
oX ip

Di‘”( X)e_iide} - -%e"?w(x)

=0

1 200, W9
ip

—00

El primer término se anula pugs x (dgbe ser acotada para que la integral no divexgaidar que tiene

gue ser de cuadrado integrable), por lo gife — t) - . (eBte argumento lo vamos a usar siempre).

Entonces:
© ® _iB( ® ” _iB(
p> :%J-_oo|:¢* (p) p%j_w%e n dX:|dp: —ihj_w{%j_ww* ( p)e h dp:| al,g)((X) dX

@*(x)

Reordenamos otra vez la expresion:

R AL BT E L

donde escribimos la expresion (8) como el valorimdd ... lo que esta entre paréntesis.

* Llegamos a un resultado interesante. Ha(q@ren el espacio de coordenadas equivale a calcularlo

introduciendo el operador dlferenc(sﬂ-lh—j. La expresion (8) justamente es como si calculésaem

0x

el espacio de coordenadas el valor medio de digewador. La conclusion es que, en el espacio de

.0
coordenadas, ap,lo representamos como el operadEJHha— . Esto es lo que se llama la
X
representacion en coordenadas gde. Obviamente, vale lo mismo para cada componesteeeir:

p :—ihi conx,.= X V,z
S axs XS 1



Y parap:
(0., 0. 0., :
=—jih| —X+—Y+—2|=-ianl]
P (ax ayy azJ
O para potencias dp:
p? = (-in0)d-in0) = -n*0?

El operador impulso angular, en cartesianas:
L, =yp,—zp ~ —in y 2~ zi)

L=Fxp=1{L,=zp - Xxp, - -ik zi—xij

ox 0z

: d d

L, =Xp, = - = X—=—y—
2 = XPy T YR dy yaxj

(si quieren convencerse de que esto es asi, nepig@a alguno de estos casos, la cuenta que lHcimo
recién).

Notacion a los operadores los vamos a indicarl%t@ton un “sombrero”).

e Consecuenciaesto se puede generalizar considerando que,oddatrformalismo de Schrédinger,
cualquier magnitud fisica tiene asociado (es dserpuede representar por) un operador, ya séa en
representacion de coordenadas o en la de impuEsodecir, las variables dinamicas que en mecanica
clasica, representamos como funciones, dentrotd@snalismo, se representan como operadores cuyo
valor de expectacion es lo que uno puede medirgdheral, se puede trabajar en representacion de
coordenadas o de impulsos. Lo mas comun es trabajegpresentacion de coordenadas. Notar que, en

ese caso, se trabaja Unicamente con la funciomdie que vive en el espacio de coordenagla%,. ( )

» Observables fisicos: operadores hermiticos

Por supuesto, no cualquier operador va a repmasemia magnitud fisica medible. Notemos, por
ejemplo, que el operadop,es complejo. Eso no es un problema, porque lo @gueos a medir, lo
“fisico”, es su valor de expectacion, y este, eoésn si tiene que ser real. Para que se cumpléogue

valores de expectacién sean reales, se pide qoeeehdor que representa una magnitud fisica sea

hermitico o autoadjunto:
(©)

donde F! =operadorF transpuesto (seguramente, estas definiciones taxen para las matrices), y se

define de esta manera:
[0F w,d°x =@, Fyd*x
Es decir, cualquier operador opera hacia la funguda tiene hacia- (derecha). El operador transpuesto

opera hacia- (izquierda). Entonces, para sacarletfahay que dar vuelta las dos funciones.

» Si conjugamos la condicion (9):



E-F =] o
Al operador If*(:transpuesto conjugado) se lo llama conjugado ftieomo hermitiano, o adjunto. El
operador que cumple con la condicion de ser igsal adjunto, se lo llama hermitico o autoadjunto.

* Vamos a ver que esto es condicion suficiente (aeingunecesaria) para que un operador tenga valores

medios reales, es decir:
(F)=(F)
<ﬁ>* = |:J-:ol//* (X)ﬁw(x)dsle* = f;lﬂ()?)ﬁ 7/ (X)d3x - I_";w()a()lftl//* (Y()d3X

Como dijimos, el operador transpuesﬁ(‘)es igual al operadol£ operando hacia la izquierda; es decir,

damos vuelta las dos funciones:
(F) =" ¢* Fp(dx=(F)
Un operador que cumple con esta condicion y, pdiafdo, tiene valores medios reales se lo llama

observable fisico

» Por ejemplo, el operadop, no es hermitico (o sea, no es un observable):

(xn) =y soupx=[" 5 2L ox

Integrando por partes:

dv="Lax du=22"2 gy

u=¢g*x V=Y

<>xwwl w

A @ .. 0 *_ h ’
='7*U—w‘” (o] = +bm)

AN = [ (w w+¢»<aij =2 a2 88

Ejercicio: probar que% es hermitico.

» El ejercicio muestra una propiedad mas generahmie se puede construir un operador hermitico a
partir de uno no hermitico, haciendo:
F+F*

2

O=

e Un observable que es solo funcién de las coordenécamo, por ejemplo, el operador energia

potencial\?(x)) siempre es real:



—
<
~

) = [ @V (yix
(V09) = [~ * (o ax

paraqueseanigualesV =V *

» Autofunciones y autovalores
Una cuestion importante es preguntarse cuandestems va a tener una  determinada  variable
dindmica bien definida (es decir, mido esa variai@mica con dispersion nula). Eso va a depengler d

la funcion de onda (es decir, del estado) de léiquéa. Entonces, vamos a ver para qué estados, un

observable puede medirse sin dispersion. Seae observable:

ot~ -

donde (F)es el valor medio obtenido con el estagio Hemos llamado 4!5 —<F>)zp5¢, ya que un
operador aplicado a una funciéon da como resultadofuncion. El operado(1E —<F>) es hermitico, ya

que F lo es, y un namero rea{f)) siempre lo es.
Entonces:
= [ ur (- (Fbax= [y (F -(F)f gax=] glF - (F)]w d*

donde hicimos la operacién de transponer. Volvaaescribir lo que vale la funcigp:

2= [F- Pl - (F) o

A (IE —(F)}ﬂ lo encerramos entre corchetes para indicar(éue(F)) solo actlia sobreyy no sobre el

resto. Entonces:

=["[E-(F)lE - F)kef aox=[" J[E - (F)lof ax=0

El producto de una funcién por su conjugada es@uio de la funcion al cuadrado. Por lo tanto, la

integral es definida positiva. Para que sga= , elGntegrando tiene que ser nulo:

‘('f ‘<F>)ﬂr =0= (F-(F)y=0= Fy =(F )y |ecuacion de autovalores

» Este es un resultado muy importante. Nos dice fjaergunto de funciones de onda (o estados) para
las cuales un determinado observablessta bien definido son las autofuncioneslfd,ey los autovalores
son los valores medios de calculados con esas autofunciones. Esos autovaorespor lo tanto, los
Gnicos valores posibles que puede tomar el obsenBb Ese conjunto de autovalores se llama el

espectro deF .

» El conjunto de autofunciones de un operador hezmés un conjunto ortonormal. En efecto, sea:



Fy, = f,

Fih = foll

dondey, .y, D{ F}, conjunto de autofunciones dre, con autovalored, y f_ respectivamente.
Hacemos:

" Fu,dx= 1| ww,d%

fnwﬂ

Lo v Lo uen= oo

ya que si conjugamos la ecuacion de autovaloresjtel/alor es el mismo pues es un numero realoka d

integrales son iguales pu&ses hermitico F = F*). Si restamos una de otra:

_— - sin=m=(f -f )=0y[ ¢y dx=1

(f,~ ) o dx=0= [y dx=0,,= (o= ) y[:“”’f '
- - sinzm= (f,—f,)20y [ ¢w,dx=0

Entonces, las autofunciones son ortonormales. 8aepprrobar (no lo vamos a hacer - queda para Beoric
2) que forman un conjunto completo, por lo que ti@mison una base del espacio. Entonces, cualquier

funcion puede escribirse como una combinacién lidedas autofunciones de un observable:
X=2.c
n

Vamos a ver cOmo esto se interpreta cuando coesmier el proceso de medicién de un observable.

Nota: esto no es estrictamente valido si hay degeitm. Lo veremos mas adelante.

* Observables que conmutan — Conmutadores

Vimos cuéales son los estados para los cuales hsereable estd bien definido. Ahora bien,
supongamos que tenemos dos observaﬁleysé gue comparten autofunciones:
Fy, = f.,
Gy, =9,
=las ¢, tienen bien definidos a ambos observables. Veamasdo dos observables pueden estar bien

definidos simultaneamente, haciendo:

GFy, = .Gy, = f.o4,
—— ——

fnl//n gn‘//n

FGwn = gnF(/ln = gnfnl//n
— —
9ntn flln

Restando miembro a miembro:
(GF -EGly, =0
Como ademas, cualquier funcién puede escribirseocoombinacién lineal de autofunciones de un

observable, entonces también:



(élE - Ifé))( =0
Esto significa que aplicar primerlé y despuésf; sobre una funcién es lo mismo que aplicar prirréro

y luego F.El operador(élf - Ifé) se llama conmutador d& con Ify se denotzié, If] (también se

dice queé conmuta conF ). En la préactica van a ver propiedades de los ctatores.

» Entonces, la conclusion es:

—=Dos observables pueden estar bien definidos simadtaente si su conmutador vale 0

=0Otra consecuencia importante es que si dos obdesvatnmutan, comparten autofunciones.

Por el contrario, vamos a ver que si dos obsersatibeconmutan, va a haber una relacién de incerteza
entre ellos (es decir, no pueden estar bien dengimultdneamente). Veadmoslo para un caso conocido

calculemos el conmutador de y p,. Para calcular un conmutador se lo aplica sobee funcion

cualquiera:
[%B,]p = (5, - DX)¢ = —ih(f(% —%quﬁ = —ih(x% ——a((;‘x‘”)j = —ih(x% ~¢- x%} =ing
—|[%p ]| =in

X'y p,no conmutan y ya sabemos que hay una relaciéncde@za entre ellos. La proxima clase vamos

a calcular esa incerteza en forma exacta.

* Les dejo tres ejercicios para demostrar usand@itendido en esta clase. Los resultados vamos a

usarlos la clase que viene.

SeanA y B dos observables fisicos (=operadores hermiticaand3trar :
1) (AB) = BA

2) [A, é]+ = —[A, é] (se dice que es antihermitico) (hint: usar alltado 1))
3) Si escribimos (sin perder generalidad) que:

lA, I§J: iC entonce<C es hermitico.
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Clases 17Formalismo de Schrodinger-Mecanica ondulatorfd{2arte
Clase 18 Ecuacion de Schrodinger - Teorema de Ehrenfeshite clasico - Corriente de Probabilidad

En la clase anterior comenzamos a desarrollasretdlismo de Schroédinger, entendiendo que es un
formalismo matematico que incluye las hipotesis surgieron de la experiencia, y nos va a pernatir,
menos formalmente, resolver e interpretar fenOmendsticos. En esta clase vamos a ver quiza los
puntos mas importantes. En particular, hemos venaidando de la funcion de onda, como esa funcion
gue contiene toda la informacién sobre nuestremiat (por eso la llamamos tambiénestadodel
sistema) y que nos permite calcular las probaldiéday valores medios del sistema. Pero, la pregunta
fundamental esje dénde sacamos la funcion de onda?

Antes de responder a esa pregunta, vamos a ugrasgonsecuencias y caracteristicas de la mecéanica

cuantica.

* Proceso de medicion

En la clase anterior encontramos que, para quastema tenga bien definido un observable fisico,
debe tener asociado una funcion de onda que setutitn de ese observable. Y los Unicos valores
posibles que puede tomar ese observable (los Unigespodemos obtener de una medicion) son sus

autovalores:

'Elﬂi =<F>il//i =t

donde{y;} es el conjunto de autofunciones del observabley los vanres(F)i = f; son los autovalores
(=valores posibles-el espectro) de, gue corresponden a los valores mediosFdealculados con las
autofuncione{(//i}. También vimos que el conjunto de autofuncione& @s una base del espacio.

Pero, qué pasa si tengo un sistema cuya funci@md& asociada no es autofuncionFd@ Qué valor

de F vamos a medir?

Un estado que no es autofuncion lo llamaestado mixtoSea¢ ese estado. Como las autofunciones
de F forman base, podemos escribir al estag@omo combinacién lineal dg,}

Q= ZCllﬂi donde{c,} son los coeficientes de la combinacion lineal, puweden ser nUmeros complejos.
i

Calculemos el valor medio de para este estado:

(F)=. o Fat’ =I:[ZC?‘/J?ZW}13X:I:{Z,Zq*qw?wi}d&:

]

=ZZC?QJ_Z YRy dgFZZC?‘%fifilﬂilﬂidgsz@Q f ZZ|°||2 f
i T P — i

Encontramos que el valor medio Bepara este estado mixtp es:
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(F) =2kl %] @
« CoOmo interpretamos este resultado? Cualquier vadalio lo calculamos como:
(F)=Xnl @

donde p, =probabilidad de mediff,, y estos son los valores posibles de la magritudomparando (2)

con nuestro resultado (1), vemos que, en un estaxto, tengo probabilidau’pt:l|2 de medir el valorf;.

Es decir, solo puedo medir los valoreskleque corresponden a las autofunciones que fornaa ge la
combinacion lineal, y estos, con probabiliqerﬁ.

* Qué pasa después de la medicidbn? Recalquemosyertyeque solo puedo medir los valores que
F puede tomar, es decir, sus autovalores. Supongguemedimos y encontramos que nuestro sistema
tiene un valor f . Una vez realizada la medicion, ya no hay diferenirobabilidades para diferentes
valores deF . Ahora tenemos la certeza (es decir, probabilida)ide que nuestro sistema tiene el valor
f. (es lo que medimos). Entonces, después de la ibediambién tenemos la certeza de que el sistema
va a tener asociada la funcion de onda que comespa ese autovalor, es degl,. Ese era el estado de
nuestro sistemantesde la medicién? No podemos saberlo. Solo podemeguaar que, si estaba en un

estado mixtoy, formaba parte de la combinacion lineal. Decimas, @i medir, proyectamos la funcion

de onda de partida en la autofunciénl%jque corresponde al autovalor medido. El sistenparir de la

medicion, va a seguir en el estagip.

* Relacién de incerteza general
A partir de las propiedades de los paquetes de emmos que Heisenberg postuldé que ciertos

observables fisicos no se pueden determinar sinadtéente con total certeza. Asi, llegamos a que:

(cf. clase 15)

donde, recordemos, estas relaciones estan acqiadabajo, perai, en este caso, no indica una cota
inferior exacta, sino un orden de magnitud.

* Vamos a encontrar ahora una relacion de incertezergl.

Supongamos dos observablésy B. Sin perder generalidad, establezcamos que:

esto equivale a redefinir el cero de nuestro apalamedida. (3)

Lo que queremos calcular es cuanto vale la incerenre estos dos observables. Eso lo vamos a

determinar calculando ,o,, dondeo es la dispersion.
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Vamos a usar un operador auxiliar, que no signifeda ni es hermitico:
O=0gA+iB dondea OR

Vamos a calcular:

0< jmw

éwrdsxz 0 ya que el integrando es definido positivo.
Gy d*x=[" (6w) (Gwlix=]"[lok -i& ' |[(aA+iBlyJox=
=" a?(Ry JAgpox+[" By (Bukx-ia[" By JAgkex+ial” (Ay \Bykx

donde los paréntesis indican que cada operadoraetiando sobre la funcion dentro del paréntesis.

Como los operadoreé y B son hermiticos:
A =AyB =B
Entonces, apliguemos la operacion de transponer:
0< azf W ANy d3x+f W BRY d3x+ia'j_oo l//*(‘ BA + Aé)// d3x =
= () + (&) +ia(|AB)
Ahora bien, las dispersiones cuadréticas media (Jeé son:
2 _ [ a2\ _/ A 2 _ /A2
ou=(K)~(A) =(A)
2 _/R2\ _/B 2 _ /B2
o5 =(B7)~(B) =(¥’)
por la condicién (3). Por otra parte, como probaga la clase anteriq;&, |_3,J: iC, con C hermitico.

Entonces:

A

O<a’oi+o; - a<C>

Esta expresion vale para todpo, por lo tanto, podemos considerar que es unadoncuadratica de
a que esta totalmente sobre el eje de las abcisas.

Esto nos impone restricciones solwrg y o, pues debe tener una

f(a) Unica raiz real o raices complejas, es decir:
~ ~\ 2
(C)£,(C) ~40%0?
a, = 202
JA
I El discriminante tiene que s&r0:
y 2\ 2 2_2 <é> ‘<|-A’ éb
<C> —40,0,<0= |0,0g 2 = 4)

Ahora si obtuvimos una cota minima exacta. Por gigm

[x, px] =ih= 0,0, 2%
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Por supuesto debe entenderse que este es el mialorgposible. Es decir, cada caso particular puede
tener su propia incerteza, pero nunca va a sechiéas que esta.

» De esta relacion de incerteza general se ve clatangeie aquellos observables que conmutan pueden
estar bien definidos simultaneamente. Es decird@imcer mediciones de ellos simultaneas tal gse su
dispersiones valgan cero. Y, tal como vimos enldgecanterior, un sistema puede tener asociada una

funcidon de onda que tenga ambas magnitudes bi@nd#ef, ya que comparten autofunciones.

» Ecuacion de Schrodinger

Hasta ahora, todo esto es lo que hemos venidordésiado y se vio como la funcién de ongdXx,t)

contiene informacién sobre el estado del sisteﬁw#ﬂ(a?,t)frepresenta la densidad de probabilidad de

que el sistema se encuentre en un cierto estadmyg cualquier variable dinamica se representa por u
operador hermitico con ciertas propiedades. Sireegobla gran pregunta es:

Todo muy bien, pero... ¢De donde sacagst) ?

“Si estamos hablando de ondas, tiene que habergnacion de ondas:”
Esto es justamente lo que cuenta Félix Bloch emastcdota, que parece ser el disparador paralo qu

vino despueés:

Al final de un coloquio, oi decir a Debye algo paEd® a esto:

“Schrodinger, realmente usted no esta ahora mismabjando en un tema
de verdadera importancia ... ¢por qué no nos expaaeelsis de De Broglie,
que parece haber atraido la atencion de algun se2to Asi, en un coloquio
posterior, Schrodinger dio una bellisima explicacide cémo De Broglie
asocié una onda con una particula y como obtuvadgtas de cuantizacion...
exigiendo que una 6érbita estacionaria tuviera umedio entero de longitudes
de onda. Cuando Schrodinger hubo terminado, Debysered que esta
manera de hablar era un tanto pueril Para tratar apropiadamente con
ondas, debemos tener una ecuacion de ondas.

Félix Bloch,Discurso en la American Physical Society (1976)

Asi nace la Ecuacion de Schrddinger...

Vimos que el problema del &tomo de hidrégeno der Boa equivalente al tener ondas estacionarias.
De esta manera, de Broglie logra enumerar los esveél atomo de H que se adecuan a los datos de la
espectroscopia. Volvamos un poco para atras:

Segun Bohr: Orbitas “estacionarias” (¢ ?), aplio el principio de correspondeneia L, =n#

Segun de Broglie: relaciones de cuantizacién condiciones de ondas estacionarias
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Bohr De Broglie

Orbitas “estacionarias” (¢,?) ondas estacionarias
= L,=nh L,=n2 = 2nr=nA

Lo que hace Schrédinger es intentar poner en falenacuacion de ondas las ideas de de Broglie. El
punto de partida es la ecuacion clasica de D’Alainbee dice que, por ejemplo, para una cuerda
vibrante con sus extremos atados (lo importantgues no se tenga al tiempo en consideracion), la
ecuacion es ésta:

Ondas estacionarias: ecuacion de D’Alambert
D°@(X) +k*@(X) =0
La ecuacion, incluyendo al tiempo, admite comoaoéhu

Y(%1) =e"“¢x)
Entonces, qué es lo que vamos a hacer? Partienidoedgeacion de D’Alambert, incluyamos la relacion

de de Broglie:

Entonces:
p 2
D2¢(7<)+; AX) =0
Si la particula se mueve en un campo conservativo:
_p S 2 _ \/(S
=X +v(x) = p?’=2mE-V(X)
2m
Entonces:
. 2m v
T@(%) +~ 7 (E-V(0)p(x) =0

Reordenando, obtenemoseleuacion de Schrodinger para el caso estacionario
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—h—zﬂzcﬂ(i) +V(X)@AAX) = E¢AX)
2m

2
—%Dz +V(X)=H| = operador “hamiltoniano”

iTodo cierra! Recordemos qup” =—%°0%y, por lo tanto, lo que estamos obteniendo, ampdetiesta

ecuacion de ondas estacionaria, es un problematdeatores de un operador “energia”

Pero este no es el caso mas general ...

La ecuacion de D’Alambert es un caso particuldadeuacion de ondas
1 9°
D% (%,1) —— —@(X,1) =0
(X1 2 atzw( )

gue incluye tanto las soluciones estacionarias aoorestacionarias. La ecuacion de D’Alambert dbscri

bien los modos normales de vibracion, pero no descuando hay un pulso asi:

Por ejemplo:
Mantiene la forma y se propaga de uno a otro extrem
¢Entonces? La misma limitacion tiene la ecuacion de
Schrddinger estacionaria... vale solo paestados
estacionario§ = ondas estacionarias), pero no vale para

estados mas generales.

¢, Como hacemos? Vamos a hacer lo que ya se haihia imeichas veces a lo largo de la “prehistoria”

de la mecanica cuéantica:

» Partimos de ugaso particular= para llegar al caso general

» Ensayemos: partamos BéAlambert = para llegar a la ecuacion mas general de ondas

Qué es lo que vemog: no esta bien definidas tiene que desaparecer!

Entonces:
k = 2 = ﬁ
A C

Reemplazando en la ec. de D’Alambert:
wz

I]an(>”<)+—2 AX)=0
C

Multiplicando pore_i“ ;

2
o w B
D?’pX)e™ +— @x)e’ =0 _, los modos normales también
WX L,ﬁ satisfacen esta ecuacion
2
—C—lzjt—zwm)
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Si esto vale para los modos normales, también tigreevaler en general, o sea, cuandao esté bien
definida.

» Hagamos lo mismo con la ec. de Schrédinger. DOstens?

Como E =ha = tiene que desaparecer esa dependencia!

« Sigo los mismos pasos que en el caso anterior:
hz
~ o D(X) +V (X)@A(X) = EAX)
m

Multiplicando pore_m ;

2
I e g)e ™ 4V (R)aAR)e™ = hap(R)e
om- 82° 4
y(x0 w30 ERN
20t

Entonces:

_h_z D% (X,t) +V (X (X,1) = ihgl//(i,t)
om ot

Esta eda ecuacion de Schrédinger mas general (caso asta@rio y no estacionario)

* Notemos:

" ( P D2+V(X)J¢(X):E(p(>?) = He(x) = Eg(x)

2m (idet)

es una ecuacion de autovalores¢ se factoriza)

< Estados estacionariog/(X,t) = g(X)e"“

R ﬁw(i,t) =ih%t//(>”<,t) =H =ih% = operador Hamiltoniano  se ve porquUE At =7
——

% Para un estado estacionario:
(A =[¢* xDAPKY d'x=[g* (R AgRe ™ d*
= [ MA@ Ex=(A)t=0) idet
Esto muestra porqué hablamos de estados estacamas valores medios son independientes del

tiempo.

» Ecuacion de evolucion déA> y constantes de movimiento

Apliqguemos la ecuacion de Schrddinger para enagnén general, como evoluciona en el tiempo el

valor medio de un observable. Calculemos:

d(A d -
%:afmw*wd%
QY* A ~ 0
=[ Za A ae S ] gt A o
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* Usando Schrodinger:

oy _ i oy* _ i+
_:__H __H* *
AL A B

d<A> i a A A K 3 9A 3
ngjm [(H WAy -y AHz//]d x+[ @ PR
Como H es hermiticoH* = H'= est& aplicado sobr¢* y no esta aplicado sobréz//: lo damos

vuelta;

@ﬁjm Ay -+ Aﬁw]dsxﬂmw*‘;—’?w d

=] [z//*(HA —Aﬁ)w]d3x+jmw*%§w d*x

@ - <[|3|,A]>+<%> ecuacion de evolucion
ot

" dl A
* En mecanica cuanticaA constante de movimiente> % =0

Entonces, debe darse:

> ?9_? =0 (A es independiente del tiempo — generalmente enasdiformalismo de Schrédinger)

> lI:I , AJ: 0 = operadores que conmutan cbin
Consecuencias:
Si A cte de movimiento:
<> <A> independiente del tiempo.

([AB])

> )

& A y H pueden estar bien definidas simultaneamente (racorg, >

A y Htienen unconjunto de autofunciones comunes. Esto es muy importa@eque, como en
mecanica clasica, en mecéanica cuantica usamostatantes de movimiento para resolver un problema.
También, como en mecénica clasica, vamos a vecapee constante de movimiento esta relacionada con

una propiedad de simetria del sistema. Por lo taastdo un problema, se pueden buscar las constates
movimiento buscando qué operadores conmutan Iltoo cudles son las propiedades de simetria del
sistema. Entonces, vamos a plantear:

Hy =Ey

Ay = Ay

y, en general, el estado del sistema va a quegackicado por el valor de la energia y de lastaries

de movimiento. (Cuidado: vamos a ver que esto taguenas restricciones).
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* Una aplicacién de la ecuaciéon de evolucion...
El limite clasico de la mecanica cuantica. Teorema Ehrenfest

Seay (x,t)la funcion de onda (en una dimension) que deselilestado de la particuléx} el centro del
paquete, Y x)(t) la trayectoria seguida por el centro del paquetdd de la particula! ya sabemos que no

podemos hablar de “trayectoria de una particulajpestado esta descripto por el paquete comodm to
que, inevitablemente, tiene una cierta extensipaa@al.

« Dejo comoEjercicio, Mostrar que (de las 2 formas, de primeros

principios y usando la ecuacion de evolucion)
L)
a ' 1y
d{p,) __[ovV(®)\ _ d®  m"”
- _<FX>
dt X
Estas ecuaciones parecen las ecuaciones clasipasmeedio...

* Pregunta (capciosa...)

El centro del paquetex), ¢obedece entonces ecuaciones clasicas? Se conefiizamente?
RespuestajNo! Veamos por qué

<FX> % FX‘ X=<X>
—— —

Fx promediadosobreAx  F aplicadasobre <x>

Caso limite si Ax<< otras distancias involucradas, se puede aproximhgaguete por su centro e

ignorar el principio de incerteza. En ese casdiayodiferencia apreciable entre la descripcionicdag la

cuantica de la particula. Estamos en lo que salklrflimite clasico”.

» Algo ¢ contradictorio? con lo anterior: CAmara deshia
En fisica de particulas se usa un dispositivo spidlama cadmara de niebla (o, eventualmente, de
burbujas) para visualizar el paso de particulaatsuficas. Es un compartimento cerrado que sera lle

de niebla (es decir, pequefias gotas de agua eensisp) y se hacen pasar particulas subatdomicasupor
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interior. A su paso, estas particulas van despeendi electrones de las gotitas de agua (las ionyzpar
lo tanto, se observa un rastro brillante (formado lps gotitas ionizadas) que va mostrando por €énd
pasa la particula subatdbmica. La pregunta es. Dgioue no se pueden definir trayectorias para estos

entes. Pero, no es esto la trayectoria de lacpta¥ Se los dejo para pensar ....

» Corriente de probabilidad (Max Born — 1926)

Jugo un papel central en la aceptacion de la irg&@ion probabilistica de la funcion de onda.

* Vamos a encontrar algunas propiedades de la delhdedprobabilidado(X,t) :

= P, =g (%1’ — ; ; 5 .
como funcion del tiempo, no tiene por qué estaaligente

- j,O(Y(,t) d®x=1 = repartllda en'todo el espac.ﬂ.t' = puede desplazarse como
un fluido sujeto a la condiciém = cte (en este caso, sera

probabilidad sobre todo el espacio = cte)

Los fluidos o la carga eléctrica satisfacen unaeiém de continuidad que dice que, punto a puotiy t

el fluido (la carga) que entra, sale (por consadrade la masa o de la carga)

m ecuacionde continuidal
Conserva@n q op +03=0
probabilidad (?) ot

» Veamos si podemos encontrar una ecuacion de cafdohypara la probabilidad. Tenemos que

l//l//l//

“fabricarnos” unaa—t |l//|

» Partiendo de la ecuacion de Schrédinger:

Loy ht o,
ih——=—-——0%+V
ot 2m YV

Multiplico por ¢*:

2
g =Ty oty vy 5)
Conjugando esta ecuacion, resulta:
oy* _ n’
iy S =gy vy ©)

dondeV/J/R (salvo que haya un campo magnétl%(). Restando (5)-(6):

¢, 40}

t [w* W -y ]

Ih[l//*

p

ot
El laplaciano es la divergencia del gradiente:

a_'o:_h_z * — *
n 2m[w 0.(0g) -¢0.(0g*)]
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» Usamos la siguiente identidad vectorial:

O.0A) =A0A+ A0 = A0A=0.(JA) -ATA

con lo que:
i ‘Z—f:—ﬁ—[w*m.(mw) - g0 ]

m

O(@*Oy)-0g.0¢*  O.@0p" -0¢*Oy

_0p _ h°
h—=——/|0\@g* Uy - *)-(Uy* Oy -0Opdy*
in= Zm{ (w*Dy-yow*)-(Oy il w)}
» Finalmente:
a_p:—i * — *
o0~ o MY Dy —yy)

con lo que, queda definido deensidad de corriente de probabilidajj:

3=y y-goy)

2mi

y la ecuacion de continuidad:

a—'O+D.5:O
ot

> Extrafia forma la d& , ¢no? Interpretemos:

”—L * - *
J—Zmi( Oy -¢Oy*)

=Ly (O + O]

=l by ﬁ*w*]:l{w*fwﬂw*ﬂw) }
m 2 m m

» Entonces: Forma “mecano cuantica” de densidad de corriente:
3
~ densidad (de probabilidad _y ';l = fraccibn  de
J= Rg{w* Bl/l} . N’
m particulas por u de V) por la velocidad (operadogn
gue se desplaza. Estadisticamente esta repeesmel
flujo de particulas.

» Volviendo a laecuacion de continuidad:

0 -

% +ni=o0

ot

como dijimos, representa la conservacion (en ea$®) de la probabilidad en forma diferencibh div

de un campo vectorial en un punto es el flujo aec@enpo vectorial por unidad de volumen, cuando el
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volumen tiende a 0. Por lo tanto[siJ >0, las lineas de corriente se alejan del punto gelasidad

disminuye. Lo contrario, §il [J <0, las lineas confluyen al punto y aumenta la dexsid

0.J <0= paumenta 0.J >0= p decrece

» Integrando sobre un volum&h

Ivz—fd& = —_[VDJ d®x

Por el teo de la divergencia:

9 .
ELpor”x:—ﬁs(v)lors

le 0 d*x = prob. deencontraruna part. enV
donde: .
—ﬁSN)J. dS = flujo entrante- flujo saliente

Entonces, se puede interpretar esto, desde un gantigta estadistico como que:
% La probabilidad de encontrar una particula dentre dn recinto va variando con el tiempo

debido a la fraccién de particulas que entran esalel recinto.

Ejemplo J para una particula libre cuya funcién de ondauseaonda plana (no es una “buena funcién

de onda, pero va a ser Gtil cuando resolvamos gmuds en una dimension. Ademas, puede considerarse
como una componente de un paquete de ondas.)

Lo 21,2
w(x,t) = Aé®* con o= h2k
m

p(Xt) =l (x,0)" =|A°

3% =5 [ Ar () A -
_ Aei(R.x-m)(_”z) A* e—i(R.)‘(—aI)]

v A2 nk Notar que es i de

J(x1) = W m t = estacionario

Este resultado es justamente que la corriente psoédlcto de la densidad por la velocidad que tiane

particula cuyo impulso gs=7k (recordar que la onda plana esta totalmente didada).
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+ Condiciones de contorno de la funcion de onda

> J nos da informacion sobre las condiciones de coatque debe cumplir la funcion de onda. Si bien
hay métodos mas “ortodoxos” para determinar didw@sliciones (Teorica 2), podemos determinar
dichas condiciones de contorno, no en forma tacigae/ elegante, pero si con sentido fisico.

» Por ejemplo, supongamos una particula que se est@mido en un campo de fuerzas cuyo potencial

V(X) es discontinuo (esto es una aproximacion, ya vanvas en qué casos es valida!)

= El flujo de probabilidad al atravesar una discamtiad tiene que ser continuo: tanta probabilidad

entra a esa zona del espacio como sale (no puedargorobabilidad “atrapada” en la discontinuidad)
J debe ser una funcién contingapor la forma funcional de , entoncesy y O deben ser continuas.

Con esto, ya tenemos los elementos necesarios igiestdds para encarar problemas de mecéanica

cuantica.

V(X) A

D 4
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Clase 19: Potenciales en una dimensién — Pozo finito

Vamos a resolver algunos problemas de potenca&iesna dimension. Qué significasolver en
mecanica cuantica? Pues resolver un potencial @ntar las energias y los estados posibles de una
particula sometida a ese potencial.

» Sea una particula que se encuentra en una zona dbpdtencial es un pozo finito.

V(X)A A
-V, '\
<

Podria ser una version ultrasimplificada de unematémico. Por supuesto, es una aproximacion ga qu
no existen potenciales discontinuos, pero es ueadaproximacion mientras la region de variaci@n se
mucho menor que las dimensiones tipicas del prables decir, el ancho del pozog<< 2a. También,
teniendo en cuenta las propiedades ondulatorida garticula, tenemos que pedir gag< A4, donde

A es el orden de magnitud de la longitud de onda geuticula.

El potencial es:

0 x<-a regionl
V(x)=<-V, —asx<a region2
0 x=a region3

Vamos a calcular los estados estacionarios, pquép como hemos visto, la parte temporal de laidumnc
de onda se factoriza:

Y (X,t) = g(Ne'“ dondecuzs
Consideramos la ecuacion de Schrodinger para elestacionario:
~2m

2
{ ;l 0? +V(7()}¢($<)e““‘ =E¢(Xe' la parte temporal se simplifica.

2

Como el problema es en una dimensigh=—;
X

&;—:ﬂ% +V(X)}¢(X) =Eg(x)

Como el potencial no es continuo, planteamos la@6n de Schrodinger en cada una de las regiones y

empalmamos la solucién con las condiciones de comto
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Tenemos que considerar, ademas, que hay 2 casos:

a)-V,<E<O0

b) E>0

Las soluciones (y el comportamiento de la partiemhaconsecuencia) van a ser distintas considedasdo

dos casos posibles. (si a alguien se le ocurregalarel casoE <-V,, es libre de hacerlo, pero va a
encontrar que la solucién es nula). Comencemaos por:

« a)-V,<E<O0

Para esta zona de energias, los estadosstados ligadasClasicamente, la particula estaria atrapada en

el pozo de potencial.

Planteamos para las tres zonas:

1) -2 6,0 = EAK

n? d?

2) - 2 a2 ¢2(X) -V,9,(X) = E@,(X)
n? d? B

3) _%W%(X) = E@;(X)

Noten que non tres funciones de onda diferentes, sino &ss“trozos” de la funcion de onda para cada

region. Es decir:

4,0 x<-a
P(xX) =19,(x) —a<x<a;conenergiak

P5(x) x=za

Reordenemos las ecuaciones para reconocerlagrideeta derivada segunda:

) ¢1() E¢1() 0

d? 2m B
2) W@(x) +?(vo +E)p,(x) =0

) ¢3( )+ TER()=0
Definimos dos constantes (noten que contienereadegia y que son positivas):

k2 —?(V +E)>0 y? = ——E >0 (recuerden que, en este caBos ) 0

Comoky y tienen dos valores posibles (< 0 6 > 0), considesk > 0y y >0.
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Entonces:

1) —jz¢1(x)—y2¢1(x>=o
X
G o
2) d 5@, (X) +K°@,(x) =0
X

d2
3) F%(X) - V$,(x) =0
X
Son tres ecuaciones de Euler homogéneas, cuyasos@s son (elegimos alguna de las posibilidades):

1) 4,(x) = A" + Be™
2) ¢,(x) = Ccodkx+a)
3) #(x) = A" + Be™”
» Para encontrar las constantes y empalmar lasdhesianes, aplicamos las condiciones de contorno.

Una primera condicidén es que las funciones de aletl@n ser acotadas, es decir0en los extremos.

Esto es condicién de que sesstados ligadas€Entonces:

$(X - —@) -~ 0 = B =0 = ¢,(X) = Ae"

Ps(X - +o) - 0 = A =0 = ¢;(X) = Be”
Las otras condiciones de contorno son que la fandié onda y su derivada deben ser continuas.
Entonces, planteamos en las discontinuidades dehgial, y dividimos las ecuaciones 2 a 2:

4(-a)=¢,(-a) = Ae™ =Ccog-ka+a) o
dg  _46, g =—kcsef-kata)]” —ktg(-ka+a) = ktg(ka-a)

dX X=—a dX ‘xz—a

$,(a) = 4,(a) = B,e™ =Ccodka+a) @
=ktg(ka+a

dg, _dg, = —-B,)e™ = -kCseifka+a) =gl )

dX x=a dX x=a

La ultima condicion de contorno es que la funciérodda debe estar normalizada:
[ ¢ (0p(x)dx=1
[ (08,09dx+ [~ 8, (x)8,(x)dx+ [ 5, (9, (x)dx =1
-—a 2 a 2 o 2
[ 18.09] dx+ [ |, (9] dx+ [ (x)] dx=1
» Las condiciones (1) y (2) deben ser iguales, em®inc

ktg(ka- a) = ktg(ka+ a) — esta condicion nos va a dar los posibles valogas d

Definamos:y =ka-a:

ktg(y) =ktg(y+2a) =20 =nn=|a=n—
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Dados los posibles valores de tenemos 2 tipos de soluciones, dependiend@sipar o impar:
1)npar =>n=2m

@,(x) =Ccoskx+mmn) = iCcos(kx) = Ccos(kx) (el sg no importa; esta implicito €)

Esto corresponde a las soluciopeses o simétricas> y = ktg(ka) (3)

2)nimpar =n=2m+1

2m+1

@,(x) = Ccoskx+ 1) = +Cserfkx) = Cserfkx)

Esto corresponde a solucionegpares o antisimétricas> y = —kctg(ka) (4)
« Replanteando las condiciones de contorno:

1) npar:

Ae™® = Ccog- ka) = Ccodka)
Aye* = —kCself- ka) = kCserfka) A=B

Be " = Ccodka) C= ALk/ sei(ia)
B,)e " = —kCsetfka)

2) nimpar:

Ae™® = Csel{— ka) = —Cser{ka)

Aye* = kCcoq- ka) = kCcodka) A T/_Bes“""

Be ™ = Cserka) C=ALS di<a)
B,)e ™ = —-kCcodka)

Noten que todas las constantes quedan en funciom\ deEsta se encuentra con la condicion de

normalizacion.
» Todavia falta encontrar las energias. Las condisidB) y (4) nos van a dar las energias permitidas.
Como son ecuaciones trascendentes, vamos a alasglarpoco:

1) Para lagunciones pares:

y = ktg(ka)

V2 = Ktg? (k) = —2ME = 2m(v, +E)

tg*(ka)

h? h?
2mV, 2mV, k?
Como y* = ° — k? = kK*tg®(ka) => —=2 = k*{1+tg®(ka)) =
y2 h2 g ( ):> hz ( g ( )) co§(ka)
h? a’
= cog(ka) = (va)kzg (multiplico y divido pora’ para que quede todo en funcionkdg

2
= cog(ka) = thVaZ (ka)®

(o]
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Sacando la raiz:

codika) = i(

Hay que considerar algo mas. Coma ktg(ka) y consideramos que>0 y y >0, entonces:

2mv,a’

2

i f(m)

2mv,a’

f (ka) = [codial) :(

tg(ka) >0=

(ka) 01 y 3 cuadrante

2) Para lasunciones impares

y = —kctg(ka)

Se los dejo como ejercicio. La condicién resulta:

serfia) = (

2

1
/AT
]t

o

Pero ahora

tg(ka) <0=>

(k) 2% y 4° cuadrante

*« Resumien

do:

1) Pares o simétricas:

codka) = ( 2mh\j = j; (ka)

(o]

(ka)01*"y 3 cuadrante

0.8 -

0.6 -

0.4 -

0.2 J
)

11

ka
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2) Impares o antismétricas:

serfka) :[ U f(ka)

2mv,a’
(ka) 2%y 4° cuadrante

o8 ! / / e i
/
o.6 K : 0y |
S

0.4 -

Los puntos de interseccion entre la recta (rojasylineas llenas (rojas) de las figuras marcavatsres
de (ka) que son solucién de las ecuaciones trascendentestras que las lineas punteadas muestran

donde no hay soluciones.

Para visualizar mejor las soluciones, grafiguemos
ambos conjuntos en un unico grafico:

‘/f "f" R /V // '/ ’/
I’ J 4 f’ f’ g l’
L / / # / / / / -
0.8 / / s ¢ 4 / / s
s 7 4 i / / )
L 1 / l
osl ; ; / AN AN .
/ / / ! /! /!
’ I ’ ’ A2 1 ] ]
0.4 — s s s s 4 Id —
J i Q / 7 ; .
4 7 Al 4 4 4 4
7 317 ;/ 7 7 / /
0.2 5 ] ] J ] s N
4 ) ) ) / / i
s r s s s s
U ¥ ' 4 4 ) ’
| . . . . . . . . .

» Podemos notar que, cuanto mas profundo es el poayofV,), la pendiente de la recta es menor y se

tienen mas estados ligados. En particulaY, si- o, tengo infinitos estados ligados;\§i - , t@ngo un
anico estado ligado, simétrico. Se obtienen niveéesnergia discretos.

* Las energias tienen expresion analitica en el gas®, - « (pozo infinito — recordar que “infinito”
en fisica, significa muy grande respecto de otia&dsiones). En ese caso:

T, _n_2m

ka=n——=k-°=——=—I(V. +E
2 4a2 hZ(O )
2 2
:>En=—V0+nn22
8me

» Observemos que, contrariamente a lo que sucedeast@&nte, la minima energia (tanto para el pozo
finito como para el infinito) no esV,. Esto es una consecuencia del principio de incartga que la
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minima energidiene que ser compatible con la minima incerte#eeda posicion de la particula y su
impulso (y esta, no es cero). Calculemos cuali-iizivamente esa energia minima, teniendo en auent
el principio de incerteza, en el caso del pozmitdi

Si AxAp = h/2 (un valor mayor o igual /2) y Ax=2a (ancho del pozo)

EntoncesAp =~ h/4a

La minima incerteza que vamos a tener en la eneiggéica sera:

AT = (Ap) _  h*  _(2m)* _ h*| esto es justamente AE por sobre-V,en el primer nivel
2m  2m(4a)’ 8mda® 8md

del pozo infinito. M&s alla del valor cuantitatifgue obtenemos por haber asignado una incerteahagu
h/2), lo que esto muestra es que, por el princigionderteza, la particula nunca puede tener unaiene

igual al minimo de energia potencial.

* Veamos qué pinta tienen las autofunciones. Deligrafe observa que las soluciones simétricas y
antismétricas se van alternado, empezando poriorarga. Grafiguemos las tres primedensidades

de probabilidad(no las funciones de onda). Superponemos el gréfica densidad de probabilidad con
el pozo de potencial, para que se vea por dondgtemde la funcion.

e n=1: funcion simétrica 1§1)

e X< -a e X< -a
po(x) O{coskx) -asxsa =|dg(x)| Oicof(kx) -asx<a
e X=a g 2 X a
71
A2

El cos no tiene ningan nodo en la zona del pozo.

7 2n
A ComokiasE > —as—=|A=4a
Fuera del pozo, empalma con las exponenciales.

* n=2:funcién antisimétrica 1A1)
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e X< -a e X
pa(x)O¢senkx) -asx<a = |¢A1(x)|2 O<serf(k,x) -a<x<a
e X>a g X>a

—|2a<A,<4a

Tiene un dnico nodo en la zona del pozo. Fuergpdeb

empalma con las exponenciales.

* n=3: funcidén simétrica 232)

e’ X< -a g2 X< -a
#,() 0{coskx) -asxsa = | (X[ Dicof(kx) -asx<a
g /e X=a g 2 X=a
T< kgasg—n :nsz—na<3—n
2 A2
2 )
=|-asA<a oblen:lsés§
3 A2

Es decir que entran entre 1—“}' de longitudes de

onda dentro del pozo. Presenta dos nodos y fetra d

pozo, empalma con las exponenciales.

* Noten que los sg = (en las) corresponden al pozo infinito.

* A medida que se van sucediendo las densidadesobalplidad (o las autofunciones), va aumentando
el nimero de nodos.

e Segun se ve, en estas densidades de probabilidadinza probabilidad no nula de detectar a la
particula en la zona clasicamente prohibida. Esteshun problema, porque se puede ver que, sitdetec
la particula en esa regién, no violo el principeoabnservaciéon de la energia (ni tengo energigsichs
negativas, ni impulsos complejos!). Esto es unltado que proviene del principio de incerteza. Pued

pensarlo asi:

Fuera del pozo, la funcién es del tip‘&x‘ . Si yo efectlio una medicién que detecta a laqagtien la

zona clasicamente prohibida, esa medicion segutantieme que tener un errdsx menor que el ancho
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de la cola exponencial, para poder asegurar qmente la detecté en esa zona. Ahora, el ancha de |

: 1 : . :
cola exponenciales —, esencialmente. Por la relacion de incerteza:
4

AxXAp =1 :Apzizhy
AXx

Con esa dispersion, la incerteza que tengo erel@iencinética es:

h? E
AT = ( i —yz y comoy” = rﬂ |

2m 2m

= AT 2 |E|
O sea que tengo una incerteza en la energia @ngie es mayor que la propia energia de la paticul

Tengo suficiente certeza de haberla detectado @rz@sa, pero pierdo certeza sobre la energia de la
particula.

e Paridad

Aprovechemos la simetria del potencial para intoadun concepto importante en mecanica cuantica,
que es el concepto garidad de la funcion de onda.
* La densidad de probabilidad es simétrica con lamaisimetria que tiene el potencial. Eso esta bien y
es general: siempre la densidad de probabilidaa reflejar la simetria del potencial, ya que inkog
simétricos no pueden ser diferentes (no hay ningaxan fisica para privilegiar uno frente al otro).
* Sin embargo, las autofunciones son simétricas igiudtricas respecto de la simetria del potencial
Eso también es general y se puede demostrar. Saqpogque tenemos un potencial que es simétrico,
por ejemplo, respecto del eje que pasa perO (como es este caso). Planteamos la ecuacion de
Schrédinger:

{ ; ;’XZ +V(x>}¢(x) EA(X)

dondeV (x) =V (-X)

Hagamos el cambio de variablgs= —x:

] TR

El término del operador energia cinética no canpbi@s es una derivada segunda; tampoco cambia el

potencial. Por lo tanto, el operadﬁr(x’) es el mismo de antes, y sus autofunciones soloepugiterir de

las deH & )en una constante multiplicativa:

P(X) =Cp(x) = ¢(-X) =Cop(x)
Si vuelvo a reemplazax —» —x:

#(x) =Co(-x) =C*¢(x) > C ==1
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Es decir:

|¢(—x) = t¢(x)\ (y eso esta bien, para que la densidad sea siaétri

Esta propiedad de simetria se llapaaidad. A las funciones simétricas o pares se les asigndgob+1,
y a las antisimétricas o impares, paridad -1.

En muchos casos en fisica atbmica o nuclear, ensgurabaja con estados ligados, el potencial es
simétrico vy, por lo tanto, las autofunciones tiepanidad bien definida. En fisica nuclear, por gjemla

paridad juega un papel muy importante ya que sntodos los procesos de decaimiento nuclear, la
paridad se conserva.

_______________ [

Creian que habiamos terminado? Todavia nos fadt@garar qué pasa si la energia de la particula es:
« E>O

En ese caso:

) ¢1( )+ E¢1(X) 0

2) j—;@(x) + 200, +E)g,(9 =0

3) jz¢3(x) +2MEp (=0

Las ecuaciones son las mismas, pero ahora la aresgiositiva. Entonces definimos:

kz_?(v +E)>0 yz——E>O

Con lo que:

1) 54,00+ () =0
X
a2 o
2) F¢2(X) +k°@,(x) =0
X

3 L 6.09+14.09=0

Es decir, en todas las regiones tenemos ondasasaje
£.(x) = A + Be ™

$,(9) = A" + Be™

#,() = Ae” + Be™"

donde:

$(X) = Ae”  + Be™ enlaregion1

ondaincidentedesde-  ondareflejada

— P
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g, ()= Ae”™ + Be™ enlaregion3

ondatransmitica  ondaincidentedesdetco

- -

La matematica nos da todas las soluciones. Podpamsar que hay una onda incidente desdeque,
en parte, se refleja, y en parte, se transmitéuheion Be™ representa una onda que viene desde,

es decir puede representar una particula (o flejpadticulas) que viene destéleo . Si imponemos como

condicion inicial que las particulas provienen stéo—, podemos anular esa onda, hacie®jc- 0

(como se ve en la figura).

AVAVAVAVAVAVAVA

AV VAVAV Vel |

§

* Aqui tenemos otro fenOmeno puramente cuanticoattdqula tiene probabilidad no nula de reflejarse
(es decir, volver sobre hactac). Si consideramos un flujo de particulas, estease dividir de acuerdo

a sus probabilidades: parte se va a transmitirrie s va a reflejar (vamos a estudiar ese fenéraeno
detalle en la proxima clase). Esto es un fendmetamente ondulatorio, similar a lo que le sucedea u
onda gque se encuentra con un contorno.

» Observen la relaciéon entre las longitudes de oedasiondas viajeras dentro y fuera el pozo. Pér qu
y cOmo cambian?

* Tenemos, entonces, 5 constantes de integracioreardear, mas la energia, y solo 4 condiciones de
contorno (en este caso, no tenemos la condiciomatealizacién). Si resolvemos el sistema de
ecuaciones, el determinante siempre se puede gungéardo con la constante extra. Entonces, vemos que
no hay ninguna condicion sobre la energia. Paartot para todo valor dé >0 tenemos solucion de la
ecuacion de Schrodinger. O sea, la particula tienespectro continuo de energias. Eso es gen@sl. L
estados no ligados, como estos, tienen un espaEmit;uo.

* Nota: Las ondas viajeras no estan normalizadas, asiequprincipio, no son una buena funcion de

onda. Sin embargo, como la ecuacion de Schrodegykneal, vale el principio de superposicion y, oo

2

tanto, cualquier combinacion lineal de ondas plemaatlsfamendcwzz—, también va a ser solucion.
m
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En particular, un paquete de ondas. Por lo tamidemos pensar a esta solucion como una aproximacio
gue nos muestra cOmo se comporta cada componente paquete de ondas y, por lo tanto, el mismo

paquete.
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Clase 20:Potenciales en una dimensién — Barrera de poténckfecto tunel.

Clase 21:Coeficiente de transmisién sobre una barrera avia — Ejemplos.

Este potencial tampoco es real, pero puede sevensan,

V(x)4 . e :
también muy simplificada, del potencial que encuenin
Vo € gue se aproxima al nucleo del atomo.

El potencial es:
0 x<0 regionl

V(x)=<V, 0<x<a region2
0 x=a region3

0 g

En otra seccidon vamos a ver que los resultadoslgiemgamos van a ser muy Utiles en casos mucho mas

generales. Por supuesto, es un potencial discantasi que valen las mismas consideraciones sabre |

validez de la aproximacion que en el caso anterior.

* Nuevamente, tenemos 3 zonas y 2 casok 3y, y b) 0< E <V, . Planteamos en general:

h? d?

1) -2 6,0 = EAK

2) = 24,04V = E4,(9
m dx

3 -9 40 =EgX

2m dx®
El sistema de ecuaciones es idéntico al antetw;sy que cambiarV, - V.

Definiendo:
2m
om “(E-V,) paraE>V,
kz—h—(E V,}>0 = th
?(VO -E) paraE<V,
V== E >0
Resulta:

1) %mx) +Yp(x) =0

2

2) %qﬁz(x) FTk’¢,(x) =0 donde el sg (-) correspondeEaxV, y el sg (+) aE >V,
X

) ¢3(><) + g, (x)=0
Ahora comenzamos a considerar cada caso:
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a) E>V,

Como en el caso anterior, tenemos ondas viajeras:
$,(x) = A" + Be'”

$,(x) = Ae” + Be™

#,(x) = Ae” + Be™”

donde:

P(X) = Ae”™  + Be™ enlaregion1
—

ondaincidentedesde-  ondareflejada

— P

p.(x)= Ae”™ + Be™  enlaregion 3

ondatransmitica  ondaincidentedesdetco

- -

Como en el caso anterior, vamos a considerar dogestemos particulas incidentes desdec(. En ese

caso,B,= 0

AVAVAVAVAVAVAVAS
NAVAVAVAVAVAVAVAR

AVAVAVAVAVAVAYC

AVAVAVAVAVAVAVA

§

* Planteando las condiciones de contorno:
¢0)=¢,00 =A+B=A+B,
W =% L iya-B)=ik(A-B)

dX x=0 dX x=0

¢3(a) = ¢2(a) = Aei}a = Aeika + %e—ika

X=a

Resolviendo el sistema, se llega a:
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A= {cos(ka) Y ijkz ser{ka)}e”ﬁAa

=y
2k

B, =i ser{ka)e A,

=3l d)-oli)
=3t ol

Nuevamente, el determinante no impone restricci@oése la energia, asi que, como correspondia, el
espectro de energias es continuo (no hay estaghdo$i). Por otra parte, tampoco podemos imponer la
condicion de normalizacion.

* Vamos a estudiar cual es la probabilidad de quealticula se refleje (es decir, vuelva sobre sus
pasos)R, y cual es la probabilidad de que se transriithas probabilidades las vamos a calcular como

siempre: nimero de casos favorables/niumero totedistes, es decir:

flujo de particulasreflejadas
flujo de particulasincidentes

probabilidad deserreflejada= R =

flujo de particulastransmitichs
flujo de particulasincidentes

probabilidad desertransmitida=T =

A la probabilidadr se la llamacoeficiente de reflexigmrmientras qué es elcoeficiente de transmision

La magnitud fisica que nos da el flujo de partisda la corriente de probabilidad (cf. clase 18}.18

tanto:

15 13
E T
j :%(w* Oy -y0y*)

En una dimension:

=_ h 0 0 N
J=—\yY*—y-yY—y*|X
2mi[w 6xl'// ‘/'ax"” j
En la zona 1 esta el flujo incidente y el reflejanidentras que en la zona 3, se encuentra el tiadem

Calculemos, entonces, la corriente de probabiletath zona 1:

3= e+ e} fae - ) (g + e ) - e+ e e

2mi

:%hA’LF _|Bl|2 _ A{ a-e—ZiVX + BI AIGZWX +|Al|2 _|Bl|2 + A: ae—Ziyx _ BI AieZiVX

X

- h N
3= A -ppf=3, -3,

Se ve facilmente de la expresion cudl es el flogidente y cudl el reflejado.
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Para el flujo transmitido, calculamos en la reg@digueda como ejercicio) y resulta:

= _h A

3 ="|Af%

 Con esto:
ny .2 Ay, .2

rem _BF oA _JAf
Miap A Miap 1AF
m m

En este caso particular los factore’é se simplifican porque a ambas regiones les cornelgel mismo
m

¥, pero eso no ocurre siempre y hay que tener entaese factor.

* Los coeficientes resultan:

R= (v2 - k2f sert(ka)
4y + (y2 - kz)zser?(ka)
_ 4%
4y°k? + (y2 - kz)zser?(ka)

Se ve claramente que+T =1 ya que la particula, o bien se refleja, o bietragsmite.

T

» En funcién de la energia, el coeficiente de trasi€m resulta:

T 4E(E-V,)
4E(E-V,) +V/ sert(ka)

Supongamos qug& y V. son fijos.

Entonces, T =T(a), resulta una funcion

Ta

oscilante de, entre dos valores extremos:

Ty =1 = ka=nm

_ 4E(E-V,) - 2n+1
" 4E(E-V,)+V?

Contrariamente a las predicciones de la mecanisacal, la particula puede ser reflejada. Esto @siqor

de la mecénica ondulatoria. Al llegar al escalérgrida se divide en dos, una reflejada y otraméiuz.

En mecanica cuantica esto significa que la pagitiahe cierta probabilidad de ser reflejada esta, de
transmitirse. Si pensamos en un flujo de particuteden que este, bajo ciertas condiciones, tiene
probabilidad de transmitirse totalmente, pero riodasreflejarse totalmente (siempre hay una fraccid

transmitida).
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» Del graficoT(a) se ve que se obtienen resonancias garans, es decir, cuandaes multiplo entero

-

E a 5

de semi-longitudes de onda de la particula endame2.
Esto es similar a lo que en Optica se conoce como u
interferometro de Fabry-PeroEn el interferometro tengo
dos placas reflectoras y uno hace incidir un rdgmemos
una parte que se refleja y otra que se transnat@artte
gque se transmite, al llegar a la 2da placa sufra un
transmision y una reflexiébn, y asi sucesivamenta. L

condicion de resonancia se da cuando en la regibe ks

ANEAVA

estacionarias. Esto se da cuando la distancia plscas,

\ dos placas puede existir un conjunto de ondas

A : .
a, es a:nE Lejos de la resonancia, se produce

interferencia destructiva entre las ondas refljadax=0 y x=a = el valor de la funcion de onda es

chico y, por lo tanto, también se transmite menos.

b) E<V, (yEfecto tinel)

En este caso, cambia la parte de la funcion de deda region 2, ya que:
2
%@(x) ~K4,()=0 conk?= i—T(vo ~E)
Por lo tanto, la solucion es:
,(x) = A+ Be™
Vamos a calcular, en este caso, el coeficientaatesmision. Tenemos que hacer todas las cuentas de
nuevo? Si miramos con cuidado la solucién, vemes pgara pasar de una soluciéon a la otra, todoido q

tenemos que hacer es cambiar:

E>V, - E<V,
$.00= A +BE™ - 4,(00= Ae +Be™
k - —-ik

(todo el resto no cambia). Entonces:

_ 4E(V, - E)
4E(V, - E)+V,st?(ka)

Qué significa estoRa particula tiene probabilidad no nula de cruzarbarrera de potencialEste es un

efecto tipicamente ondulatorio:
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* La onda que llega a la barrera empalma con la eqma decreciente. Si la barrera baja a cero
después de una cierta distanaig o, a la salida se observa una onda. Este efectarsaéfecto tunel

(el nombre proviene de la imagen mental que nosrhas, como si imaginaramos que la particula “cava”
un tanel por dentro de la barrera para pasar delado).

* Enlaregion 2 la onda tiene la pinta de una onda&scente (similar a lo que pasa, desde el pento d
vista del electromagnetismo clasico, cuando umka@hectromagnética llega a un conductor).

« Hay un fendbmeno en Optica que es muy similareflexion total interna frustrada

Todos sabemos que, para una onda de luz que aaaue prisma, hay un angulo de incidencia para el
cual, la onda se refleja totalmente. Si acercanrospsisma, se observa que también vamos a temkr on

transmitida:

La pelicula de aire entre ambos prismas actlua aoradarrera de potencial. Si la distancia entreoamb
prismas es suficientemente chica, la onda evantesea la pelicula de aire no disminuye tantooy,lp
tanto, permite que se reconstruya onda en el segunmsma.

* Volvamos a la cuantica. El coeficiente de transbnisT es tanto mas chico cuanto menor sea la

energia de la particula respecto de la altura bareraV,. Esto esta de acuerdo con el resultado clasico,
donde se tienen barreras de potencial enormes cadgsacon las cuanticas, es de¥jr~ o« . Tambiéen,

la barrera no debe ser tan ancha como para queltaevanescente no disminuya demasiado, es decir, e

orden de magnituda <% .
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* En el caso mas desfavorablea>>1. Vamos a ubicarnos en esa situacion para estimarcata
inferior para el coeficiente de transmision. Esitaces lo que generalmente se usa, como vamos a ver

para estimar la transmision por efecto tunel. Ecesnen ese caso:

2ka —2ka __ 2ka
shz(ka)=e te 2_¢
4 4
T 4e(v,-E)  _16E(V, - E)e_Zka
~ _=
4E(V, - E)+V? e: ve

Por ejemplo, supongamos en de E =1eV, V, =2eV y a=1A:

g

2m
71

k =

=T=078

> o

Para unp®, bajo las mismas condiciones:
T =4x10™"
» Coeficiente de transmision sobre una barrera arhitia (método WKB).

El coeficiente de transmisidnde una barrera cuadrada, en su version menos ef#jmbs va a servir
para estimar la probabilidad de que una particuéal@a pasar del otro lado de una barrera de potafecia
cualquier forma. Este es el fundamento del méto#dd3\W

e Supongamos un potencial de cualquier

V(X)a forma:

~ La particula tiene una energia, por lo
L __>\ ______________ E que, para ella, existe una barrera
¥ X S XX, .
Podemos descomponer dicha barrera en una
X X X> sucesion de barreras cuadradas de ancho

Ax . Vamos a suponer, razonablemente,

gue la probabilidad de pasar una barrera no safieenciada por la probabilidad de pasar las basrer
gue le siguen, es decir, la probabilidad de pasda cbarrera es independiente de las otras. Emtolace

probabilidad de pasar todas las barreras va d pesducto de todas las probabilidades:
TOTLL.T, = |_1|'I'i
Vamos a trabajar con el In (asi pasamos a una suma)

INT OINT, +InT, +...+InT, =) InT,
i=1

Para considerar cada, tomamos en cuenta el factor que nos da el ordenagjnitud, es decir:

T =2k

Entonces:
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INT = -2k Ax = _ZW

h

AX =InT=

_ZZ”:,IZmiV?)—EiAX

Si ahora hacemos tend&g, - : 0

InT = -2 XZ’/ZmEV;(_lX)_Ejdx

* Vamos a ver algunos fenbmenos que se explicanf@ctogunel.
» Decaimientoa (George Gamow-1928)

En fisica nuclear uno suele tener un nicleo mwage que en su interior contiene particulas
a (2p* +2n°). En determinado momento, una de estas particulpgede escaparse del nicleo. Cuando
la particulaa estd4 dentro del ndcleo, en realidad se encuentmpaata en un pozo de potencial que la

retiene en un estado ligado. Cuando se producecairdiento, es decir, la particubaescapa del nucleo,

el elemento cambia:

alpha decay AX LAY donde{i= nL'Jmeroat(')n?lco
= ndmeromasico

por ejemplo’,U - %5Th (no es el ejemplo de la figura)

-

«-particle ={He

) La vida media de los elementos pesados que emiten

=rndaxidoy | || particulas a varia alrededor de 20 Ordenes de

15
10}

magnitud, desde.1 us hasta 10 billones de afios. Este

10 amplisimo rango depende fuertemente de la energia

105 observada de las particulas, que varia solamente

v entre 4 y 9Mev (el de la figura es un grafico

Vida media del emisor (seg)

_ logaritmico). Esta dependencia sugiere un proceso
10

exponencial el cual, como vamos a ver, se explca p

4 5 & 7 8 9 10 efecto tunel. La teoria la desarrolld

Georges Gamow, hecho por el cual gan6

el premio Nobel.

 Modelemos el potencial que “ve” la
particulaa .

* En un estado ligado dentro del nicleo,
la particula se encuentra atrapada en un

pozo de potencial. Sin  perder
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generalidad, supongamos un pozo cuadrado (esdlageren el calculo). Cuando la particula estaduer
del pozo, el nacleo queda cargado con una carg'sivpo(sz —2)e. Por lo tanto, mas alla del pozo, la
particulaa va a enfrentar una barrera coulombiana:

V() = 2(z ;Z)e

* Vamos a encontrar el coeficiente de transmisiofueaion de la energia de la particuta Usando el
método WKB:

InT = _2_[:0 ,/Zmiv;lr) - Eidr

2(z - 2)¢?
R

R, corresponde a la dimension del pozo yRes=10"*cm. La altura de la barrera &4 =
Entonces, podemos escribir el potencial como:

V() =y,

La energia de la particula es:

E=V(R) = %vo

Con esto:
1
InT = —2—”2ij (&vo - Ejzdr
B R\ T

= —Zmr (B—lj;dr

/) R\ T

» Suponiendo quéR, << R (es decir,E <<V,), de tablas:

1
Vv V)2
=___0 —2_0
2 E (Ej R

El dltimo paso se debe a que queremosTed (E) . Entonces:

J2mV.R, L Hamy, R
o AE h

InT O-7m1

Por lo tanto:

_c
T(E) OAe 'E
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con C = TN2MV,R, _ 2ry2m (Z _ 2)e2
h h
Ejercicio:
2
Usando la constante de estructura fiaae—zﬁl_, y hc=19™evFm (LFm=10"cm) y los

siguientes datos:

m=6.6x10%g

e=16x10"c= 48x10"ues

7 = 1054x10%"ergxs

1Mev= 1602x10"°erg

Calcular el coeficiente de transmision de la paléier en funcion del nimero atomico del ndcleo que se
desintegra, y aplicarlo al caso de la desintegnggid - *cTh, sabiendo que la energia de la partiaula

es E = 476 Mev.

* Vamos a hacer un célculo semi-clasico (de los quena gustan) del tiempo de vida medio de un
nacleo que sufre una desintegracidn (cuando lleguen a Teérica 2 y/o Estructura 4yda a hacer
bien).

* Suponiendo que la particuta se mueve dentro del pozo con una cierta velocidgga empezamos

mal...), se puede pensar que “golpea” la pared dad pa un tiempo:

=R

Vv

En la unidad de tiempo, va a hab?er:% golpes. Cada vez que llega al borde de la batierse una

probabilidadT de atravesarla. Luego, eZH\FIE golpes por unidad de tiempo, tendra una probaiuiljgbr

unidad de tiempo de atravesar la barrera:
prob _ v(E)
t 2R,

Si atraviesa la barrera, su probabilidad valedl,tiempo va a ser el tiempo de vida med;p Entonces:

T =A donde/ =cte de desintegracion.

_<C
i:LTj T%:ET_lzl y/]:LT:LAe\/E
r, 2R, v A 2R 2R

1
Se suele graficar el log de la constante de degaxtedn en funcion d& 2:

1
logA =C'-CE ?

Esta ley lineal se cumple muy bien y se llamadeyseiger-Nutall (1911).
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La fraccion de nucleos que se desintegran en tiadrde tiempo es:

dN rob

1 t
Si integramos:
dN

W =Adt=> N(t) = Noe/lt

» Microscopio de efecto tunel

En 1986, G. Binning y H. Rohrer, de IBM (Zuricharron el Nobel por la invencion de un
microscopio basado en el efecto tinel, que tiep@ueion a nivel atbmico.

Por una ley no escrita de la fisica, que es laleegonservacion de la dificultad, el principioetmue
se basa el microscopio es relativamente sencilogual significa que su ejecucion es sumamente
complicada. Vamos a dar alguna idea de su prindgifuncionamiento:
* Supongamos dos electrodos metalicos enfrentados distancia, y vacio entre ellos.

En los sélidos, los niveles de energia se agrupan e

V, bandas y asi, hay bandas de energias permitidas y
bandas de energias prohibidds. y E,son las
S e R energias de los maximos niveles ocupados en cada
ev £ uno de los electrodos (se llaman energias de Fermi,
""""" 2

como vamos a ver en la ultima clase). Si los

electrodos no estan conectados, en la zona entre

ellos va a haber una barrera de potenvjal ya
queV, - E =W es la funcion trabajo del material.
Se puede producir efecto tinel (se dice queeldsineleah del material 1 al 2 entr& y E,, ya que por
encima deE;, no haye (son estados vacantes), y por debajdedetodos lo niveles ya estan ocupados.
Si se conecta una diferencia de poten¥iantre ambos materiales, se puede controlar qdiéel@encia
de energias sef, — E, =eV, o sea, la energia de lesque pueden tunelear.

El coeficiente de transmision va como:
TOe?*® dondek? :il—T(VB ~E)

y comoV, —E =W es tipicamente 4-5 ev, entonces se ve kjue 1A. Entonces, la corriente d& que

pasa por efecto tinel baja un orden de magnitudgda A de separacion entre los electrodos. Est® ha
gue solo se pueda observar para separaciones mugzs.

¢ Cudl es la idea, entonces?
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Una punta de metal muy aguda (deberia, tipicameatminar en un

atomo) se mantiene a una distancia suficientemeetpuefia de la
superficie a analizar, tal que l@S puedan tunelear a través de la barrera

de vacio que separa la punta de la superficie. drtaeate jT es muy

OO R sensible a la distance La punta escanea la superficie de tal manera de

mantener‘jT‘:cte. Eso hace que la distancia entre la punta y la

superficie también sea = cte. Como la corriente baja un orden de magnitud pdad}, el aparato tiene
resolucion a nivel atbmico, es decir, se puedeotkir la “topografia”’ de la superficie de la muasa
nivel atbmico. Obviamente, entre el dato de laieote y el resultado del escaneo, hay un monton de
software en el medio.

» Para muestra, estas son imagenes de IBM (se pbedear en Internet). Por supuesto, la coloracion

es artificial.

Cu(1,1,1) - Las “ondas” sobre la superficie sonidizba
“estados electrénicos superficiales”. Estos eleetsoson
libres de moversesobre la superficie del cristal, pero no
pueden penetrar en él. Alrededor de los defectos se
forman ondas estacionas (diam=15))

“Corral cuéantico” - Electrones de superficie en
estados estacionarios (diam=71.3A). Se observa
interferencia causada por el “scattering” del gas
de electrones con los defectos del cristal.

* Tema extra: Puentes de hidrogeno

Los puentes de hidrégeno (HB) son un tipo particd& unién quimica, fundamentalmente de tipo
electrostatico, donde dos atomos, generalmenté@begativos, comparten un hidrogeno, formando asi
un puente entre ellos. Estos puentes pueden sémoddm una misma molécula (intramoleculares) o
uniendo dos moléculas (intermoleculares). Uno deatomos (el aceptor) tiene electrones que no estan
formando ninguna union, llamados electrones (o 9dibres. Estos electrones son los que atraen al
protén, que esta unido por un enlace al otro at(anor):

199



La figura muestra un dimero de acido férmico, con

/O Heooo -O\ dos HBs, cada uno formado por el enlace O-H y
C——H los pares libres del otro oxigeno.

El potencial que “ve” el H es, generalmente, unlelgimzo con una barrera entre ambos, con dos
minimos, que corresponden a las dos posicionesguiébrio cerca de cada uno de los dos atomosajue
comparten:
El doble pozo puede ser simétrico o
V()4 asimétrico, dependiendo de los atomos que
comparten el H. El puente de hidrogeno es un
seudo enlace mas largo que los enlaces
comunes. Por ejemplo, el agua solida esta
formada por moléculas de agua unidas por
puentes de hidrogeno. Esto hace que el

volumen ocupado por una masa de hielo sea

mayor que el volumen de la misma masa de

rr

agua liquida.

» Dependiendo de las caracteristicas de la bapaese haber transferencia del proton de un pozo al
otro por efecto tunel. Esta es una de las cabsgsofras), por ejemplo, que produce errores endiyjo
geneético, ya que las bases nucleicas de una li&gio&DN estan unidas con sus complementarias en la
otra hélice, por uniones puente de hidrégeno. $Bunaerror en la secuencia, este se multiplica conzo
serie geométrica cuando las células se van dupglicakstadisticamente, es imposible que no se
produzcan errores. (Y esto, “engancha” con lo go®s en la clase 5, sobre la pérdida de informacion
gue no puede restituirse y que conduce a que @lidad se comporte como aislado y evolucione de
acuerdo al segundo principio...).

* Propongo como ejercicio: calcular la probabilidadqilie se produzca transferencia del proton de un

pozo al otro por efecto tlinel, en esta version kiitguda del potencial del HB:

v
o x<0
0 O<x<a
V(x)={V, asx<(a+b)
V—2° (a+b)< x<(a+2b)
o  x>(a+2b)
conb<a
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Clase 22: Potenciales en una dimensién — Oscilador arménico

El comportamiento de una particula sometida a atengial armdnico no es solo importante en si
mismo, sino que hay muchos sistemas que puedeizamsal en términos de sus modos normales, que
son, formalmente, equivalentes a osciladores awmonénen una dimension. Entre estos, tenemos las
vibraciones de los a&tomos en una molécula o emasheristalina, el campo electromagnético, etc.

Planck, recordemos, postulé que el intercambicemergia entre los osciladores de la pared en la
cavidad isotérmica y los modos electromagnéticoosiglacion en la cavidad solo podia hacerse en
cantidadesAE =hv =7« (y no le fue nada mal!). Esto significaria quaditerencia entre los niveles
energéticos de un oscilador deberia ger. Vamos a resolver el oscilador armonico dentro del

formalismo de Schrédinger y averiguar si esta leigiétde Planck se verifica tedricamente.

V (X) Ar

V(X) =%ma)2x2

Es un potencial continuo, por lo que la ecuacion
de Schrodinger estacionaria es valida en todo el
rango dex. Ademas, la energia solo puede ser
E>0.

'S_d—m(x) +V(X)4(x) = EF(x)
m dx

XV

Reordenamos la ecuacion:

f—xzzcb(x) + 20 (E-V(9)(x =0

d? 2m 1 5, B
W¢(x)+?(E—§ma)x j¢(x)—0

Para resolver la ecuacion diferencial, convienemadsionalizar. Definimos:

u=ax

Con esto, la ecuacion resulta:

2
oo L-vw=o @
* Como lo que estamos encontrando son funcionesdbe estas deben ser continuas y acotadas para el
rango de la variable. Una practica usual, entonglessolver la ecuacién de Schrédinger, es estudia
a priori el comportamiento asintético de la funcion pardaeposibles divergencias. Si bien esto no

garantiza totalmente el buen comportamiento deiaién que estamos resolviendo, al menos, permite



eliminar alguna divergencia. Al final, se vuelveverificar que la funcion se porte bien y, en caso
necesario, se eliminan las divergencias que puadarhEstces aplicar la condicién de contorno de la
funcion de onda.

* Entonces, lag(u) deben ser continuas y acotadas :

Estudiamos el comportamiento asintético. Si comsiiesu® — o« , en la ecuacion (1) se puede “tirar”

B

= frente au’, y la ecuacion asintdtica resulta:
a

%%(u) U W=0 (2
u

Esta es la ecuacidon cuya solucidon es una gausdrama. para no quedarnos solo con eso, vamos a

relacionar esta ecuacion con la ya conocida ded poadrado:
2

$7#00-K*9(9 =0 dondek’ = %(vo ~E)
X

que tiene como soluciones® y e,

En nuestro casd/, — yu’. Entonces:

B =) O S
- h =~ n

- Cu conC =cte

Es decir, parar - o, comparando con las soluciones del pozo, calmasgueg,..  yaya como:

¢..(u) 0 _eeC”Z +Be® Oe dondeA=0 para que no diverja.
=0
En la ecuacion (2), la derivada segunda:

dd—l;(e‘c“z )= —2C[e‘C“Z +ul-2cue )] - acive

Reemplazando en la ecuacion:

(402u2 - uz)e‘Cuz = (4C2 —1)uze‘Cuz =0 = (4C2 —1): 0 porque debe valdiu:

=C= 1
2
Entonces:

2

¢..(u) O 2

» Es un truco usual intentar una solucién que seallecion asintética por otra funcion:

2

1,
e ¢g(u)=e? H(u) (aqui ya extrajimos una divergencia)

Introducimos esta funcidén en (1) y queda una eodnatiferencial pareH U :)

d—zzH(u) —ZUEH(U) +(£2—1JH(U) =0
du du a



Esta es una ecuacion diferencial conocidacuacion de Hermite. Vamos a encontrar la solucion

« Como solucién, intentamos un desarrollo en serie:

HU) =Y au"

k=0
dy (u)= i ka u ™
du k=1

2 o0
—H(U) =Y k(k-1)au*?
du k=2
En la ecuacion diferencial:
D k(k-1)au - 2u) kau“*+ (ﬁz —ljz au“=0
k=2 k=1 a k=0
Esta ecuacion debe cumplirdeu = los coeficientes de cada potencia deben ser nMamos a

acomodar un poco las sumatorias:

> (k +2)(k +Da,,,u" - 2ka u* + B _1|au|=0
> (k+Day., aut+| -1

k=0[_

M

_(k+2)k+1 ~oka +[ £ ~1]a ¥ =0
(k+Da., ~2ka + —7 -1

=~
1l

0

Es decir:

_B
(2k+1)- 2

g _
Tkt 2)(k+1) X

{(k+2)(k+1)ak+2 ~2a 4[5 - jak} =0 =a,.,

Encontramos uneelacion de recurrenciaVemos que necesitamos dos constantes de intégragi y

a,, para obtener todos los coeficientes de las sefieso esta bien, porque la ecuacion es una exuaci
de segundo grado. Estos coeficientes se obtiemelacwrmalizacion de las funciones de onda. Y \&mo
que son dos series: con el coeficieajebtenemos la serie de las potencias pares, y abebtientea,,

la serie de las potencias impares.

» Todo bien? No, pues vamos a ver que estas sefiegais no son buenas funciones de onda, porque
divergen ent « . Para verlo, vamos a comparar nuestra solucioratgpma serie. Veamos; la funcion

encontrada “completa” es:
Y
g(u)y=e? H(u)
_EUZ 2
El factor e 2 mata casi cualquier funcion e}q - o, El problema seria sH(u - *») - € con

1 L, . : .
yZE' En ese caso, la funciog(u) no estaria acotada y divergiria e . Entonces comparemos

. YA
nuestra serie con la serm parau — *oo:



La forma de ver si las dos series se portan deidemanmanera para — oo es comparar el cociente
entre dos potencias sucesivas. Como estamos viEmdo se comportan paeggrande, comparamos para

k >> (porque estos son los términos que dominan la sarese limite):

k k
b I —+1
(2+1j. 5

Nuestra serie de las potencias pares:

)
2) -1 _)E parak >>

_B
ak+2:(2k+1) K2
a  (k+2k+D) K K

Ambas series solo pueden diferir en un factor @nteten ese limite. Para la serie de los impaods, s

hay que sacar factor comirde la serie, y entonces solo difierenwexncte. O sea:

A€’ parala seriedelos pares
H (U — 00) - { P P

2 . .
Aue' parala seriedelosimpares

Ly
e Asi, g(uy=e ? H(u) diverge pardu| - oo . Todo estd mal? No. La matematica nodattas las

soluciones posibles de una ecuacion. De todasnEngue quedarnos con aquellas que tengan sentido
fisico, es decir, sean buenas funciones de ondeviisnte que para las series infinitas la cosa amal.
Entonces, buscamos truncar las series, con lodgudas las soluciones posibles, nos quedamoeson
polinomios. Esto es aplicar la condicién de coror®i miramos la relacion de recurrencia, vemas qu

si para algunk el coeficientea, = 0 todos los coeficientes siguientes van a sersnitodemos hacer
es0? Si, pues todavia tenemos que determinarédagias posibles y, estas estan/enEntonces, para la

potenciak =n:

2m—E?Z:2n+1 = |E, :h«{n+1j
ma 2

Encontramos las energias permitidas. El oscilagoretun espectro discreto, y las energias estan

cuantificadas y nos da la energia de cada nivel. La diferenciengegia entre dos niveles sucesivos es:

AE =haw Planck tenia razon!

e Lo que nunca hubiera podido imaginar Planck esté&seino Eque aparece en la expresion de la

. . . 1 . L .
energia. El cero de energias estaEgiF Eha), contrariamente a lo que sucede clasicamente yasio

4



discutimos en la clase 19), y esta relacionadoetqorincipio de incertezak, es el nivel de energia

minima y, por lo tanto, también podria ser de rep®&ero el “reposo cuantico” no es lo mismo que el
clasico. El reposo clasico en un camyx) =§ma)2x2 corresponde a que la particula esté en el minimo

de potencial y sin velocidad alguna. Pero estouerle ser asi cuanticamente porque debe cumplirse el
principio de incerteza. Si tengo a la particulaetrminimo del potencialAx=0, y por lo tanto,

Ap - 0= AT - oo ; y si Ap=0, entoncesAx - « Yy la particula no esta localizada. Por lo tanto, e
reposo cuantices un compromiso entrédxz Y Ap # 0, pero tal queAxAp es lo minimo posible. Y
esto va a corresponder al estado de minima engggi. En ¢, (x)yo tengo la minima energia cinética
posible y la minima dispersion espacial compatiale el principio de incerteza. Esta energia sedlam
energia del punto cerg es fundamental en cualquier calculo que se hamagjemplo, de las vibraciones
de los atomos en una red cristalina o de los estabtoacionales de las moléculas.

e Con estas ideas, calculemos la energia del puntopoe el principio de incerteza. La diferencia de
energia entre el nivel de minima energia y el detopotencial es:

pe=0p) 1 L e (ax)?
2m 2

con AxAp = 5 (como corresponde a la minima incerteza)

NGNS SO S RS ST
= om Ao +2maf(Ax) = +2ma)2(Ax)

Para que sea minima:

dE) it 2 ]
) = e T 0=

h? 4 ( n
e mer(ax) =0 = ax=[
4m 2mw

1
2

1
Con este valor\p = (h%)jz

yag=2Mme oy o laE=2he
2m 2 2 2mw 2

* Volviendo a las funciones de onda, entonces:

2

1
1, _
2 H,(u) - corresponde al niveE,

P (u)=Ae
donde losH, { )son polinomios de graday se llamanpolinomios de Hermitey A, es el factor de

normalizacion:



(L e
¢n(u)_(2nn!\/7_7_je Hn(u)

Los polinomios de Hermite, para los primeros nigeden:

niH,(u Paridad
01 +1
1| 2u -1
2| 2-4u? +1
3l1u-8u®| -1

Notemos que las funciones son pares o impare(tiana paridad bien definida), es decir, simétricas
antisimétricas respecto de la simetria del poténcdamo corresponde para que la densidad de
probabilidad tenga la misma simetria que el po&nEsto ya lo discutimos en la clase 19.

* Vemos que, en todos los casos, la funcion de osda gaussiana “partida” por el polinomio de grado
n. Esto hace que, a medida que n aumenta, las fegide onda (y las densidades de probabilidad)

aumenten el numero de nodos. De hecho, el nimanodtes es igual a

» Grafiquemos las primeras densidades de probabi(glgzerponemos el grafico del potencial para que

se vea por donde se extiende la funcién). Vemosoctamdensidad de probabilidad tiene la misma

simetria que el potencial. Noten también como sermde fuera del pozo (eso ya no nos asusta), ycom

los l6bulos mas cercanos a los puntos de retordgicos son mas altos que en el centro del pozo, a
medida que aumentan (piensen por qué y traten de relacionarlo cogue seria la probabilidad de

encontrar a la particula entrg,x+dx) en el caso clasico - dénde tendrian mas probatilide

encontrarla?)






Clase 23:Potenciales periodicos — Separacion de variables.
Vamos a ver una primera aproximacion al problemgodrticulas en potenciales periodicos, Esto

aplica, por ejemplo, & en cristales, o en polimeros, donde hay una urattatiica 0 molecular que se
repite periodicamente. Como esto es una primeraxapacion, vamos a suponer que el potencial es
infinitamente periédico. Fisicamente, esto sigaifque estamos lejos de los bordes, por ejemplo, los
bordes del material, donde ya sabemos que esté&cestado” por una barrera de potencial que quiébra
simetria e impide que los se escapen. Esta barrera es lo que llamdmuspn trabajo
N - o
V(%) 4 , )
Queremos saber como son los estados de un
en este tipo de potencial. Vamos a trabajar en

una sola dimensidn, si bien, en el problema real,

~ N veces-

generalmente se tiene periodicidad en las tres
dimensiones. Suponemos que el tamafio de la

celda esa.

» Cudl es la caracteristica principal de este sistema

V(x) es periodico con el periodo de la red, es decir:

V(x+a)=V(X) sii N - o (no es valido en los extremos).
En este caso se puede encontrar una propiedad ntargsante del hamiltoniand , gue es qué:I es

invariante traslacional es decir, si traslado ld en un nimero entero de, los autoestados van a ser los
mismos. Esto es una simetria e, igual que en fidisica, las simetrias son muy importantes endfisi

cuantica. Es decir, que sea invariante traslacigaifica:
H(x-a)g(x-a) =H(x)¢(x-a) 1)
« Como trabajamos con simetrias en cuantica? Vamogr@ducir un operador (no hermitico, no

observable) cuyo efecto, aplicado a una funcionreedizar la operacion de simetria. En este caso,
introducimos un operadd:ra tal que aplicado a una funci@ x (a)‘corre” ena:
T.9(X) =¢(x-a)

Estos operadores que realizan operaciones de &msetioperadores unitariogen una proxima seccién

vamos a dar algunas caracteristicas generaletogg el
* Vamos a encontraff,. Para eso, hacemos un desarrollo en serigp de eif un entorno dea.

Llamemos:
u=x-a
u, = X



Entonces:

1
(U=u,)+ 557 4(0)

Uo

PU=U) = 4(u) + - (V)
u

a? 02
-
2 Ox?

P(x-a) = p(x) - aai¢(x)
X

¢(x)‘ —

En forma de operadop, = p= —ii’zi =

Entonces:

$lx-2) =909 -2 po(0) +§(—%} 4(%)...

= {1—% ﬁ+%(—%) ...:|¢(x)

La serie infinita corresponde a la funcion expoiance ™ = z . Entonces:
k=1

(=)

k!

= ¢(x—a):e_i%p¢(x) = 'I:aze_%

(Cémo se trabaja con un operador en el exponentmaexponencial? Simplemente, desarrollando la
serie). Esto es facilmente extrapolable a tres d&o@es. Tendriamos un operador de estos parauoada
de las dimensiones y los parametros de la redulttsnos en un vectd. En ese caso, el operador de

traslacion es:

~ _iarp
T,=e *

» Dijimos que el hamiltoniano es invariante traslaeip y, eso conduce a la condicién (1). Vamos a
escribir esa condicion usando el operador de tidsid, :

H(x-a)g(x—a) = H(x)p(x—a)
oA (0] Ta[p(x)]

En el primer miembro, el operadﬁ[ “corre” la funcionH (X)@(X) . En el segundo, solo la funci@x) :

TH®) = H(NT.8(x) = [THX) - AT (0 =0

= [Hx.T,]=0

Es decir, el hamiltoniano invariante traslaciooahmuta con el operador traslacion. Esto es gegeral
muy importante, ya que es la forma como trabajaemosuéntica con simetrias:
Cuando tenemos un sistema con alguna simetriaargiltoniano del sistema conmuta con el operador

que realiza esa operacion de simetria

* Podemos verificar que nuestkbconmuta coril, . Efectivamente:



_iap o~z

[T;,H“(x)]¢(x) {e ﬁ,;—m+V(x)}¢(x) {e’fm\?(x)}mx)

Las funciones dep conmutan entre si. Hay que ver'f§iconmuta conv(x).
[V (0 =TV (08(x) -V (0T.8(x) =V (x - @)p(x - a) -V ()¢(x ) =
=V(x)¢(x-a) -V(x)¢(x-a) =0
ya queV(x-a)=V &)
Noten que el operador traslacion dependepdeClasicamente, sabemos que si un sistema tieregriam

de traslacion, el impulso lineal es constante deiimiento. Aca, la simetria de traslaciéon no es a

cualquier punto del espacio (la traslacién es pmsop discretos), por o qupno es constante de

movimiento (no conmuta coH ), pero si conmuta el operador traslacion.

» Esta propiedad tiene una consecuencia importante:

[ﬁ (x),'faJ =0 = H(x) yT, comparterautofuncimes

Es decir que, si encontramos las caracteristicdasdeutofunciones d@a, vamos a saber caracteristicas
de las autofunciones dé x ( Yamos a encontrar esas caracteristicag. $ies(autofuncion dé:a :

T.A(X) = A.(X) = ¢(x—a) (porque, ademad, corre la funcion)

Como ¢ k) también es autofuncion de x ( ln densidad de probabilidad debe reflejar la wimealel

potencial:

6O =[e(x-a)"

B =g =ALIB] = [ =1= 4, =€”
con lo que:

P(x-a)=€"¢(x)

Si vuelvo a aplicafl, :

TT.P() = €¢(x) = p(x - 2a)

Sin perder generalidad (pero teniendo en cuentd:gad (P)), escribamogr = —ka:

= g(x-a)=e"Pg(x) (2

Con esta caracteristica, qué pinta tendra ? (Cprro la funcién y aparece ese factor de fastoriers
propongo:

#(x) = Aé“u(x) con A=cte de normalizacion.

Entonces:

#(x—a) = Ae*Iy(x-a) = e Adu(x-a) (3)
e

Comparando (2) con (3) vemos que:



#(x) = Adu(x) = Ad*u(x-a) =[u(x) =u(x-a)|

O sea quau X @s una funcion periddica con el periodo de la red.
» Entonces, las autofunciones @ekn este potencial periddico tienen esta pinta:

#(x) = Ad“u(x)

con u (x)periddica con el periodo de la red. Estas funa@®ellamarfunciones de Blocly ustedes las

van a usar en Estructura 2 (s6lidos). No neces#apeara encontrar la forma de esta funcion, resddve

ecuacion de Schrodinger, sino solo tener en cuasitzondiciones de simetria. Noten que es la funde

ikx

onda de ure” libre (€*) modulada por una funcién que tiene la simetritaded. y que, ademas, como
6O =|¢(x-a)"

la densidad de probabilidad de encontrag aén alguna zona de la red es una funcion periddipar lo
tanto, tenemos & totalmente delocalizado en la red.

« Como se obtienaus x(? u(x)depende, obviamente, de la forma de cada una danidades del

potencial. Por eso, para encontrar esa funcibreseslve la ecuacion de Schrddinger para la unigad

potencial, con condiciones de contorno periddicas.

* Vamos a dar alguna idea sobre las energias etidd.slencionamos en otra clase que, en un solido,

las energias permitidas de lesse retnen en bandas:

$o

&\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\M’ bandas permitidas
\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\/ e s

Pensémoslo asi. Supongamos dos pozos de poterdgaticos separados por una distancia

suficientemente grande{ o, en el sentido fisico):

E=F



El e puede estar en cualquiera de los dos pozos (rio€lvetro pozo). En cada uno de ellos tiene
exactamente el mismo espectro de niveles, es liegitegeneracion
» Si acercamos los dos pozos, ya no se puede desmpeeaiteraccion entre ambos y la degeneracion se

rompe, produciéndose un desdoblamiento de losesvel

Esto mismo se puede repetir para un nimero
N de pozos idénticos, produciéndose grupos
de N niveles. SiN - o, entonces vamos a

tener conjuntos de niveles agrupados en

bandas continuas.

* Nota: Operadores unitarios

Un operador unitario es aquel que cumple:
$=f=§=5
donde I es el operador unidadS’ es el adjunto hermitiano (como ya lo hemos defmiyioé‘l, el
operador inverso.

» Tienen la siguiente propiedad. Se[ﬁ[il} un conjunto de funciones ortonormales:
" vl = il = ui& S, =[ oSuiax= | (80 )8uikix= e,
00 00 00 T 00 00

= el operador unitario no cambia la norma de lasitues.

* En general, tienen la pinta:

S=¢€* con A= A" (hermitico)

Esto se demuestra considerando un desarrollo &) semo hicimos pari. Por lo tanto:
S'=St=¢"

+ Sus autovalores son de la forma:

Sy=Ay = SY=y¢ 4

Por otra parte:

J'_o;lﬂ*é?//dsx = J'_o;t// Sw;d& = /]*fwzpl//*d& =)
o

*



Por lo tanto:S'y = Ay

Entonces, en (4):

Sy=rSy=rrp=Wy=y > =1=[1=¢"

» Todos los operadores que realizan operacionesnaetr&a son operadores unitarios. En particular,

podemos ver qué, lo es:

[ 4 0T T (ydx= [ (a0 00 Jix= [, (x- as (- a)dx =,

Es decir, T, no cambia la norma de las funciones.

_______________ [Jemmmmmmmmmmmem o

e Separacion de variables

A partir de la clase proxima vamos a comenzarsalver potenciales en tres dimensiones. Para ello,
veamos ahora (sin una demostracion estricta) ungiqatad de la ecuacién de Schrodinger cuando el
potencial es separable (la demostracion estricestiepropiedad se la dejamos a Tedrica | y Tedlica
e Supongamos que el potencial es:
V(X% VY,2)=V,(x) +V,(y) +V,;(2) donde(x Y, z) no necesariamente son coordenadas cartesianas
es decir, el potencial se separa en tres funcignesdependen, cada una, solo de una coordendda (es
también es valido si hay una sola coordenada dalpara

Vamos a demostrar (en realidad, solo mostrar)agisoluciones a la ecuacién Schrodinger cumplen:

P(% ¥.2) =, (X)P,(y)9s(2) %)

* La ecuaciéon de Schrodinger estacionaria es:

_;’_DZ¢(7<) +V (X)d(X) = E¢(X)
m

K? [ 0° 0?2 92 B N ]
_%(axz + Y M J¢(X) +(V,(X) +V,(y) +V,(2))8(X) = Eg(X)

Con la forma de la funcion de onda propuesta,5c. (

(-f—m—a = +v1(x)¢1(x)J¢2(y)¢3(z) + (—h—%ﬁ” +V2(y)¢2(y))¢1(x)¢3(z) ‘
X 2m oy

+(_ " 9°,(2)

2m 0z

+V3(Z)¢3(Z)]¢2(Y)¢1(X) = E¢,(X)9,(Y)9:(2)

ya que, el operador en cada paréntesis actuadmle & parte de la funciéon de onda que dependeae
sola coordenada.

Si ahora dividimos toda la ecuacion g(x)@,(y)@d; z :( )



1 [_h_zm +V1(X)¢1(x)j + i[—h—zm +V2(y)¢z(y)j +

m 2m o ,(Y)\ 2m  ay?
L (_1*0%:(2) _
' ¢3(Z)( 2m 97 +V3(Z)¢3(Z)) E

La Unica manera de que se cumpla esta ecuaciémqnhréx Y, z) es que:

TR e |-,

m 2m ox®

1 ([ noeWy,,, ]:E
¢2(y)( om o >()9:(Y) | = E,
1 (_n° 0,9 _
¢3(Z)( 2m 07 +V3(Z)¢3(Z)j E,

donde (E1, E,, Eg)m son energias para cada una de las coordenautaspsistantes de separacion de las

ecuaciones, tal que la energiakes E, + E, + E;

* Resulta, entonces:

_ 12 0%,(x) _
—— +v1(x>¢1(x>j E(Y)
-5_%5” +V2(y)¢2(y)] = EA,(Y)

m ady
_h_262¢32(2) +V3(Z)¢3(Z)j: E3¢3(Z)
2m 0z

El problema en tres dimensiones se puede resaiveo tres problemas unidimensionales (en el caso que
solo una coordenada fuera separable, seria ungpnahinidimensional y uno bidimensional).

* La misma idea se puede aplicar si se tiene un pialeque dependa, por ejemplo, de dos particudas, t
V(% %) =Vi(%) +V,(X,)

dondeX, (X,) son las coordenadas de la particula 1 (part®ulBuede ser, por ejemplo, dos particulas no
interactuantes, o el sistema de dos particulasactieantes donde se ha hecho el cambio de vagiable
centro de masa y a la particula de masa reducidas& caso, planteamos:

P(X, %) = P1(%)9,(X,)

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caseri@anf resulta:

o, . . _
{—ﬁﬂl +V1(X1)}¢1(><1) =E@i(X)

2m2

{_ "o +v2(xz>}¢z(xz) = Exfa(%,)

donde 007 (005 )es el laplaciano sobre las coordenadas de la plartic(particula 2) y ahor&, (E,) si

pueden ser las energias de cada una de las pasticul



Clase 24:Problemas tridimensionales — Impulso angular abit EI CCOC.

Empezamos estudiando las rotaciones en un esgadies dimensiones. Vamos a ver que con las
rotaciones hay una simetria asociada que llevairavéaiancia del impulso angular. Y vamos a ver que
esto es muy importante para estudiar problemasiooetria central.

* Supongamos una funciég(r). Como es una funcion escalar, es invariante frantetaciones del

sistema de coordenadas. Supongamos una rotacidmesimal alrededor de una cierta direccidh:

5% o¢ indica la direccion y el sentido de la rotaciohrdslio de giro es;
R=[f|serg

Lo que cambia el vectar:

o] = Rog| =|r|serflog]

Como & [ al plano generado par y ¢ :

= =0 XxT

dr _ d@

(Recordemosx”/:c?)xr”:a=EXF:>df=d¢Xf)

Ahora supongamos que, si hay una funcion definid&leespacio del tipa/ r(,)al hacer la rotacién

también “arrastramos” los valores de la funcionpdaera que el valor de la funcion En=7r — o es tal

quey (r) = w(r'), dondey(r' )es el valor de la funcién después de la rotacion.

* Vamos a introducir un operad®t, operador rotaciénque produce el efecto de la rotacién sobre una

funcién:
ROB)Y(T) =y( - &)
donde este operador rotacié05¢ roda un angulo infinitesimadg .

* Ahora podemos hacer lo mismo que hicimos para drarorl operador de traslacién. Para ello,

desarrollamos el miembro derecho en serie de Tag$fmecto deX , es decir:

f2(6¢)¢/(f) =y ((r)-a y(r) donde cortamos el desarrollo a primer orden p@lies<.
Pero, como vimosgr = 0@ X1 :

R@W(F) =@ (r) - (3¢ ) Dy(r)

Tenemos un producto mixto; podemos rotar ciclicaskas vectores:

RGP () =y (1) =[(r xO) Bply(r)

R(@p)w(r) =[1- (F x0) Bply ()

Entonces:

R(dg) =[1- (F x ) (5]

216



Ahora bien, recordemos:
p=—-ind=F xD—%(r” p)=

Con lo que:

R(39) =1--L B

» Si ahora hacemos una rotacion finita, el cambid” ga no va a ser chico. Vamos, por completitud, a
encontrar el operador rotacidon que produce unaidmtdinita. Para ello, tengamos en cuenta que las
rotaciones son conmutativas (cambio el orden de rdteciones y obtengo el mismo resultado) y

asociativas (una rotacion de’3fuedo hacerla rotando primero®’§duego 36). Entonces:

R(¢ + p) = R($)R(IP) = Fi(¢)[1—%5¢ EE} (L y & conmutan)

R(¢ +0¢) - R(¢) R(¢)( —op El_j = R(¢)( —dp N El_j donden =direccién del eje de rotacién

_ R@+3)-R@) _ F‘e(¢)(— i ﬁij
op h

Haciendo el limite parag - O:

i R@+39) - R(@) _ R@) _ ﬁ(m(_ i ﬁij
3 -0 op d¢ h

LR(@) =e g

Notemos que, como adelantaméew) también es un operador unitario.

* Vemos que el operador rotacion, infinitesimal atéintiene que ver con el impulso angular (como el

operador de traslacion tenia que ver con el impiigal). Si tengo un problema tal que el hamilaow

cumple[I:I : f{J =0, el problema tiene alguna simetria de rotaciéactfamente:
Si H es invariante rotacional ¥ es una posicion rotada, entond§£F' tiene la misma forma que
H (r) v, por lo tanto, va a tener las mismas autofureson
H (M) () = H () ()
Escribamos esto con el operador rotacion:
RIA W)= ARy

[RA (r) - A (N Rk(r) = 0=||H.R|=0

» Para que[H,R]:O, alcanza con que el hamiltoniano conmute con euleop angular. Veamos dos

casos.:
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- Si el sistema tiene simetria azimutal

El sistema es invariante frente a rotaciones eplamo.
Llamemosz a la direccion perpendicular

a ese plano. Para qulgb:I,FA{J=O, es

necesario y suficiente quél conmute
con el operador rotacién que efectla
una rotacion infinitesimal en el plano:

A = —I_ _.: —i_ 5 ﬁ:
R(Op) =1~ L =1-_3p 201

I A
=1-— L
h5¢z

[ R@n)=| oo = el £]=0=[H.C]=0
= Si el sistema tiensimetria azimuta| I:Z es constante de movimienyocomparte autofunciones con

H (dondez es la direccién perpendicular al plano de simgtria

- Si el sistema tiene simetria esférieecéntral):

El sistema es invariante frente a rotaciones east¢ab direcciones

Para que[ﬁ , fij =0, es necesario y suficiente qué conmute con el
operador rotacion que efectia una rotacion inmtel en una direccion
totalmente arbitraria:

. 0 ”=_i_ -
R(Op)=1- GpL=1-_GpALL

i ~
=1-—p L
h5¢n

donden es un versor en cualquier direccidn del espacio.

[I—],Ii(ﬂ)]:[l-] 1—%@[[} :—'Eﬂ[ﬁﬁ, [)=0=[, =0
— Si el sistema tiensimetria esférica L es constante de movimiento y comparte autofuncicen
H.

* Cualquier similitud con el caso clasico no es chsua

* Vemos que el impulso angular va a ser importantel estudio de sistemas con simetria de rotacion.

Por lo tanto, vamos a estudiar algunas de suseqitages.
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1) Propiedades de conmutacion.

L, =yp, -zp, L, = zp, - Xp, (,=xp,-yp, (recuerdenque,p |=ind,)
Calculemos (son todos operadores; no pongo el “sanitdd’ por simplicidad)

IC..C,|=[yp, -z, 20, - xp.]=[yp.. zn] - [zn,, 2] - [ypz,xpz +[zp,xp,] =

=y[p..ZJp, + p,[z,p.Jx=-iA(yp, - xpy) in(xp, - ypx)

—Ih Ih

IC,.C,|=inL,

« Esto es general: las componented dro conmutan:

|C..C,|=inl,| con(i, j,k)=(x y.2) y todas las permutaciones ciclicas.

Esto tiene una consecuencia notable: no se puedslr mimultaneamente, con total certeza, dos

componentes del impulso angular. Es decir, exigkationes de incerteza entre las componentes:

alal, 2 2f(C,)

« Si definimos el operadot? = L% + 2 + L2, es decir, el médulo al cuadrado del vector, sedpuer
gue (probarlo):

[[Z,I:iJ:O coni = X Y,z

0 sea que el modulo al cuadrado del vector impalsgular si conmuta con las componentes. Esto
significa que puedo tener bien definidos simultameate 2 y alguna de las componentes.

» COmo “visualizamos” entonces, al impulso angular@ddgamos que elegimos la componentpara

medir junto conl?. Las otras dos componentes quedan indeterminBdamces:

Z4 Podemos pensar al vectbr como cualquiera de las generatrices de un cono,
en cuyo eje (y en cuya altura) eﬁzé

Aclaracion: en algunos libros dice que el vectda mrededor del eje. No me

parece una descripcion acertada porque, en ese paddamos conocer,

instante a instante, las componented_den el plano, en este case ¥ , )

« Podemos inferir que los operadorgsy, digamos,L,, van a ser (tiles para resolver problemas con
simetria central, ya que son constantes de movimi@bviamente, en el caso de simetria esférica,

ll—] , I:2]=O puesl—] conmuta con todas las componented_dey, por lo tanto, comparten autofunciones
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con H .Por qué no estamos consideranodaslas componentes de?. La razén es que, si bien todas
son constantes de movimiento, las componentdsri®econmutan entre si y, por lo tanto, no comparten

autofunciones (qué loco, pero si comparten autidnes conH , y entonces? Esperen a la préxima
clase). Entonces, para resolver un problema, dglinto de todaslas constantes de movimiento, se elige

un subconjunto de las que conmutaaiasentre si:

El subconjunto de las constantes de movimiento que
conmutan todas con todas se llama:
conjunto completo de observables que conmutan

Constantes de movimiento 0, mas familiarmente, €COC.

» Como todos los observables del CCOC conmutan sitreomparten autofunciones. Entonces, por
ejemplo, en un problema con simetria central, padgnhantear:

1) Hy(7) = Eg()

2) L2y(F) = Ay (F) + CCOC

3) Ly(r) = A (F)

donde A* y A, son los autovalores dézy I:Z, respectivamente (que todavia no sabemos cualdn)va

Notan la similitud con lo que hacemos en fisicasicE? En cuéntica también las constantes de

movimiento son muy importantes.

« Autovalores dd?y L,

Vamos a resolver en forma conjunta las ecuaci@pgs3). De esa manera, vamos a teBé3 de la

batalla ganada en cualquier problema con simeémiéral. Pero, para eso, averigiiemos primero cuanto
valen los autovalores d€'y L,.

Notemos que:
j“’ W'y dx = jm W'y d3x+f Wy d3x+j_°° W' d3x =

:fm "yl d3x+fm Iiyz//‘2 d3x+fm I:Zz//‘2 d*x=0

Ly
ya que, por ejemplo:
® d

[wtydx=]"wilydx=["wilydx=[" (i) ex=[" Ly

* Por conveniencia (y acordandonos de Bohr y de ftiene dimensiones de impulso angular),

escribimos los autovalores:
L2 (F) = y(F) =1 (1 +Da%w(F) con | =0
Lay(F) = Agp(F) = mag(F)
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La condicion | =0 determina & univocamentel y m son los nUmeros cuanticos que nos van a dar los

posibles valores dé’y L,. Al nimero cuanticd se lo llamanimero cuantico orbitalmientras quem

es elnimero cuantico magnéticbloten, ademas, quey m no tienen dimensiones, y resulta bastante

evidente que no pueden ser independientes. Edewtinte, vamos a demostrar gule<s m<| .
» Supongamos que,, es autofuncion de:zy I:Z, con autovalores$(l +1)#° y nmvi, respectivamente.

Para probar que | < m<| vamos a usar dos operadores auxiliares (que tea vasultar muy Utiles en

Tedrica 2):

|

L, =

,+iL,  operador de subida

y su adjunto hermitico:

|

L, =L, -iL, operador de bajada

Se llaman operadores de subida y de bajada papglieados ay,,, aumentan (disminuyen) en 1 el valor

dem.

Notemos que:

L0 =02 0(2+nl,
~ ~ ~ robarlo
- (p )

~

L L, =L2-12-aL,
Calculemos:
0 [ [Capal &x= [ [CaiNCapml®x = [ € ~iC, i NC o= [ ([0 -1, b, Epin Joox =

= J-_m w;nl:—l:+wlmdsx = J-_oo wl:n (l:2 - I:ZZ _hl:z)ﬂlmdsx =] (l +1)h2 _ m2h2 _ rnhz
Igualmente (demostrarlo):
® | A 2
o= ‘L-‘/"m‘ d*x =1 (I +Dr* - mn* + ma*

Tenemos dos desigualdades que vincukam:
DI+ -mm+2)=20 =(-m)l +m+1)=0
I+ -mm-12)=0 = (1 -m+1)(1 +m)=0

donde hemos agregadaml — ml a cada desigualdad.

Podemos ver que:

De 1), simsl =>m2-(+1) = - (1 +1)<m<|

De 2), sim=-l =>ms<(+1) = -1<ms(l +1)

Se puede probar que con cualquier otra combinas#dfilega a un absurdo. Ahora bien,-di<m,

entonces también es(| +1)<m, y sim<|, tambiénms< (I +1). Por lo tanto, la condicién es:

Ya estamos en condicion de encontrar las autofoesidel’y L, .
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« Calculo de las autofunciones de?y L, .

Como este célculo nos va a servir fundamentalmeaite problemas con simetria esférica, vamos a
escribir L’y L, en coordenadas esféricas.
2= (=inFxO)if=inFx0)=-r?(F xO){r x0O)

24 Al hacer r x[Jeliminamos la componente radial dé, por lo

gue vamos a escribir:

L= _hz(r % Dg¢)E(FX D9¢)

donde U, es la parte angular el gradiente. Esto es un ptoduc

i

mixto, asi que:

(2 = %7 0, x (7 x O )|

<vy

s
T

y ahora tenemos un doble producto vectorial. Usamasa —

caballo™

(2 = -2 D7 (0, M) - DW[DWFJ |2 =-n7r202,
0
Igualmente (se los dejo a ustedes):
L, = il
0¢

La sencillez de la expresion dg hace que se lo elija frentelg o L, (pero se podria trabajar con uno

cualquiera de los tres).
» Las autofunciones dézy I:zdeben cumplir:
1 Ly(r,8,8) =1 (I +Da%y(r,6,9) >0

2) Ly(r.6,4)=miy(r,6,4) -l <msl|

Los operadores en esféricas:

R 2
L* = —n%?05, = -1’ ii(serﬂij +ia—2
serd 8 08) sert@d¢g

L, = ind
0¢

Ni L% ni I:Zdependen de la coordenada> es separable. Entonces:

@(r.6,9) =R(NY,(6.9)

Entonces:

o0 1 0 0 1 9 _ 22
- {@a—g[serﬁﬁj *ma?z} R()Y,n (6.6) =13 (| +DR(1)Y, (6.9)
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2) - ih% R(NY,(6,6) = MAR(1)Y;,(6,9)

La funcion R(r) se simplifica en ambas ecuaciones, igual quéi tos

1 0 d 1 02 _
1) - [@a_e(semﬁj *or ea?z}ﬁm 6,9) =1(1 +1)Y,,(6,9)

2)-i-2 5 Yin (8,9) = MY, (6,9)

En la ecuacion 2) no aparefle=> también es separable:

@(r.0,9) =R(NR,(6)f.(#)

Sigamos con la ecuacion 2):
. 0 im
2) = fm(¢) = mfm(¢) = fm(¢) =€ ’
0¢
Como la funcién de onda debe ser continua (pedoonsnuidad en las tres coordenadas):

f (@=0)=f (p=2m) =1=€""= mOZ(>6<0)
En 1):

1 0 0 1 3 )
1){ rﬂae(se”g j’L ﬁea¢}(¢) 2(6) =11+, (#)R(6)

2

Pero ‘; (@) =Pt ()

1 0 0 m’ B
1 —{@@(sema—gj - H}F?m(é’) =11 +DR, ()

Se va la parte (y la funcion) ep y nos queda una ecuacion pafg 6 .(Hacemos un cambio de

variables:

u=cos¢ i:i%:—serﬁi
dé dudé@ du

D {—%[(1—&)%} +LTUZ -I( +1)}F?m(u) =0

Tenemos una posible divergenciau$i= . Phra salvarla, probamos, sin perder generaligasolucion:

R = f-17)? F, )
(El exponente@resulta de introducir la funcion en la ecuacion er xual es el exponente mas

conveniente. Nos ahorramos ese paso).
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Reemplazando:

@—uﬁi;ﬁxw—zmw4w§%ﬁxm+ﬂ0+D—nﬂn+nkmw):o

Esta ecuacion no puede resolverse por el sisterfzasdeie de potencias. Hagamos lo Unico que poslemo

hacer: volverla a derivar. Resulta:
f-w) 2 ) - 2m+ 200 R )+ [ +1) - (e 1)m+ 2] 2 ) =0
dg® ™ du> ™ du ™

Se ve que la segunda ecuacién tiene los mismogiereés, pero commincrementado en 1, y el orden

de las derivadas también incrementado en 1. Erdote@cuacion derivada resulta ser la ecuaciéa par

, d . .
Fimsy SIFimeny = P F., = esto es una relacion de recurrencia!

Entonces, se puede plantear la ecuacién paramkprniembro de la familia de funciones€0) vy,

derivando, encontrar las otras funciones:

dI’T'I
Fr :WF'O Por supuesto, com> 0
Param= Q la ecuacion resulta:

@-uﬂgg—ﬁam—zugﬁﬁxm++0+ﬂme):o

2

Esta ecuacion es la ecuacion de Legendre y se pesalger por el método de la serie de potencias:
— - k
Fo= au
k

Resulta la siguiente relacién de recurrencia:

_k(k+D-1(1+2
He2 T (1 )k +1)

La serie se corta naturalmente paka| = obtenemos polinomios de grade= polinomios de
Legendre.

+ Las funciones e resultan:

m glm

R,u)= (1—u2ﬁdu—m Fo| = polinomios asociados de Legendre.

con -l <ms<| (recordar quel=cosd).
* Finalmente, juntando todo, las autofunciones rasult
Y (r,6,0) = R(NY,(6.9)

con R(r) cualquier funcion de, y:

Yin(6.9) = €™R, (cos)

Y., (6, ¢) es una de las familias de funciones importantdésera y se llamaarmonicos esféricoon el
factor de normalizacion incluido:
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Y (6,0) = \/ (2|4;1) HPW (cosB)e™ m=0

Sim<0:
Y, n(6,0) = (D)"Y, (6,9)

Estas funciones forman una base ortonormal, pquéocualquier funcion sobre la esfera puede esseibi

como una combinacion lineal de ellas:

F0.0)=3 Y 6V (6.9)

1=0 m=-

* Algunas propiedades:

Yo (6,0) = (=2)"Y,_) (6.9)

2m m %
[ dg|, serd Y, (6,4)Y,,(6.4)d6 = 3.0,
» Algunas funciones (los factores “raros” son logdees de normalizacion):

Yoo =

3
Y,, =./[— cosd
© \anm
3 )
Y., :Tq/—serﬁew
1+1 8”
5
Y,, =.|—(3cosg6-1
20 V1677( )
Yo, = F, /E cosd serd "'
- 8r
Yoir =+ /Eserﬂ? e’
B 32T

Noten que la funcion de es solo un factor de fase. Por ese motivo, la dadsile probabilidad solo

5l
S|

depende del angulé = son todas figuras de revolucion alrededor det.eje

« Grafiguemos las primeras densidades de probabilidad

A valor de (30)

30°
valor de f(66) de la funcion que corresponde a ese angulo.

Hacemos graficos polares: se representa para capgoael valor
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* Tengan en cuenta que son todas figuras de revaladiédedor del eje. Por ejemplo,|YOO|2es una

2 , . 2 , . ,
esfera,|Y,|" son dos I6bulos alrededor del gjgero|Y,.,| no son dos Iébulos rotad®@ , sino algo asf

como un toro cuyo circulo interior es nulo (como alimohadon apretado en el centro). Cualquier

parecido con algo conocido...

|=0,m=0

\

=2,m=0

» Por gqué son figuras de revolucién alrededorde

Clasicamente, la conservaciéon de de una particula tiene como consecuencia que daiblps

trayectorias de esta se encuentran contenidas plamo perpendicular k.

Cuéanticamente,L no tiene una Unica direccién sino, como ya

comentamos el vectdr se encuentra en la direccion de alguna de las

generatrices de un cono, cuyo eje es elzejpuando consideramos
L’y L,, Entonces, podemos pensar que ahora, el lugarrcdoride

podemos encontrar a la particula no es un Uniaoopisino el plano
rotado alrededor de, lo que, finalmente nos da una figura de

revolucion alrededor de dicho eje.
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» Una aplicacion. Moléculas diatdmicas: estados ratawales.
Los estados rotacionales corresponden a las pdailés de rotacion de una molécula. El

hamiltoniano que describe esa situacion es:

A,

~ 12 . . . . .
H =§ donde hemos supuesto, por simplicidad, que losentos de inercia de la molécula son todos

iguales. Si la molécula es diatdmica, va a tergmados de libertad de rotacion.

Planteando la ecuacion de Schrodinger:

A,

2
Z—Il//—El/’

las energias van a sg; =%I (I +)n®

Los niveles rotacionales para una molécula diatarmqp@seen energias proporcionales a los numergs 0, 2
6, 12, 20...El espaciado entre niveles adyacentes es:

/& ., . . . _ ,
AE=EF -E_ :I— conl = ur; (u=masareducida, r, =distancia de equilibrio entre atomps
Al pasar de un estado rotacional a otro, la radimgesultante corresponde @a=2x10%Hz. Esto
corresponde al IR lejano o a las microondas. Justganen el horno a microondas se excitan los @stad

rotacionales de las moléculas dgoHi organicas.
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Clases 25y 26Atomo de hidrégeno — Orbitales hibridos

El método es valido para cualquier potencial cénti@) , donder puede ser la coordenada relativa o
al origen. En este caso, vamos a resolver el attntd, que es un problema de dos cuerpos.

El primer problema es que ahora tenemos variogpogeno una unica particula (ya vimos algo de eso

en la clase 23). La idea es la misma: ahora, elltzamano va a ser de varios cuerpos y, por loadant

también lo seran sus autofunciones y autovalores:

H@L2,...,N)y 12,...N)=E@L2,..N)¢ 1L2,...,N)

N 2 R
> - th 02 +V (%, %y, %y) W 12,...,N) = E(@2,...,N)¢ 1.2,...,N)
k=1

donde conl?2,...,N estamos indicando a las particulas y sus coad#es y estamos considerando el caso
estacionario.|1p (J,2,...,N)|2 representa, entonces, la densidad de probabildad el sistema dél
particulas.

* En el caso que ahora nos interesa, el atomo detel,es un sistema de dos cuerpos y, por lo tanto
podemos desacoplar las ecuaciones considerandonéi@ de coordenadas al centro de masa (CM) y la

particula de masa reducida:ﬂ
m +m,
IEZJ ) )
:n); R= myf; + My,
- m+m,
r, Fiz — F=r,-T
m
f
@]

+ El hamiltoniano resulta, entonces:
ﬁéM +£;21 +VA(I’)
2(m+m,) 2u (1)

hz 2 i 2 1\7
-2, - +V(r
2mem) 20

» La ecuacién de Schrodinger:

(R (RT) =ECM, )y, (RT)

T,
Il

I,
I

I
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Si miramos el hamiltoniano (1), vemos que los téosidel CM y de la particula de magae separan,
por lo que, la funcion de onda total se puede lascri
Y (R M) =@y (ﬁ)w(F)

y la ecuacion se separa en dos, una ecuacion|pah g otra para la particula de maga

h? 2 = =
)| -———0O R) = R
)( 2(rnl+rnz) CM ijM( ) ECMwCM( )

2)(—h—ﬂmz +V(r)]w(r) E ()

» Laecuacién para el CM tiene como solucién unagidna:
Pew (ﬁ) = Ce'® con Egy, :ﬂ (k)
2(m, +m,)
gue es el equivalente cuantico de la particula libr
* La ecuacién que tiene mas interés es la ecuaci@n gpaVamos a resolverla. Como es un potencial
central, las coordenadas adecuadas son las esféNoten que, mientras no escribamos cuanto vale

V(r), el método es vélido para cualquier potencialsioretria esférica:

» Potencial con simetria esférica
~ B2
H-——D02+V(r)
2u
y el laplaciano en esféricas es:

162
rar

0% = r+D2

La parte angular del Iaplaciané,,,:

2
D§¢:i . i(sen9ij+ 1 0
r?|serd 06 200 serfd d¢°?

esta relacionada (cf, clase 24) con el operador

[2 =-n’r’02,

El hamiltoniano, entonces, resulta:

R 2 "2 2 2 "2 2 R
A=ty B oyen=-l10 0 U=l 0 0
2u 21 2uror® 2 ,u ror
—_

Ver (1)
Es totalmente analoga a la expresion clasica, dterdemos una ecuacion que depende solamente de la

coordenada, y un potencial efectivo.
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« Vamos a encontrar las constantes de movimientaemesa dos formas: a) hacer los conmutadores con

el hamiltoniano, o b) considerar la simetria debjfgma.

* Vamos a considerar la simetria del problema. Rapailticula de masa, es un sistema con simetria

esférica (el potencial solo depende de la coordemnadial)= no hay direcciones privilegiadas. Por lo
tanto, el hamiltoniano conmuta con el operadoradacion infinitesimal que rota en cualquier dirécci

del espacio:
A A A - i A S
[H,R(ﬂ)]:[H 1-—0p EL} :—%ﬂEﬁH, [)=0=|A.C]=0
Por lo tanto, todo el vectdr = I;>2+ I:y§/+ AI72 es constante de movimiento.

Si L es constante de movimiento, también ld &s

* Ensuma:

A A A

Constantes de movimientlaAt,I:2 L.,L L

Lo by by
» Podemos usar todas estas constantes de movimemataogsolver el problema? No. Como vimos en la
clase anterior, de todas las constantes de mouvimiéenemos que elegir el subconjunto de las que
conmutan todas entre si (de lo contrario, no vanpaotir autofunciones). A ese subconjunto lo llaraam

el CCOC: conjunto completo de observables que cteimiLas componentes del impulso angular no
conmutan entre si, por lo que incorporamos al C&QI€ una de ellas. Sefq.

* Entonces resulta:

CCOC: H, 2L,

Notar que esto también es equivalente al casocola3iengo tres grados de libertadnecesito tres
nameros para describir completamente al sistenees operadores que conmutan entre si (y cadaaino
a aportar su nimero cuéntico). En nuestro caso:

1) Hy(r) = Eg(r)

2) Gy () =13 (1 + D(F)
3) Lyy(F) = magy(F)

De 2) y 3), ya sabemos que las autofunciones \&a&n:a
w(r,6,¢)=R(NY,,6,9) (cf. clase 24)

} estoyalo tenemosesueltd

dondeY,, @ ¢ ) son los armonicos esfericosRr (es una funcion de la coordenada radial. En este
punto, entendemos lo que hemos repetido muchass:veomparten un conjunto de autofunciones

comunesDe todas las autofunciones diéy I:Z (para las cualesRR r (e una funcion radiaualquierg

el hamiltoniano, y, en particulatt;’, r (, ya a determinar la funcion radial.
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» Vamos a resolver la ecuacion radial 1):

n? 1 02 2 _

__Z_ﬂ??r + e +V(r)_z//(r,t9,¢) =Ey(r,0,9)

[ on2102 2 ] _

e o VO RON0.9) = EROY, (0.9)
hz 1 92 (0 +D) - _
oo r+ e +V(r)}R(r) =ER(r)

En el dltimo paso hemos usado quAéY,m(B,¢):h2I (I +2)Y,,(8,¢). Al no haber mas operadores
“angulares”, Y, € ¢ ye simplifica. y queda una ecuacion solo pdR@r). Es una ecuacion

unidimensional. Para que se parezca mas a la éoudei Schrodinger en una dimension, hacemos el
siguiente cambio:

R =40 L 18 (rumjé & )

r r dr? r r dr?

Introduciéndolo en la ecuacién:

:}[ 7w dz2 o+ [ (1 + )+V(r)ju(r)} gu(n)
r 2,udr 2/n° r

El }se simplifica y finalmente queda:
r

_h_z d22 u(r) + (Zl(l )+V(r)ju(r) Eu(r)
24 dr 2ur?

» Hasta acéa esto es totalmente general paatquier potencial con simetria esférica. Ahora vamos a

resolver el atomo de H (o el &tomo hidrogenoide, Z&1).
2
1)

0

. Potencial\?(r) = —é (en unidades gaussianas® =

;lz d22 u(r) + (h2|(| 1)_Ze2Ju(r):EU(r)
p dr s

* Notemos algunas caracteristicas. Estamos resolviparh la particula de maga. Esta es “casi” el

40me -

e, ya que la masa del protén s1840 la masa dek . Entoncesu =
1841m,

m, (y estamos

considerando para = 1). De la misma manera, se ve que el CM es “dagidsicion del nacleo. Pero, si

gueremos ser estrictos, vamos a seguir resolvipadoy .
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» El potencial efectivo tiene la siguiente pinta:

YCf(r)

Ved(r)

V(‘F;

m? d? nA(+1) 7€ _
e Ok ( e ju(r)—Eu(r)

Ordenamos la ecuacion:

d? 1(1 +1) 27 u
drzu(r) re U+ = Ker

Para resolver la ecuacion y que no haya tantastasies fisicas dando vueltas, nos conviene

u(r)+f_l’uEu(r) 0

adimensionalizar. Sabemos que Bohr algo de razia, tasi que usamos sus resultados. Definimos:

2

Yo, =L cona, = h—z = 0.529177A (radio de la primera Orbita de Bohr)
&, He
E= _E COnE, = % =136eV (|E| del estado fundamental de Bohr-potencial de iomnic

0

El signo (-) es porque estamos resolviendo loslestikgados y, por lo tantk <0

Resulta:
2
D2 elip =0
do P P

* EIl procedimiento ahora es el usual. Buscamos l&scisoes asintoticas para resolver posibles
divergencias y asegurarpriori que la funcion de onda se porte bien.

a) p - o =U - 0 pues es un estado ligado:

2
{d(iloz ) Ez}uas(p) =0= U, = A€+ BE” = B=0= Uy (p) = A
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b) p - 0=u, <o Noten que este es el limite que corresponde a>.

d> 10+ |,
- u =0
|:d,02 p2 :| as(p)
Buscamos soluciones del tipo= p°. En la ecuacion:
=
(s-1)p 2 ~1(1 +1)p"? = 0= s-1) =1 (I +1) :»{ S
s=1+1

1+1 1+1

= U, =A0" +Bp" = A=0=u,(p)=Bp

» Con las soluciones asintgticas, hacemos:
u(p) =e*p'"f (o)
con lo que extrajimos algunas singularidades déumeion de onda. Introducimos estgp)en la

ecuacion y resulta una ecuacion pdig : )

2 -
d*f +2(|L1_£J df  2Z-2e(+1)  _,

do> \p Jdo P

Esta ecuacion tiene nombexuacion de Laguérrd.a resolvemos por el método de la serie de p@snc
f(0)=> an"
k=0

Metiendo esta expresion en la ecuacion, pido, cemmpre, que el coeficiente que acompafia a cada

potencia sea nulo, ya que la ecuacion se debe tuimpl

;[O]pk =0

Se obtiene la siguiente relacion de recurrencia:

_2e(k+1+1)-27
T (k+D(k+ 2 +2)

» Todavia hay que cerciorarse de que esta serie ganRara eso vamos a ver a qué limite tiefe
A

. . . 28

parak - o . Si esh <1, entonces convergel:lmh =lim— - 0= converge
a koo g ko= K

Sin embargo, igual estamos en problemas, porqusesiconverge, podemos ver que, p@ra o se

2ep

comporta igual que™, ya que:

S K a  k

O sea que ambas funciones solo difieren en unatadasparap - o y nuestraf(p — ©) - o,

e :i(zg’o)k :M _,E

Entonces, hacemos lo de siempre. De todas las spkgcque nos da la matemética, nos quedamos con
aguellas que son buenas funciones de onda (esgaiear la condicion de contorno). Las series itdi

no sirven=tenemos que cortar la serie y quedarnos con lasgooios.
233



* Podemos hacer eso? Si, porque todavia tenemosadgnita mas: la energia. Y esta metida en la
relacion de recurrencia. Es decir, pido:
2e(k+1+1)-2Z2=0

—_—

n
Agrupamos todos esos numeros que parecen junias @mco numera:

n=k+|l+1 vysevequea>I|

Entonces:
2 2 4
n n 2hn

Esta es la solucién de Bohr. Al nUmero cuantitaue numera las energias se lo denomimaero
cuantico principal.

» Juntemos todos los pedazos de la funcion de ol caie fuimos dejando por el camino:

(r)=C, ‘5naLo — | fa
Ru(r)=C,e (aoj (r)

Los polinomiosf,, (r) se denominapolinomios asociados deaguérre.
» La funcién de onda completa es, entonces:

Yo (1,6,0) = R, ()Y, (6,9)

donde cada funcion se normaliza por separado:

[[RiOzar=1 ["dg[ "%, (6.9)Y,(6.9)sertio =1

* Los numeros cuanticos (recapitulemos):

n = numerocudnticoprincipal - nos da los niveles de energia
| = nimerocuénticoorbital — nos da el autovalor de?

m = numerocuanticomagnético- nos da el autovalor déz

Estos nUmeros cuanticos estan relacionados:
n>l y -l<mgl

» Algunas funciones radiales:

Z V., o .
R,(r) = g 2e * ‘1ler nivel

2donivel
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3 2
Z |? 272r 2| Zr “3a.
=] — 1—__ _ | — 0
Rol)=| 3, { 3ao+27(aoJ )
3
= _z
R, (r) = % 2%%(1—%%} 32 3er nivel
3
(zYy22(zY 4
Ral) =] 3, 27J§(ao]e

« Empecemos analizando los diferentes estados. Gaganto (n,I,m)me da un estado diferente. Sin
embargo, no todos corresponden a diferentes asefgn rigor, como la energia solo depende, dios
estados estan fuertemente degenerados. Analicesaategeneracion. Hagamos una tabla, considerando

las relaciones entre los nUmeros cuanticos:

nil m g Calculemos la degeneracion:

1|0 0 1 = Por cadd tengo2l +1valores dem

2|0 0 = Por cadan tengo qued<l <n- 1
1, -1,01 4 Entonces:

310 0 g:n_l(ZI+1):2ni|+ni1:n(n—1)+n
1 -1,0,1 1=0 =0 1=0
21-2,-1,0,1,2/ 9 g=n°

Aqui hay dos tipos de degeneracion:

1) La degeneracion que proviene de que hay diferesatieses del por cadan (I <n) se debe al
potencial coulombiano wo tiene por qué aparecer para otro tipo de potehcPor eso se
denominadegeneracién accidental

2) La otra degeneracion, la que corresponde a-fjuems<| va a aparecer en cada problema con

simetria esférica y por eso se llam@generacion

esencial La razon es simple. Cambiar el niumero
cuanticom significa cambiar<LZ>. Como <L2> es

siempre el mismo (el que corresponde al numero

cuanticol), cambiar la proyeccion del vector sobre

v

el eje z implica rotar los ejes coordenados.

Recordemos que la direccion que, arbitrariamente

llamamosz es cualquier direccion del espacio, ya
gue por la simetria esférica, no hay direcciones
privilegiadas. Si hay simetria esférica, rotards no puede cambiar nada. Luego, la energia no
puede depender e
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Es importante destacar que la existencia de deggnarsiempre tiene que ver con alguna simetria vy,
equivalentemente, con alguna constante de movimiést, la degeneracion que viene por lo valores
de mse debe a la simetria esférica. Cabe preguntaéseanstante de movimiento esta relacionada
con la degeneracion que viene pokl. Esta degeneracion accidental, que se debe arr@afo

particular del potencial coulombiano, proviene da gonstante de movimiento “no tradicional”’, nada

evidente, llamadsector de Runge-Lenz

Lxp-pxL T
2u r
* Analicemos ahora las funciones radiales.
Las funciones coih # Otienen un factor' que muestra el efecto de la barrera centrifuga‘ma¢a” a
la funcion en el origen (cf. con el caso clasiér el contrario, las funciones cér= ti@nen valores

considerables en el origen (cba  nO hay barrera centrifuga). Veamos las primenasidmes:

n=1
§ Zr
Z V2., o
wo-[Z )
=0 i &,
n=2
| 0 § Zr
- | L o L2r ) 2
Rol0) (%J 2[1 ZaJG
=1
§ Zr
| £ P12
Ry, (r) (Zabj Jéabe
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ng Zr)
Rszu( ]N( j

» La funcion de onda total en el espacio de tres adgaes es, como ya hemos visto:
‘/lnlm (r '3! ¢) = Rwl ( r.)Ylm (61 ¢)
e Para un estado cuantico particulér,l,m)la densidad de probabilidad posee simetria rotation

alrededor del eje (no depende del angulp). Explicitamente, viene dada por:

=W 697 = RO @I @)

Estas densidades de probabilidad son lo que sendean losorbitalesdel €.

» Si solo nos interesa la probabilidad de enconfra a una cierta distancia del centro del atomo (es
decir, la probabilidad de encontrarlo en algun iwdgntro de una capa esférica de radig espesodr ,
basta integrar la expresion (1) sobre el angulmedQ de 0 a4n . Como los armonicos esféricos ya

estan normalizados:
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p(r)dr = joz”d¢ [ V(6.4 serg d|R, (r)"rdr =|R, ()] r*dr

1

* En general, los espectroscopistas usan la siguietdeion para denominar a los orbitales:

ndmero cuénticd 0 1 2 3 4

orbital < p d f g

Para nombrar a un orbital, se hadg. Por ejemplo, el orbital del nivel =2, nGmero cuanticd = ¥
m=0, se escrib&p, (en realidad, vamos a ver que el nUmero cuamice incluye de otra manera).

Los orbitales tipas (I =0) no necesitan especificana Por ejemplo]ls, 2s, etc.

* Analicemos algunos orbitales (vamos a hacerlo gaxd y hacemos, = 1t
1) Para el estado fundamental:

Uiy OR,=€" = |l//100|2 =~ e ¥ = orbital 1s

La densidad de probabilidad es is6tropa, pero decegponencialmente

conr, es decir, son capas esféricas de densidad ctsstan

2) Paran= 2

r 2
) Wogo = RyoYpo =€ 2(1_%J = |‘//200|2 = e_r(l_%j = orbital 2s

La densidad de probabilidad es isotropa, pero tgneodo err =2 (a, )

X b) Yorn =¢ 21c101) = Raic10)

™
./

Veamos para los distintos valoresmie

N

r r
r o .
* Yro=RyY,=e?rcosf=e’z= “//210‘ =e'Z

= orbital 2p,

= E b.1)m=0:
‘//210

~
-

2 _
paridad (-1) |¢/210| =2p, Aqui se ve lo gue comentamos antes. Como el
orbital es proporcional a z (y es una figura de

revolucion alrededor de z) en vez de nombrarg se lo nombra coma@p, .
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b.2) m=+1

r T

W, = RY, = —e 2rsend € = —e 2rsend(cosp +iseng) = —e 2(x +iy)

r

Wy = RN, = & Zrserf e ~ e_%rsene(cos¢ —iseng) = e 2(x-iy)

* Los 4 orbitales para el nivel 2 estan degenerades aqui cabe una pregunta que hemos estado
evitando. Si el potencial tiene simetria esférigay qué los orbitales tienen simetria de revolucién
alrededor de? Es evidente que eso se debe a nuestra elecdi@C@C, donde incluimos al operador

ﬁz. Y es evidente, también, que los orbitales tiemenreflejar la simetria del potencial. Y si hubidos

elegido, por ejemplo, a:x? Entonces, seguramente, hubiéramos obtenido essasas figuras, pero

orientadas enx (recuerden quex, y, z son orientaciones arbitrarias ya que no hay divees
privilegiadas) . Y entonces?

» Para responder a ese cuestionamiento, veamosuiersig. Supongamos que hago una combinacion
lineal de funciones de onda que correspondan tatasismo nivel de energia (es decir que estén

degeneradas):

@=>ay, dondeHy, =Ey,
k

Si aplicoelH ag¢:
He=HY ay, => aHy, => aEy, =EY ay, =Eg
k k k k

Qué significa esto? Significa quealquier combinacion lineal de autofunciones ldedegeneradas es

también autofuncion del . Entonces, lo gue obtuvimos para el nivel 2, allvesaon el CCOC elegido,
esuna base para el subespacio de funciones que qwnelen a dicho nivel de energig lo mismo,
para cualquier otro nivel).

» Entonces, por ejemplo, si sumamos y restamos tafuagionesy,,, y ¢,,.,vamos a obtener:

1 1 - . . -0 1 2 .
E(¢’211+¢’21—1):§e 2[_(X+'Y)+(X_'y)]:e 2y 3‘5(‘//211""//21—1)( =e"y* = orbital 2p,

2
=e'x* = orbital 2p,

1 1 - . . - 1
E(lel_wﬂ—l):Ee 2[_ (X""Y)_(X_'y)]:_e 2X 3‘5(‘/’211_‘//21—1)

Los tres orbitales tiene exactamente la misma fpre@o que

orientados segun los ejes (arbitrarivg), z.Podemos pensarlos como

< ™ los tres “versores” del espacio que nos permitéaras funciones en
cualquier direccidon. Entonces, todo bien: la demsfhra el nivel 2 es
isétropa. Lo mismo puede verificarse para cualqoiier nivel.
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» Esta propiedad permite que uno pueda “fabricarskitades de una energia determinada y con la
orientacion que se desee. Y esto es sumamentaatdildefinir los enlaces en las moléculas. Cuaedo

mezclan orbitales de distintodecimos que soorbitales hibridos

* Orbitales hibridos

Por ejemplo:

r

1P -5 r_z
* Oe?|1-—(1¥cosf)|=e ?||1-— |F=
Ungtrzo D 1= (1 cos) =7 (1-F ] £
Esto es lo que se llama (la densidad) un orbitaiddh sg, porque esta formado por un orbig} uno
p. Obtenemos 2 orbitales, uno dirigido ha¢ia) y el otro hacia(-z ) También se dice que su estado

de hibridacion esg . Grafico polar:

Por ejemplo, en &lcetileno (= etino): H-C1=C2-H, que es una molécula lineal:

2€eenells
El C tiene 6e™. Cuando el C esta libre2eenel 2s

2€enel 2p
Solo los 2  en el 2pestan desapareados. Eso significa que puede ds’sadra enlazarse con otro
atomo. En ese caso, se dice que tiene valencian2er8bargo, el C usualmente se presenta como
tetravalente. Esto se debe a que, cuando esta ani®@ atomo, uno de los en 2spasa a ocupar el

tercer 2p, con lo que su estructura electronical€®s'2p,2p; 2p; (el supraindice indica el nimero de

e en cada orbital) Hay 4 desapareados.

1s? | 28%| 2p; | 2Pt |=> | 1s® | 25'| 2p; | 2p. | 2p;

X y X z
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En el acetileno, para formar los enlaces,dogle valencia se distribuyen,& en dossg (uno para

cada lado), y los otros dos en los restantes tebigp, y 2p, .

1s* | 2sp' | 2sp' | 2p; | 2p,

Los orbitales hibridos participan en uniones, una

conelotroC,ylaotraconelH( que aporta un

orbital 1s). Los e en los orbitales2p, y 2p, de

ambos C forman también un tipo de enlace que se

llama enlacen (2p,de C1 con2p, de C2;2p, de

C1 con2p, de C2), que contribuyen a la estabilidad

de la molécula.

En una molécula como el formaldehido, que formangs en el plano:

H

/

O C

Los orbitales deben combinarse para dar uniones glano formando angules se combinan es con

el 2p, y el 2p, (supongamos que el plano(gg)) = orbitales hibridossp’. El 2p,restante del C y el

del O forman una uniomn.

Acé vemos las uniones:
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220 T T ; ; 200

200 1801

180 1601

160

140 120}
120 100
120 140 160 180 200 220 50 100 150 200
C-H C-O

80
100
120
140

C-0O (n)
(Dal planoxy)

160
180

200

220 ‘ ‘
50 100 150 200

» Finalmente, en una molécula no plana, para daceslan el espacio, se combinan el orbislcon

los 3 orbitales2p . Estos se llaman orbitales hibridgs .

Nota: los esquemas de orbitales de esta clase son, gremite, esquemas. En la clase anterior
comentamos que hay dos formas de representartifecay polares y graficos de equidensiqwlczj = cte.

Aca les muestro un orbit@&p en sus dos versiones:

Orbital 2p, - grafico polar Orbital 2p, - equidensidad

explsart(x.*+y.) y 2=cte

90
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Nota 2 (extra - para pensarPara resolver el problema del aomo de H, eleginommso CCOC el
conjunto de operadordﬁ,liz,liz}, gue es un subconjunto de las constantes de meniopies decir de
aquellos operadores que conmutan con el hamiltonidhora bien, qué hubiéramos obtenido si, en vez
de eIegirI:Z en nuestro CCOC, hubiéramos tomaﬁid’ En principio, esto es posible, ya que cumple con

todas las condiciones, es decir, es constante gamento (redundante, ya quAg lo es), y conmuta con

los otros operadores del CCOC (o sehy I:2). En ese caso, es facil ver que hubiéramos oladenid

directamente las autofunciones reales, es d2gy, 2p, y 2p,. Cémo vemos esto? Si nos remitimos a

la clase 24, en vez de plantear:
L, ()= -ih% f(¢) =mif (§) = f,(¢)=¢€"

hubiéramos planteado:

0§ (g) =men2f (9)

Ct@)=-1

Cudl seria la solucion en este caso? Se los deggppasar (es muy facil!).

* Sin demostracion (para guardar en un buffer dedeanmia), esta propiedad de tener autofunciones
reales, proviene de una simetria Iéleque no hemos tenido en cuenta y es la simiegide a inversion
temporal Igual que con todas las simetrias, si defininmsmerador‘ftal gue, aplicado a una funcion:
'fzp(t) =y(-t), y resulta que[f,ﬁJ:O, la consecuencia es qué% =H", y, por lo tanto, sus

autofunciones son reales.
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Clase 27:Momentos magnéticos y Spin - Impulso angular tofaima de impulsos angulares.

La interaccion mas fuerte en el atomo de hidrogenta interaccion de Coulomb entre el nucleo y el
ey esto también es asi para atomos con cualquieemidee . Sin embargo, hay otros efectos que no
hemos tenido en cuenta hasta ahora, por ser muébalébiles. Uno de estos, por ejemplo, es el efecto
magnético. Por ser mucho mas débiles que la imi@rmcoulombiana, se los trata coperturbaciones
Por ahora, eso significa que podemos agregar etoefie la perturbacion como una correccion a la
energia y a los estados ya calculados, sin neckedalaolver a resolver la ecuacion de Schrédinger.

Por ejemplo, este problema no puede diferir muckb d

problema del pozo cuadrado. Por lo tanto:
E=E,+AE
P=¢,+tA¢

donde E,, ¢, son los autovalores y autofunciones del pozo

cuadrado YAE, A¢ son correcciones que se pueden hacer tan exachasse quiera.

» Pero volvamos a los efectos magnéticos. De donodgoren? Vamos a apelar a una imagen clasica
(una de las poquisimas que usamos en este curdoy 8 se mueven alrededor del nacleo, generan
corrientes y estas son dipolos magnéticos (momeatmeéticqi ). En presencia de un campo magnético,
va a haber una interaccion entre estos dipolosgrapo, que tiende a orientarlos paralelos al campo
U=-uB

« Vamos a encontrar el momento magnético éel (con el calculo semiclasico y en unidades

gaussianas):

PeroL =mmni=|fi=-——L

Esta relacion entrgi y Lse cumple incluso para casos mas complicados. rBirango, el factor de

, . , e . .
proporcionalidad no siempre es exactamenté—. Introducimos un factor de correccian, llamado

2mc
factor de Landg
_ e -
=-g——L
H=—0 ome

En el caso del movimiento orbital del, g =1



« Zidepende dd vy, por lo tanto, puede pensarse como un operamnr autovalores:

_ e
(1) = g;ﬁ;wm

QﬁD:—gaigmﬂ0+D

Para ahorrar constantes, definimos:

Us = & _ 0927x 10 ®erg/ gauss= magnetorde Bohr

2mec

con lo quej = —gHe para ele".

* En presencia de un campo magnético externo, sbtineato va a actuar un torque:

i

El movimiento resultante es queprecede alrededor d&con una

frecuenciaa llamadafrecuencia de Larmor

dL = g% LBser? dt

dL H dg
dgp = —— = g LB Bdt _09 _te
/ Lser 8 J h - @ dt gh B

Este efecto se llamarecesion de Larmor(notar, otra vez, la analogia

con el trompo).

» Experimento de Stern y Gerlach
Antes de que se desarrollara la mecénica ondidaftern y Gerlach demostraron la cuantificacién d

L. La idea es simple.

« Supongamos un campo magnétiBe= B(22 no homogéneo en una direccién (que llamampss
decir, hay un gradiente de campo en esa direc8ibse hace pasar un haz de dipolos (por ejemplo, un
haz de atomos neutros) por ese campo, los dipalos\experimentar una fuerza debida al gradierte de
campo:

F=-0(U)=-0(-4B)=0(aB) = fix (Dxé) +|§x(Dx[1)+([1DD)I§+(I§DD)[1

A/_J
=0 (campoestacionaio) =0(z=cte) =0(z=cte)

donde hemos usado una identidad vectorial:



O(AB) = Ax(OxB)+Bx(0x A)+ (Am)B +(Bm)A

Entonces:

~ 0B .

F=uy—z
/'IZ az

La fuerza mide, en cierto modo, la orientaciénioagdel momento magnético de los atomos respexto d
) ., L, . 0B ) .,
la direccionz (la desviacion que sufran los dipolos depended®lg, , ya quea— es propio del iman)
z

» El aparato era algo asi, para tener un campo no¢gé@meo ez

placa

Stern y Gerlach usaron atomos de Ag.
Clasicamente, tendrian que observar una mancha danla placa porque,

como los momentos magnéticos estan orientados teepdsicion paralela al
campo hasta la antiparalela, formando un contira@abiciones, debemos

esperar una mancha continua.

Sin embargo, obtuvieron esto:
Una linea para abajo y otra para arriba. En redjidapende del elemento;

para otros, aparecen mas lineas (depende de mevaley, ), pero siempre

en forma discreta.

Por esa época, Bohr habia planteado su modelood®mAton la hipétesis de la cuantificacion de
Stern y Gerlach le enviaron a Bohr una foto de lecg felicitandolo porque era la verificacion
experimental de su teoria.

» El problema surgi6é cuando repitieron el experimetio atomos de hidrégeno. De acuerdo a lo que ya

vimos, el estado fundamental delen el atomo de H tienéI:D =0y <LZ> =0. Por lo tanto, no deberia

observarse una separacion del haz. Sin embargo:

Lo que correspondia a que el haz se divididra as




Algo estaba faltando considerar. En 1925, un estieide Wolfgang Pauli, Ralph Kronig (21 afios)

propuso la idea de que el, aparte de su_ orbital, tiene un impulso angular intrinseco, quege tener
dos proyecciones en el espacio. Pauli lo desaleidiéulizando su teoria: “Sin duda es una idea muy
inteligente, pero la naturaleza no funciona asttir{g, entonces, no la publico. En 1926, un afpues,
Uhlenbeck y Goudsmit introdujeron la idea del ingouangular intrinseco, al que llamagpin Por su
teoria, fueron merecedores del premio Nobel. Sibaego, Uhlenbeck y Goudsmit, al enterarse de la

historia de Krdnig, rechazaron el premio...
» Bien, pero qué es ese impulso angular intrinset@deel spin? Una imagen clasica (la primera que

surgid) seria pensar que corresponde a la rotaelbe sobre su propio eje. Sin embargo, eso contradice
todas nuestra ideas cuanticas, empezando ponelgao de incerteza.

 En 1928, Paul Dirac desarroll6 una teoria cuantjoa, contrariamente a la de Schrddinger, es

invariante relativista. En la ecuacion relatividiel € de Dirac, el spin aparece naturalmente, mientras

qgue en la de Schrddinger, teoria no relativistg,duge incluirlo. Por lo tanto, hoy se sabe quspéh es
una propiedad relativista fundamental de las partés (no solo dele”), tan fundamental como lo son su

carga o su masa. Entonces, vamos ahora a estud@ne

e Spin

El spin, entonces, es una propiedad fundamentaisdgarticulas y, como toda propiedad fundamental,
se manifiesta a través de sus interacciones.
» Es un impulso angular intrinseco (que no tiene magaver con “giros” de las particulas). De tedea
grupos, sabemos (no lo vamos a demostrar aca)oges tos impulsos angulares se comportan de la

misma manera, porque pertenecen al mismo grup@dgte las rotaciones) y, por lo tanto, cumplen el
mismo algebra. Entonces si llamanf®sal operador de spin:

S0 = s+ 1)i’0

éza =mgho

donde se cumplessmg<s y Am;=+1 y ¢ es autofuncion d&? y éz

Y hay un momento dipolar asociado:

Hs = —gs%é pero ahora, el factor de Landé para el spiges 2

e Cumple, ademas, con las mismas reglas de conmatdeiéualquier impulso angular:

[é,éjJ: Ihék con(i, j,k)=(xy,z) ytodas las permutaciones ciclicas.

[.8]=0

* En el caso dek’, de acuerdo al experimento de Stern y Gerlach,puede tomar solo dos valores

entre (— s) y s. Variandomg de a 1, se ve que, paraegl el nimero cuanticstiene que ser:



S—l y —+£
2 s "2

. . 1 - .
Se dice, entonces que el spin eelesi, pero debe entenderse que nos estamos refiridnuoreero

cuanticos.

* Volvamos por un instante al &tomo de H.eEltiene spin y por lo tanto (pensemos en el expearime

de Stern y Gerlach) puede estar en un estado de Gpmo en el hamiltoniano no aparece el spin, lo
podemos pensar como “separable” . EI hamiltoniamdepende de los operadores de spin y, por lo tanto
va a conmutar cosy s, Luego, las constantes de movimiento van a sesiderando el spin:

H,LL%S ys?

Considerando las reglas de conmutacion, el nuevoC@a a ser:

A,0.0 8 y&

y. €s

l//nlmsng = Rr|| ( r.)Ylm (61 ¢)0-sng

Como el spin tiene dos proyecciones posiblas % i%), hay dos estados posibles de spin. La energia no

depende del spin, por lo tanto, la degeneracioreataren un factor 2, o sea:

degg =2n°

e Como cualquier funcién de onda, las funciones diaate spin estdn normalizadas. Formalmente, eso

se escribe:
Iqajdas =9
 Pero, como son las autofunciones,, de S* y S,? Supongamos que tomo & (un poco de

imaginacion, por favor) y lo traslado en el espa€ioanto vale su spin? Lo mismo que antes. Por mas
gue lo traslade, lo rote, lo lleve a la Luna, ehgpel e no cambia Esto es porque el spin, propiedad
fundamentalno depende de las coordenadBsr lo tanto, la funcién de onda de spin de licaique nos

habla es del estado de spin, o sea, si (en estalebs ) su proyeccion de spin esg =% om = —% (o

cualquier combinacién de estos dos casos, porqdiggpestar en un estado mixto). El spin no vivelen
espacio de coordenadas sino en un espacio progspacio de spin.

* Entonces, vamos a ver que hdigtintas representacionete estos estados de spin. La mas elemental
- 1
es la siguiente, para:E:

Asigno al estad@,, =a (lollamoa)
22

= (lollamo B3)

y al estadar

-

1
2

N



Al estadoa se lo suele llamaspin para arriba(o spin up y se lo sefiala con una flechamientras que

al estadof se lo llamaspin para abajqo spin down y se lo sefiala con una flecha

» Con esta representacion, alcanza con saber cotendols operadores de spin:

Sta = 1(1 +1jh2a =352 Sa =L (1)
2( 2 4 2

n o 11 3 - 1

SL==|=+1p’B="h* =—=n 2

p=33+1pea=3ns p=-218 @

. L, : . 1 .
El problema con esta simple representacion es igigmemos una particula ccm;tz, tendriamos que

andar inventando nuevas letras. Por eso, pasefa@sguiente, mas Util, representacion:

» La siguiente representacion se basawettores’que, en realidad, como nos dan las componentes del
spin vamos a llamagspinoreg(la “e” es una concesion al idioma castellano rapgue nos resulte mas
facil de pronunciar). Asi, de acuerdo al nUmer@igecciones posibles de spin, vamos a tener eggino
de dos componentes, de tres, etc.

* Entonces:

)55 LA

va® +b* =1 (normalizad)

Como en esta representacion los estados de spiassos “vectores”, los operadores de spin van a ser
: 1 . . . .
matrices. En el caso de=§, matrices de 2x2. Estas matrices tienen que cungdi reglas de

conmutacién y las ecuaciones de autovalores.

Las matrices que cumplen con todas esas condicgmmelas llamadashatrices de Paul{estas matrices

son las que aparecen naturalmente en la ecuagibirac para ele”):

RS I

tal que:
§="¢ §="g S, =",
2 2 2
A 10
y 82 :§h2
4 (0 1
Por ejemplo:



1 Y )

2(1 0) .«
=1 = S,
2 (0 -

* Impulso angular total
Cada particula, entonces, va a tener un impulgolanorbital L y un impulso angular de spi@. Se
define unimpulso angular totald :
J=L+S
que también tiene todas las propiedades de cualquydelso angular.
J,=L,+S
(32)=r%j(j +1)
(J,)=mn  con-jsm<j, Am =1

y las mismas reglas de conmutacion.

* Suma de impulsos angulares

« Es evidente que el nimero cuéntigao va a ser independiente de los nimérgss, ya queJ no es

independiente d& y S. Queremos saber qué valores puede tomar
* Lo planteamos asi. Dado un valorldg de s, cuales son los posibles valores de j?

-l <m<l
Sabemos que-s<mg<s

—jsm <]
y ademasn, =m+mg (ya que los tres vectores tienen la misma dioe)i

Esto Ultimo nos permite determinar el maximo vaem;:

mMéx — mMéx + rngléx

! =l+s

Este maximo valor dem, corresponde, obviamente,la maxima proyeccion del maximo valor de j

Entonces:

" =l+s

« Supongamos una particula con un valor definiddde,,S?,S,. Los estados posibles de la particula
van a estar caracterizados por los numeros cuaritieps, m; . Como estos numero cuanticos determinan

el estado, lo escribimos asi:



Dismm, = | l,s, m,ms> Esto es lo que se llamatacion de Diragno confundir con la teoria relativista de

Dirac). Aca vamos a usarla porque lo que nosestees la relacion entre los nimero cuanticos.
 Si tiene bien definidoL,y S,, va a tener bien definidd,, pero no asiJ?, ya que puede tener
diferentes valores de

« Los estados, introduciendd’ y jz podemos escribirlos considerando también 4 nuneerésticos:

‘I,s, j,mj> . Estos van a ser combinaciones lineales d({aljs,sn, ms>, ya queJ no es independiente de
LyS.

Es decir, yo puedo pensar a los estados cblmwn, ms> 0 bien como‘l,s,j,mj>. Obviamente, los
estados son los mismes lo que estamos haciendo @&s cambio de bases decir, Ios*l,s, j,mj> van a
ser combinaciones lineales hes, m, ms>. Ahora bien, un cambio de base tiene que resfzethmension
de la base, es decir, si necesito ¢lbs,mm,) para formar un‘l,s,j,mj>, con esos dofl,s,mm,)
también tiene que salir un seguddiﬁ, j,mj> .

+ Hacemos, entonces, la siguiente tabla. Pongo losegadem, desde su maximo valor y voy bajandolo
de a 1; me fijo como formo ese, conm y mg, y veo a queé valores dgpuede corresponder. Para fijar

ideas, supongamos quas:%. (Como |, s figuran tanto edl,s,m, ms> como en‘l,s,j,mj>, no los pongo

en los estadofs )).

[m,my) [J.my;)
m, m mg j
e | 1 42 (1)
2 2 2
-1 | = ®)
2 2 1,1
|+§ (0] I_E
= 1
2
3 1
A IR R @3)
2 2 [+l i-Lg-3
: 2° 75
|_2 - no
2

* En (1) solo hay una combinacién lineal posible:

1 1\ _|| 1
[+=,1+=)=|l,=
2 2 2




 En (2) hay dos combinaciones lineales posibles. €Cqm | +% tiene que estar (ya probamos que

puede tomar ese valor), las dos combinacioneslpssitbrresponden a

)=+ -1y
. 2 2
. 1 1
mo=ll-=1-=
im)=-31-3)
. 1 . 1 .
* En (3), como ya probamos que=1 +§ y j=I ~3 estan, entonces los estados
. 1, 3
im)=legi-3 mm)=)i-1-1
2 2 2
1 3 se formanconlos 1
imi=ll-=1]1-= m, =|l-2=
[im,) ‘l > 2> [m,my) ‘ 2>
. : 3 . 1 . 1 .
Pero, qué pasa cop=|1 _5? Como ya probamos que=| +§ y j=I ~3 estan, y, comos dos estados
en una base tiene que darme dos estados en lzastas> | =| —g no esta.

» Si siguiéramos la tabla, veriamos que, como sojodaa valores posibles dg, cada combinacion
. . . : . 1 . 1
lineal solo tiene dos estadeslos Unicosj que van a aparecer sop=| +§ y j=|l 5 (las barras de

modulo es porqug =0). Entonces:

1
2

: 1
<j<sl+=
2

* Si hubiéramos hecho esto mismo cm% hubiéramos llegado a:

I-d<j<l+s

» Otra forma desigualdad triangular.
J=lL+sz[t-s
j=l+s

G+ D 210+ - <+ :{.

j=l-s




Clase 28:Teoria de perturbaciones — Acoplamiento spin-arbitEfecto Zeeman.

La clase pasada comentamos que, al resolver mloatle H, no tuvimos en cuenta ciertos efectos
magnéticos por ser estos de magnitud mucho memoadateraccién coulombiana. Dijimos también que
esos efectos pueden incluiraeposteriorj tratdndolos comgerturbacionesal sistema original. La
mecanica cuantica dedica un extenso capitulo arddaadiferentes técnicas para incluir estos teiede
menor magnitud, sin necesidad de resolver una Ecuae Schrodinger que los incluya de primeros
principios. Este capitulo se denomiteria de perturbacioneg ustedes van a verlo, seguramente con
profundidad, en Tedrica 2. Aqui solo vamos a dar hmeve idea, para aplicarlo a analizar dos efemtos

el atomo, que son, en parte, responsables de&lztesa fina de los espectros.

* Breve introduccion a teoria de perturbaciones.

Como vimos la vez pasada, si uno tiene un sistemmo este:

puede, razonablemente, asegurar que la soluciacidfues
de onda y energias) no van a diferir demasiadomslejlie

corresponden al pozo cuadrado.

Entonces:

]l
+

donde resolvemos de primeros principios el pozdmado y agregamos el efecto de la perturbacién como
una correccion. Por lo tanto:

E=E,+AE

p=¢,+Ap

dondeE,, ¢, son los autovalores y autofunciones del pozo eatdy AE, Ag son correcciones que se

pueden hacer tan exactas como se quiera. Aquvanlos a hacer una primera aproximacion.

e Supongamos un sistema en el que sabemos resolver:
Hod, = EX8,

Pero el sistema real tiene un hamiltoniano que es:
H=H,+W dondeW <<H, en orden de magnitud.

El problema real:

Hy, = EW,
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no lo sabemos resolver en forma exacta (o no agbemha).

* Laidea es escribig, en funcion de lag,. Sabemos que lgi, forman una base ortonormal:
* 3y —

J-espacio¢I ¢kd X= 5k|

Podemos desarrollay,,

wn = Zank¢k [U/n

La idea es encontrar los coeficientes del desarydk correccion a la energia. Entonces:

(ﬁo +Wl”n = (|:|0 +W)Zk:ank¢k = Enzk:ank¢k

Hog + > a,Wg, = E
Zk:ank Ec?fk Zk:anwk k n;ank¢k
= Zankw k :Zank(En - EI?)¢k
K K

+ Multiplicando porg, e integrando:

Z ank J.espacio¢l*v'\\l¢kd 3X = Z ank (En - EI? )J-espacio¢|*¢kd 3X
k k

\le 5k\

Entonces:

;ankvvlk = (En - Ef)am (1)

» Hasta aqui, esto es exacto. Ahora, vamos a aplicaraproximacion teniendo en cuenta que la
perturbacion (el término perturbativo) es pequeia:

SiIW=0 =y =¢,

SiW #0 perosucontribucidn eschica:

a,, #1lpero=1
a,, # 0 pero=0

Lo que quiere decir esto, es que el término queiia sumatoria (1) e, ,. Entonces:

(En - E|0)a'nl |]ananI

Paral = n se obtiene:

(E.,-E°)ow,, = AEDW,| (2)

Paral # n, aproximoa,, U 1

W) ©

Reemplazanddc, de (2) en (3):
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W W

nl —_ nl N 1
(Er? - EIO +Wnn) ) (Er? - EIO) Wi,
1+ ‘EO _ E‘O)

n

a, O

SiW, << E°-E’, entonces podemos aproximar:

1 _ {1_ W, }
Wnn (Ef? - E|0)
=)

Y resulta:
W W
ID' 5 nl 0‘ 1_, 0nn 0‘
™ (En—a){ (En—a)}

El término que corrige a 1 dentro del corchetegeneral también se puede tirar (si es <<1), en cuyo
caso, los coeficientes del desarrollo resultan:

W

)

y la correccion a la energia, ec. (2):

(E,-E°)OwW,, = AEOW,,

* Qué pasa sin hay degeneracion, es decirg|asn degeneradas? En ese caso, no es licito perear q

a, <<1 paranzk.

Por ejemplo, habiamos encontrado:

WnI — WnI — WnI ~ i 0 _— [0
(En - EP) = (E,? - E,° +Wnn) =W 1 sii E =K

nn

a, O

= hay que modificar un poco las cosas. Vamos a okr $n caso particular (el acoplamiento spin-
orbita), que es el que nos interesa. Todo el poosesimplifica si uno conoce |@s, a priori, con algun
argumento fisico, como ser, que son una combinadai@al de funciones degeneradas del problema

original, es decir, deH,, siempre y cuando no se mezclen al aplicar laugEtion (es decir, si uno

encuentra la nueva autofuncion y esta megglde distintas energias).

» Acoplamiento spin-orbita
En fisica, se llama acoplamiento entre dos madesticuando el término de interaccion depende del
producto escalar entre ellos. El acoplamiento épiita es uno de los responsables de la estrufihaa

de los espectros atomicos, y es, fundamentalmengeinteraccion entre el momento magnéticoeleh

su sistema de referencia propio, con el campo ntiagngue “ve” el e desde ese mismo sistema de
referencia. En rigor, es un efecto relativista, jpogue en realidad, deberia tratarse dentro deoda

relativista de Dirac. Como no podemos hacerlo denggnera, vamos a hacer un calculo semiclasico para

encontrar cOmo es la interaccion, y luego lo varaomesolver cuanticamente. Consideremoseal
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moviéndose alrededor del nucleo con una cierteciddd vV (una imagen “a lo Bohr”). Desde su sistema

de referencia, e¢” “ve” al nlcleo moverse conv. El nlcleo cargado genera
una densidad de corriente:
1

j=-=Zei
c

De acuerdo a la ley de Ampere, esta densidad diermia genera un campo magnético:

jxr
r3 c r

_ZevVxi _Ze L

-3

mcr®

B=

dondeL es el impulso angular del . Notemos que el campo magnético que ve desde su sistema de
referencia es el generado por su propio movimiertidgal.

Nota: hemos resuelto el problema del &tomo de H coralsameducidau . Para evitar confusiones con el

momento dipolar, reemplazame@s por m, para indicar la masa reducida (que, ya sabemdsasg la

masa dele").

El e, desde el sistema de referencia propio, tiene amento magnético debido solo a su spin:
L Ug = _ e =z

=-g.,-2S=-g.——S
Hs =—Qg 7 Os omc

Este momento magnético interactia con el campo éi@grgenerado por su impulso angular orbital:

V\/lz—”s[é
_ e = Ze L g.Zé¢ SIL
\Nl_gsz SO PR Sz 2 .3
mc mcr°  2cnyg r

Aqui tenemos que introducir un factor de correcc+32én(que proviene del hecho que el sistema de

referencia dek™ es un sistema rotante) y consideremos, ademagque :

V\/l:—l AS[E:—ZZGZZ_SEL
2 g r

» Estimemos el orden de magnitud de este términdatiltoniano, comparado con la interaccion de

Coulomb. En orden de magnitud:

2
r:eez (radio deBohi) H, :% L=h  S=h

ﬂ: ZeZh_zao = hz r‘n:ed': e4 = e_zzzazz[ijz
H, mc®a’ze mic® n*  n’c® (hc 137

r:aO:

dondea , recordaran, es la constante de estructura finde&is, que este término de acoplamiento spin-
oOrbita es 4 6rdenes de magnitud mas chico querrainé de Coulomb. Esto nos habilita para tratarlo

como una perturbacion.
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» Correccién a la energia del atomo de H debida al@amiento spin-orbita

Hemos resuelto el atomo hidrogenoide, con el tam#dno H, y encontramos las autofunciones

Yo, = R (NYin(6,8) 0, , cON energias, .
Tenemos un término perturbativo:

g r
y queremos encontrar como se modifican los nivelesenergia del atomo al tener en cuenta esta
interaccién. Ahora, el hamiltoniano contiene egtentno que depende d8[L . Lo escribimos de una
forma mas conveniente. Para ello, vamos a usarmllso angular total:
o =([+8)fL+8)=+S+SM+LB=12+8+250
ya quelE,é] =0 = pues actian sobre diferentes espacios.

Entonces:
sm=1(52-12-8)
2
(Esta forma de escribir un acoplamiento es lo qereegalmente se usa, porque nos evita que aparezcan

productos de componentes de los impulsos angujaeso conmutan entre si).

* Segun vimos, la correccion a la energia es:

~

AE=(H-H,)=(W)

= (E, - E°) 0w,

nn
dondeW,, se calcula con las autofunciones IEI@. Sin embargo, en este caso, podemos avanzar an pas
mas encontrando el CCOC que corresponde a estentéparturbativo. De esa manera, sin encontrar
explicitamente las nuevas funciones de onda, posiealoer de qué operadores son autofunciones y, por
lo tanto, de qué numero cuanticos dependen.

» Dejo como ejercicio demostrar:

>
>

SIL,?|=0 32, ?|=0
S, &=0 32, &|=0
Sri,L|#0 j,.2=0
Si,§|=0 3, &|=0
S, J3?|=
ST,

Con esto, el nuevo CCOC &8,1%,5?,J, (perdimos al,,S,, pero ganamos a2,J,)
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Por lo tanto, las autofunciones s¢msjmj . No sabemos cémo son (solo sabemos que son caridriaa

lineales de lag/ degeneradas), pero sabemos de quiénes son autofesciNotemos, ademas que

nismny

son combinaciones lineales de autofunciopgs,,, - Entonces:

Zé& . (jz—l?—éz)

AEn |:|Vvlnn = Frnez espacio¢nlsjmj r3 ¢n|sjmj dSXdU' =
Zeh% ., . .1
= 4C2rn: [(J (J +1) _l (I +1) - dS+1)]J.espacio¢nlsjmj F¢nlsjmj dSX

(noten que eldo indica que también estamos integrando sobre lasgdoes de spin, en el espacio de

spin).
Entonces:

_ZE€R _ 1
AE, DWl"”_Fnﬁ[(J(”l) 11+ S(S+1)]<r3>

/1 .
El valor med|o<—3> lo calculamos con la parte radial #g,.., » R, (). Resulta:
r

0 =0
Z3

ahd [I + ;j(l +1)

» Entonces, la correccion a la energia para el niest

| £0

1\ _ = 1 200
<F>— Jo Ri(n)—5 Ry(r) ridr =

oz [(j(j+21)-1(1 +2) - (s +1)] (1#0)

AE, =
ac'mia, g (I ¥ ;)(I +1)

n

2
Teniendo en cuenta tu=1 ya, = h 5
2 m.e
yegn | (€ +D 10+ -]
AE, = 402;_:?9 : 4l sinzo
nzl(l +)(I +1)
2
. z%" e’
En funcion dde? = 1+ ==
n funcién q | = y a ”
0 sil=0
o 3
_JIEla?z? (J(J+l)—|(|+l)—}
AE, L - si 1#0
: |(|+2j(|+1)

» La correccion a la energia depende jdgara un valor dé, hay solo dos valores posibles ¢e
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j+:l+E y j_:l—1 por ejemplo, parh=1, jzl;§
2 2 22

= hay dos correcciones para cada valot (&alvo paral = (. Desaparece, en parte, la degeneracion.
Cada nivel se desdobla en varios: el nivel orig{paral = 0 y otros dos para los dos valores pgeue

corresponde a caday la energia ahora dependergk:

_ZEl

2n|(|+1j 2
2
Z%E%|a?

AE, = - 5 i=lt
2n(l +1) 1 +=
(+3)1+3)

0 | =0

Los estados, ahora se denotdp. Por ejemplonyz, Zpyz, Zp%

El nivel del estado fundamental no cambia, ya dumieo estado esslPara el niveh= 2

2|=0| ~2
_2Z7Ee* 1 ea
AE. =) 3 4 2
2 EZZ‘ES‘O’Z j _3 -
3 4 2 a
y AE, =0
n=1

« Observen que las correcciones a la energia sorongiopales aa®Z?E’

, como ya habiamos

determinado, lo que muestra que las correccionespequefias frente a las energias. Sin embargo, a
medida que aumenig se van haciendo mas importantes. De hecho, pareoé pesados, esta correccion

no se puede despreciar.

» Efecto Zeeman

El efecto Zeeman fue descubierto en 1896, poeP&teman, que observl que, colocando un atomo
en presencia de un campo magnético, las lineastesps se desdoblaban. Es decir (aunque en ese
momento no se podia explicar) la interaccion cocaghpo magnético rompe la degeneracion de los
niveles de energia. Vamos a ver como cambian ledas de energia en el caso del atomo hidrogenoide.
Tengamos en cuenta que la presencia del campo rangimetria esférica del a&tomo, ya que ahora hay
una direccién privilegiada, que es la direccionadhpo. Llamemoza esa direccion.
» El campo interactia con los dipolos magnéticosdiebal impulso angular orbital y de spin @gl

por lo que hay un acoplamiento directo entre elpmagnlos dipolos. El potencial de interaccion es:
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=-[ B

dondez =g + g, =-g, L2 L-g, A 8=-Fe(fv2s)  cong =1y gs=2

El efecto del campo magnético sobre los nivelesu@p, en principio, de la intensidad del campo, ya
que:

e Siel campo es débi’é‘ <10'gauss que es el orden de magnitud del campo magnégicatdmo), el
efecto del campo compite con el acoplamiento spiitady, en ese caso, ambos efectos no se pueden
considerar por separado. Por lo tanto, la correcaifa energia debemos hacerla teniendo en cusnta |

funciones¢ Como el efecto del campo es déhilya a preceder méas rapidamente alrededod de

nisjm; *

(precesiéon de Larmor) que del campo magnético,tgners, vamos a hacer la siguiente aproximacion.

Proyectemos el momento dipolar en la direcciéridgolo vamos a tener en cuenta esta componente del

‘[ﬁa+§)__

momento dipolar total) :

—

- [C+28)dC
BT D

\_/

Mg P +252+3L[6
e g

y consideremos la componente deen la direccion del campa)(

WL /JB(L2+282+3LES)J
"R i

Como hicimos antes, escribamos:

S=2(3-0*- %)

con lo que,
o [2 + 252 §(A2 Lz_‘z)jJ
N JEB__,U_( 2 f_ Mg(3s2_ 1 1
/uz _iu.] ‘j‘B - hB ‘j‘z B hB(ZJZ 2L2+ Zszj‘j

Por lo tanto, la energia potencial de interacga@aemos calcularla como:

32 _ "2 SN2 E
W, =-4,B= 'U;IB(SJ |2_ *S } \_].22

La correccion a la energia va a ser, entonces:

2 _ (2 2\ 3
AE, = /JB I (MJ‘]_ Brisim d3xdo

esp nIstJ

2 =

2 . . _
AEn:ﬂBBh 3J(J+1)_|§|+1):S(S+1) mh
h 2j(j+Dn
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AE. :,uBB[Bj(j +)-1(+0)+ s(s+1)}mj

2j(j+)

Si escribimosﬁ:—g%j, 0 sea, el momento magnético asociado al impuigaolar total (en vez de

separarlo erl y S), g es entonces el factor de Landé asociado a ese mmmegnético:

AE=(-71B)=g%#(3,)B = gut,Bm
AE = gusBm,
Comparando con el resultado anterior, el factdratelé resulta:

_3i(+D -1+ + gs+])
2j(j+)

Se ve que la degeneracion se rompe aun mas guecasoedel acoplamiento spin-6rbita, ya que cada

nivel de los que calculamos en ese caso se desdnbﬂaj +1) niveles, y la separacion entre ellos
depende del factor de Landé.

* Por ejemplo, para el estadey:
2

m, = i% = el nivel se desdobla en dos.
El factor de Landé es
E l +1|+ E
g = 2\ 2 4
2 1(1 + 1)
2\ 2

» Para el estad@ p}/ ;
2

=2

m, = i% = el nivel se desdobla en 2.

Nlw

] 2(;+1j—1(1+1)+

21(1 +1j
2\2

e Parael estad@ py
2

g 2
3

IN

g m, < g = el nivel se desdobla en 4

33
2

Nlw

@+1j—1(1+1)+

23(3 +1j
2\ 2

g= 2
3
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n=2 ip%
A
Zp}é
n=1
1s,

» Siel campo es intensﬁ>1@ gausy, este efecto es mayor que el acoplamiento sfttady, por lo

tanto, se puede despreciar este acoplamiento faéefecto del acoplamiento directo con el campste E

efecto se denomingfecto Paschen-Bach o Zeeman anémalo

A

W, =-(- gL%E—gs%éj@=%(ﬁ+2é)ﬂ§=%(£z+2éZ)B

Para calcular cdmo se modifican los niveles de ggagnotemos que, en este caso, el CCOC no se

modifica respecto del CCOC del problema origirié; ¢ éz forman parte del CCOC original). Por lo

tanto, las autofunciones son las mismas que lds de

Br . (o .a B
AE = ,u% Lqu}mm (LZ + ZSZ)¢mmS%d3de = ﬂ%(m +2m )i

AE, = p45B(m+ 2m,)

En este caso, se rompe la degeneracion esenci&tmjaenos debido a la simetria esférica del paenci

coulombiano y la energia ahora también dependa diedccion del campo.

» Estos términos son, en parte, responsables dériectesa fina del espectro. Pero no son los unycos
hay muchos términos en el hamiltoniano molecutare dan origen, ademas, a distintas espectroscopias
Afortunadamente, la mayoria corresponde a randesedies de energia y, por lo tanto, se puedetagxci
en forma separada. Les dejo, para el asombron@ltbaiano molecular “casi” completo:
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H=-—101% +V

0 +V. .+

cryst

Pot. éen
el campo
del nidcleo

Pot. éen el
campo de cargas
fuera del &tomo

Energia
cinética é

eh zd= e = =
+2m2028 Ex p+E'Ab +yehBoES+
Acoplamiento Zeeman electrénico
spin-oOrbita e

2mc( D%Mb[b)

Acoplamiento del campo magnético
con el impulso angular orbital e

vy [ T)ST) - o
2mc(ﬂm‘+phm) " rs { 2 IES}+

Acoplamiento del momento nuclear Acoplamiento del momento nuclear
con el impulso angular orbital e con el spin gestadosio 9

2mc

+8?nyeynh I [85(F) - y.hB, O +H,

Acoplamiento del momento nuclear Zeeman nucle¢ Acoplamiento del Q nuclear con el
con el spin gestadoss) gradiente de campo eléctrico
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Clase 29: Particulas idénticas.

Dos particulas son idénticas si todas sus progedantrinsecasq,m,s,etc.) son exactamente las

mismas. Por ejemplo, todos les del universo, todos los atomos de H, todos ppds etc. Esto significa

gue no existe un experimento que pueda distinguar de otra. Laonsecuenciale esto es que si un
sistema fisico contiene dos particulas idénticaszgambian sus propiedades ni su posterior evolugiién
intercambiamos los roles de ambas particulas.

» Clasicamenteno hay problema.

Cada particula se mueve a lo largo de una trayactuen
definida, que nos permite distinguirla de las onasada instante,
y seguir su evolucién individual. La numeracion qle
imponemos es arbitraria, pero se las trata comtuesian de
diferente naturaleza. Todas las constantes de nmEvion son

invariantes frente a un intercambio de ambas péasc

» Cuanticamentela situacion es totalmente diferente, ya que
las particulas no tienen una trayectoria definRiar. ejemplo,

si at= 0, los paquetes de onda de dos particulas idénticas

estdn completamente separados en el espacio, lacéwvo

— <
posterior puede mezclarlos. Esto hace que perdaast® de
las particulas. Es decir, si detectamos una péatien una

region del espacio en la que las dos tienen prbtatino
nula de estar, no tenemos forma de saber a cuksdeos
detectamos. Por ejemplo, supongamos un choque dosre
particulas idénticas, en el sistema CM. Antes dequh,

tenemos dos paquetes de onda totalmente sepapoose
—>

- dirigen el uno hacia el otro. Incluso, podemos mames
A artificialmente. Durante el choque, ambos paqueses

superponen espacialmente. Después del choquepalasse

los paquetes, no sabemos si ambos siguieron comseho
sentido de que tenian antes del choque, o si volvisobre sus pasos. Dos posibilidades, dos estados
finales posibles y no podemos determinar cual estaddo final.
» También podriamos haber tenido la siguiente sifuradtn una interaccion entre las dos particulas, la
region el espacio donde tenemos probabilidad na daldetectar a las dos particulas se parece a una
esfera cuyo radio aumenta con el tiempo. Supongajesponemos un detector a un cierto angulo y
detectamos a una particula, Es cierto, ya quemlilso lineal se conserva, que la otra particulaseve

en direccidn opuesta. Sin embargo, es imposildbersai detectamos a la particula que inicialmente

1



llamamos 1, o a la 2 hay dos caminos diferentes que conducen a la anstoacion final que

detaectamos:

1 /’ : 2 / \ / detectr

Esto trae aparejada una dificultad adicional pateutar la probabilidad de una determinada medjgrén
gue necesitamos conocer el estado final del sistema podemos distinguir entre uno y otro. Cémo
calculamos la probabilidad, tomando la suma deptababilidades o la suma de las amplitudes de las
probabilidades?:

W+, o gl ?

Vamos a contestar a esto fisicamente, es decirdoiqué consecuencias fisicas tiene sobre el ed&do
sistema el hecho de que las particulas no se pukstarguir.

« Empecemos considerando un sistema de dos particaf@esentado por un hamiltoniami)(J,Z),

donde los nimeros 1y 2 representan a las coordemedlas particulas 1 y 2 (es una forma mas derta

escribir). Si las particulas son idénticas:
H (L2) =H (2))
es decir, el hamiltoniano @svariante frente al intercambio de las particul&sto es una simetria y, por

lo tanto, la vamos a tratar como hemos tratadcstatasimetrias hasta ahora.
e Definamos uroperador de permutaciéﬁ’(lZ) gue lo que hace es intercambiar la particula la@n

y viceversa, es decir:

PAT (12) = f (21)

Vamos a ver quél  (L2y P (12) conmutan:

PL2H (L2¢ 12) =H (¢ (2) =H L2y (21)

H (1L2)P L2y (12) = H (1.2 (21)

= [IS,I:I =0= tienen autofunciones comunes. Como siempre, elltoam@no que tiene una simetria
conmuta con el operador que realiza esa operaeigimuktria.

 Veamos las caracteristicas de las autofuncionesP@&2) para sacar conclusiones sobre las

autofunciones déi  (12)



|5(12)z// L2 =Ay L2 =¢ 2D = ¢ (21 es también autofuncién de (L2ya que difiere day (L,2)
en una constante.

* Veamos qué relacion hay entte (12 (21), es decir, veamos quién gs Notemos que:

P?(12) =1

En efecto:

PL2P L2y (1L2) = P12y (1) =¢ (L2) = Xy (L2)

= ¢ (12) es autofuncion d®? (L2pn autovalor >[4 =/1=+1

» Esto conduce a varias conclusiones importantes!

Dy )=+ (12 = ¢ @2 debe semuna funcidn simétrica o antisimétrica frente alertambio de
las particulas.

2)H L2y (1) = EL2y (12)
= H L2y (2) = E@2y (2))

degeneracion de intercambio

}w(lZ)yt//(Z;L) estdn degeneradasEsta degeneracion se llama

Noten que este resultado es lo que vimos en elpdgedel choque. Los dos estados finales posibles so
equivalentes (es decir, estan degenerados) y porrden a haber intercambiado el rol de cada péaticu
Esto, ademas esta de acuerdo con que la densigadlbilidad del sistema conjunto no puede cambiar
si se intercambian las dos particulas.

Si se tiene un sistema de N particulas, estetaglsulse generaliza facilmente (lo hacemos mas
adelante).

* Por ejemplo, supongamos dos particulas indeperetﬂ;iﬂﬁt @2) es:

—h—ZDf —h—ZDS +V, (1) +V, (2)}0 1L2) =E@L2y L2)

2m 2m

(-%Df +V1(1)j [-5—;55 +V, (Z)Hw 12 =E@2y 1.2)
Los problemas son separables. Luego, como hemios vis

w@)=y,Qp, A=y, 1)

dondey, @y ¢, (2) son las soluciones de los problemas separablgsy w representan todos los
nameros cuanticos que les corresponden. En el alltimembro escribimos este producto en forma

resumida , donde el primer indice de nUmeros at@sfj ) corresponde a la particula 1, y el segundo

(v), a la particula 2.

Esto esta bien??!! NO!!

¥ (1,2) tiene que ser simétrica o antisimétrica frentatercambio de las dos particulas, asi que el gmpl
producto (1) no es una funcidon de onda aceptahle glasistema de las dos particulas. Cémo seria,

entonces, una buena funcién de onda?



e Comoy (1,2) y ¢ (2)) estan degeneradas, cualquier combinacion linealifuncién. Entonces hay

que buscar combinaciones lineales que sean sietriantisimétricas:

e 12) = %[w,, W, ) +u, Oy, @)= %[ww +y,,]

W, 02)= %[wﬂ W, 2 -v, 0w, @)= %[ww -y,]

Noten que, si intercambiamos los indices 1y Zadebrticulasys (1L2) =¢s 2Dy ¢, 12) = -, (2D

» La densidad de probabilidad sera (con la nota@éomida):

e TR L

s R e

T 2o, v,

2
W,

‘/j!:%h‘/ﬁw

= Los términos del primer corchete son la suma dalémsidades de probabilidad de los dos posibles
estados finales (cf. con el ejemplo del choque).

= A esto se agregan los términos del segundo cerchet mezclan ambos estados. Estos son términos
deinterferencia que aparecen debido ahalistinguibilidadde las particulas.

* Noten que, en el limite clasico, cuando los paguestan muy separados, localizados en alguna zona
del espacio:

En la zona A actud,, asique @/, (1) oy, (2) son#0;

A B . ] .
pero ¢, = 0. En B actuaV,, asi quey, @) o6y, (2yon
#0. Por lo tanto, en los términos cruzadosysj # , O
entonces ¢, = Qoor lo que los términos de interferencia

¢,Qoy,02) ¢,00¢,(2) se anulan. Entonces, en este caso, la densidad de
probabilidad es analoga al caso clasico de doscpkas

indistinguibles, una en estagp, y otra en estadg, (es decir, cuando no se especifica cual esta em cad

estado).
* Notemos, asimismo, que si un estado es simétrarttisimétrico, no pierde ese caracter con el tiempo

Consideremos la ecuacion de Schrodinger dependiehteempo para ver la evolucion del estado:

A

Ay =in%? =y +dy Dp) + Y dt=g) +dt ) = (i+ dt.ﬂ}ﬂ(t)
ot ot i ih

simétrico



= como el operador que aplica sobgdt) es simétrico, entonceg/(t+dt va a tener las mismas
caracteristicas deg t () si ¢(@t) es simétrica (antisimétrica)y(t+dt tgmbién es simétrica

(antisimétrica).

* Bosonesy fermiones
Que la funcion de onda de un sistema de partidgdé&agicas sea simétrica o antisimétrica divide a
todas las particulas del universo en dos categorias
= fermionescon funcién de onda antismétrica;
= bosonescon funcién de onda simétrica.
Todas las particulas conocidas entran dentro denalgle estas dos categorias, y obedecen esta regla

empirica (para nosotros, empirica; en teoria dgpoarse demuestra):

= particulas cospin semientero son fermionés, p*,n°,e" (positrone$, (muones, etc)
= particulas cospin entero son bosongby,a*",mesonegtc).

+ Para particulas compuestas (como las particulascdf) rige la misma regla. Para ver si la funcion
de onda de dos particulas compuestas es simétaicisamétrica, es decir, se permutan las dosquda.
Permutarlas significa permutar simultAdneamentestdala particulas elementales de 1 con las de a. Est
permutacién deja inalterada la funcion de ondassphlrticulas compuestas estan formadas por bosones
un numero par de fermiones. En ese caso, la partmpuesta es un boson. Si las particulas

compuestas contienen un nimero impar de fermi@sésnces van a ser fermiones.
Por ejemplo, sea la funcion de onda de dos ptasaompuestad y B, donde A,B =(f,, f,) estan
formadas por dos fermiones. Entonces:
WAB)=@(fA 1012, 17)
=—y(f°, £/ 12, 1) se intercambia el fermiéh”* con el f,®: sale un signo negativo.
=y (12 1214 1)  seintercambia el fermiof*con el f.2: sale otro signo negativo.
=¢/(B,A) lafuncién de onda resulta simétrica: las paldie compuestas stwosones

Por supuesto, esto también puede determinarseov&ng spin de las particulas compuestas es entero
(bosones) o semientero (fermiones).
» Sigamos con las particulas independientes. Ensel @a dos fermiones, vimos que la funcion de onda

antisimétrica se escribe:
_ 1 _
w02 =, 00, @) -4, 0y, @)

Notemos que esta funcion se puede escribir dearmsaafmas compacta como determinante

_del(0,@ 9,0
Yal2)= ﬁ{wv 0 v, (2)}

Para dos bosones:



s (12) = %[w,, O, @ +y, O, 2)]

La funcion puede escribirse como un permanentecqe® el determinante, pero todos los productos se

suman):

e w0
Va02= 5 Lav 0 (2)1

» Esto se generaliza pahh particulas: tengo combinaciones lineales simétrizaantismétricas di
funciones:

Y, Qw, Qw,3..40(N) (esto se llama yoroducto de Hartree

y tengo que sumar (o restar, segun correspondaj tlm$ productos en los que he intercambiado dos
particulas. Para bosones, todos los productos marsupero para fermiones, tengo que ver cuantos
cambios tuve que hacer para intercambiar dos phasic para ver si sumo o resto el producto de
funciones: un garrén. Cuantos de estos productofumigones tengo? Tantos como el nimero de
permutaciones, o sell! Por suerte, esto es equivalente a hacer el detantel (el determinante es la
funcion antismétrica por excelencia) para fermigones permanente para bosones:

@ ¢ ... (N)
114 ¢, ... ¢,(N)

Yro "IN
l,UN(l) l/IN(Z) lﬂN(N) - - fermiones

+ - bosones
En el caso de los fermiones, esta funcién de sedienominaeterminante de SlateEn la mayoria de
los célculos cuanticos de moléculas, se parte dealoculo de particula independiente en el campo
promediado de las otras particulas. Es decir, Isalazel determinante de Slater como funcién deacal
partida y luego se agrega la correlacion entredasculas por diversos métodos.
* Veamos una consecuencia muy importante, que mugstligerente comportamiento de fermiones y
bosones. Supongamos que, deNagarticulas, hay dos en el mismo estado de paati€idto significa,

por ejemplo, quey, =¢,. Entonces:

v@Q @@ ... ¢(N)
1@ @@ ... ¢(N)

Yot L
l,UN(l) l/IN(Z) lﬂN(N) - - fermiones

+ - bosones
Un determinante con dos filas (o columnas) iguatesulo, mientras que el permanente puede tenas tod
sus filas (o columnas) iguales sin anularse. Quréfgia esto?
= dos fermiones no pueden ocupar simultaneamente iginonestado(la funciébn de onda es
idénticamente nulo). Esto es lo que se conoce qmmnaipio de exclusién de Paulgue se cumple, por

ejemplo, en los atomos o moléculas, donde no poalder dos™ en el mismo estado.



= por el contrario,los bosones no tienen restricciongacluso todos los bosones pueden estar
simultdneamente en el mismo estadomo vamos a ver en la proxima clase, esto gsdose llama un

condensado de Bose-Einstein

e Supongamos ahora un sistema dis fermiones idénticos interactuantesiyo hamiltoniano no
depende deS (por ejemplo, no hay acoplamientolS). Los estados se escriben teniendo en cuenta
también la funcién de onda de spin, que se facal&zla parte espacial de la funcién de onda:

Y (12)=¢@12)0o12)

donde¢ (1,2)es la parte espacial de la funcion de onda y , ([E2parte de spin.

La funcién de onda total tiene que ser antisim&tentonces:

si @ (L2) simétrica= o, (1,2) antisimética

si ¢, (1,2) antisimética = o (1,2) simétrica

Qué combinaciones tenemos? Los estados de spis dedueden seo S

a) Parag (12) = 0,12 = %[a(l),[z’(Z) - a(2),[>’(l)] = esto se llama uestado singletéo singulete).

a@a(2) )
b) Parag, (12) = o, (12) = %[a(l)ﬂ(2)+a(2),8(1)] (2)+ = esto se llama uestado triplete.
BOAQ) (€)

Estas cuatro funciones estan degeneradas. Esoiledefaer. SiH (12) es independiente d8, la funcion

o (1,2) es transparente &l W2)a 12) v @, (L2)son autofunciones espaciales He LY con la

mismak (degeneracion de intercambio). Entonces, tenenessadios que solo se diferencian en el estado

de spin. Podemos interpretarlo fisicamente calcaan
S, (12)0 (12) =[S,) + S,Q)]o 1.2) = hmyo (12)
dondemges el niUmero cuantico para el par de particul&s(3) actia sobre las funciones de la particula

1,y S,(2), sobre las de la particula 2.
D[8.0+5.@lSle0s@ -a@L0]=

= %Ea(l)/)’(a —%a(l)ﬁ(Z) —%0(2),8(1) +%a(2),8(1)} =0=>m, =0

2[8.0+5.@k0@ = e0a@ +a®a@]=ra®a@ =m =1



3[S,W+S, (2)]%[a(1)ﬂ(2) +a(QBO)=

= %[a(l)ﬁ(Z) ~a®)BR) +a@BO)-a@BW]=0=m=0

#[s,0+S@IBOAQ = —%[ﬁ(l)ﬁ@) +BOLQ)]=-1BQBEER) =>m =-1

» Para ver a qué estados de spin corresponden est@giones, podemos aplicar o que vimos para
sumar dos impulsos angulares, es decir, en este elaspin total del sistema de las dos particplesie

ser.

s -s|ss<g+s,=

Entonces, eestado singleteorresponde a que los spines de las particulasgg@en as= 0 mientras

que en el triplete, se acoplarsa (cbn sus tres proyecciones). Por lo tanto:

(#funcién de spin, ya que la funcion espacial es sin#.

T = el estado singlete corresponde a que los dos ssplaelas particulas sean antiparalelos
v

TA . ll = el estado triplete corresponde a que los dos sgiedas particulas
- sean paralelos (la funcidn espacial es antisingtpor lo tanto las
m=1 m=0 mg=-1 dos particulas pueden tener el mismo estado d¢. pata: * no es
una representacion muy realista.
« Veamos una consecuencia importante del estadoersgl que pueden estar les
Supongamos que queremos acercar espacialmergelade , es decir, tal QUE =T,:
= Si tienen sus spines acoplados a 1, es decin estéin estado triplete, la parte espacial deraidun
de onda tiene que ser antisimétrica. Entonces:
o (1.2) = -¢, (2D
n=nL= @.n=-afnN=>¢ -0
Los dose no pueden acercarse espacialmente;oeso sise repelieran, pero esto no se debe a una
interaccion de coulomb entre ellos sino a&stado de spin
= Si tienen sus spines acoplados a 0, es decin estan estado singlete, la parte espacial denlzdn
de onda tiene que ser simétrica. Entonces:

% (12) = @ (21)

n=n=a@l.n=afn=az0
(no hayningunarestriccion —incluso pueddgenerunvalor grande

Los dose” pueden acercarse espacialmente;oes0 sise atrajeran, ya que no existen restricciones para

@ . Otra vez, esto no es producto de una interaad&girostatica, sino del estado de spin.

» Esto se llamanteraccion de intercambig no tiene analogo clasico. Noten que no es ulgaaocion

que aparezca explicitamente en el hamiltonian@ gire aparece implicitamente al considerar el spin.
8



Dijimos que las propiedades fundamentales se negtafn a través de sus interacciones. Bueno, esta es

una de ellas.
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Clase 30:Estadisticas cuanticas.

Vamos a considerar solo el caso de particulastamactuantes. En ese sentido, se puede consalerar
sistema de N particulas como un gas ideal, coovadad de que ahora lo vamos a tratar desde un punt
de vista cuantico. Esto permite estudiar, por ejemgistemas a bajas temperaturas o a densidades
elevadas (recordar las restricciones que se teméag gas ideal clasico). Igualmente, permitedastu
“gases” no clasicos, como son los gases de fomimse de conduccion en los metales.

Cual es la diferencia fundamental entre el caasia y el cuantico? La indistinguibilidad de las
particulas, como vimos en la clase 29.

» Clasica aungque las particulas sean idénticas, se lasdoao distinguibles> estadistica de Maxwell
Boltzmann (MB).

» Cuantica las particulas idénticas se consideran indisiilgsi y esto impone condiciones de simetria a
la funcion de onda, frente al intercambio de dodi@das cualesquiera. El resultado neto es que al
intercambiar dos particulas no se obtiene un nestado posible. Esto impone que, al contar loslesta
posibles para todo el gas (es decir, el nUmero aldiguraciones), las particulas tienen que ser
consideradas como indistinguibles.

Dentro de las estadisticas cuanticas, tenemosasos:
= particulas con spin entero (bosonesgstadistica de Bose-Einstein (BE).
= particulas con spin semientero (fermionesgstadistica de Fermi-Dirac (FD).

* Ejemplo:supongamos un “gas” formado por solo 2 particidag,B. Supongamos que cada particula
puede estar en 3 estados cuanticos posileg;, y ¢,. Vamos a contar todos los estados posibles del
gas para las tres estadisticas. Esto es lo mise@mpguntarse de cuantas maneras pueden ponerse dos

particulas en los tres estados de una particula:

1) MB: particulas distinguibles; en cada estadalpueber cualquier nimero de particulas.

0 Al n. =3 =9estados posibles
AB| - ) Notar que en MB la funcién de onda puede escribirse
B - ¢ (AB) =4 (A, (B)
Al B -
B | A | -
Al| - | B
B - A
- | A|B
- | B A




2) BE: particulas indistinguibles; en cada estadede haber cualquier nUmero de pariculas.

Yo |4 | s Indistinguibles:B = A
AAT -] - n=3+3=3- 3 =n.-3=6 estados posibles
- AA - de2 del todos losrepetidos
_ - | AA Notar que en BE la funcion de onda debe ser sioaéfirente al
A | A - intercambio de particulas.
- Al A
Al -] A

3) FD: particulas indistinguibles; en cada estanlpurede haber mas de una particula.

W |, | Yy Indistinguibles:B = A

AlA | - N =ng — 3 =3 estados posibles

- A A de2

AT A Notar que en FD la funcién de onda debe ser ardtsica frente al
intercambio de particulas.

» Este ejemplo muestra otro hecho interesante. Suleahos:

_ probabilidad dequehaya? particulasenel mismoestado
probabilidad dequehaya2 particulasenestadodiferentes

Vemos que:
_3_1
=672
Ry =g =1 ; los bosones tienen una tendencia a agruparse ayor gue las particulas clasicas.
0
=—=0
A 3

* Vamos a encontrar la forma que tienen las distrdngs de Bose-Einstein y de Fermi-Dirac.
Recordemos que MB, en el caso discreto es:

g€

Z gse‘ﬁfs

S

~PEs
. . n g.e
la probabilidad;: = =—=°"
y p N zgse—ﬁss
S

donde g5 =degeneracion del nivedg. En rigor, el método que usamos para encontrardistribucion

ns =N

fue suficientemente general (la Unica hipétesis qua las particulas no interactuaban), con dos
condiciones de vinculo:

N=>'n;  ng=poblacion del nivels
S

E:ZnseS
S

Cuél es la diferencia ahora?



1) MB: ng puede se cualquier cosa, pero ademas, como léisupes son distinguibles, cualquier

permutacibn de 2 particulas tiene que consideraceeno un estado diferente, aunque

{n.n,,....n,} permanezcan invariantes.
2) BE: idem MB, solo que la Unica restriccion es:

Zns =N (no se consideran las permutaciones)
S

3) FD: las unicas posibilidades sag= 01

* La idea es encontrar la distribucion mas probadples corresponde a la situacién de equilibrio, es

decir, calcular la probabilidad de una configuragidnaximizarla, sujeta a las condiciones de vimcul

e Supongamos un sistema Meparticulas y energia totgl en equilibrio a una temperaturasometido

a ciertos potenciales externos (recuerden que edapros los potenciales de interaccion entre

particulas). Los potenciales externos actian stdata particula individualmente, por lo qro®ocemos

las energias y los estados posibles para cadaartRecordemos, ademas que la probabilidad de que
una particula vaya a cualquier estado es la mismae@, no hay estados privilegiados; todos son

igualmente probables).

» Planteamos, como hicimos con MB, un sistema delegys la minima energia de particula &s

Ea Queremos saber como se distribuyen las N parti@na®s
i . . . . L . .
£ 9s niveles, es decir, cuél es la configuracion magahte, sujeta
N . .
€s — 9s  alas condiciones de vinculo:
N4 = ., .
€4 9 N'=2.n n. =poblacion del nivels
£ N3 g S s S
’ °  E=Xng
S
& L 9, S
& m 9  Es decir, encontrar el conjunto de poblaciofesn,,...,n, |

gue maximiza la multiplicidad de la configuracion.

* SeaQ(n,...,n, Ja multiplicidad de la configuracion en funcionlds poblaciones, es decir, el nUmero

de maneras de construir la distribucion.

* Vamos a calculaf(n,...,n, para las dos estadisticas cuanticas.

a) FD
En FD, no podemos decir cuales particulas van a eathdo (son indistinguibles), sino cual estado (e

decir, cual de logy estados de energi ) esta ocupado.

Supongamos, por un momento, que son distinguiBllesimero de maneras en que faparticulas
pueden ponerse en lag estados lo calculamos asi:
- la primera particula puede ir a cualquiera deggsstados;

- la segunda, a cualquiera de (g5 —1) estados restantes;



Entonces:

0. = 0:(0: ~(0: =20~ (1 -D) = %y

Pero como son indistinguibles, no me interesa vad cada estado, asi que divido por el nimero de

permutaciones de las, particulas, es decing (estoy eliminando las repeticiones):

— gs! — Os
Q. =—95°_ =
S (gs - ns)! nS! (nSJ

Para todos los estados de todos los niveles, ricdtipl nUmero de formas de armar cada nivel:

Qn,,...n;) = D(gj

b) BE
No importa qué particulas van a cada estado, petenemos restricciones sobre el nimero de pasicul

en cada estado.

Tengo g estados de energig y ng particulas para distribuir entre esos estadosudkggier manera
(no importa cuales, sino cuantas). Lo puedo peasirpongo lasgparticulas en fila y “reparto” los
gsestados entre ellas. El analogo seria temémolitas y separadores que me indican hasta québoli

entra en cada celda. Cuantos separadores necfiite?) separadores.

Y ahora permuto juntoss n.bolitas y los(g. —1) separadores, es decir, terlgg + g5 —1) “cosas” para
permutar juntas. O sea:
(ns +gs -1)!
Como tengo que eliminar las repeticiones, dividomd y (gS —1)! :
o<l (n 6
ng!(gs —1)! ng

Entonces, para todos los estados:

f -1
Q(nl'___,nf): I;l(ns +ngS j

1 . : .
) esto se llama combinaciones sin repeticion.

» Ahora, el procedimiento es el mismo que seguimeoa pHB, es decir, se maximiz@(n,,...,n, ) sujeto

a las condiciones de vinculo. No lo vamos a hatrarveez (no me lo agradezcan) porgue es exactamente

igual que con MB.



* Sellega a:

1) MB:
ng = eagj;gs dondea =multiplicador de Lagrange asociado al numero ddéqudas, y
B= 1 _ multiplicador de Lagrange asociado a la energia
KT
2) FD:
-9 _ 9s

a
= = conpy=-—
ST eithes 41 flesH) 4q H B

3) BE:
_ O _ G

Ns e‘“’ﬁfs -1 - eﬂ(fs_ﬂ) -1

De la estadistica de BE, podemos también encotdrastadistica que corresponde a los fotones
(recordemos que son bosones, aonl). Para los fotones, no hay restricciones sobrgielero de ellos

y, por lo tanto,a = 0 Entonces:

Os
Ne=—25 _
S e -1

Es decir, recuperamos la estadistica de Planck!

* Qué pinta tienen estas distribuciones?

— Fermi-Dirac
Ns a Js 1‘
Os 1
Bose-Einstein
£
1) BE y FD decaen @ altas o energiagaltas.
A
Ng Para esos limites, tienden a la distribucion de MB
9s (clasica).

2) BE: las particulas tienden a estar todas en el

Maxwel-Boltzmani

estado de energia mas bajo. Eso es lo que se llama
un condensado de bosondssto define la situacion

aT -0 . Por ejemplo, efHe es un bosén vy, a




temperaturas cercanas0eK tiene propiedades de superfluido, que se debameastte a la condensacion
de Bose. Esto se entiende asi: particulas, todaslanismo impulso, al chocar, no intercambian itepu
y, por lo tanto, se desplazan sin molestarséHE&les un fermién y no tiene propiedades de supeoflu
Esta es la imagen de la distribucidon de impulsoardeondensado de
Bose. Se ve que las particulas practicamente s#bdien alrededor

de un Unico valor, es decir, todos en el mismaodesta

3) FD: tienden a estar ocupados los niveles degémaras bajos, pero (ar) # 0 puesng = O]l(principio

de exclusién de Pauli) y por lo tanto, hay méaslesrecupados.

* Paragg =,u:>&=E
gs 2

A temperaturas altag3 :k—'Lfr <<l = e’ Oefs >>1= FD - MB

n .
o Parag; <<y, = —= - 1:los estados cosg, < yestan ocupados.
Os

n Blea- , .
o Parag;>>pu— —=0e Ales=) - cae exponencialmente como MB los estados co&g > ptienden
S

a estar desocupados.

» Esta energiau =¢. se llamaenergia de Fermiy marca la transicion entre estados ocupados vy
desocupados (obviamente, esto es estrictb =0). Igualmente se defind. tal que ¢ =KkT., y
entonces:

_ Os
ns - eﬁ(ES_EF) +1

Pasando al continuo:

dn= p(&)de

* Por el principio de exclusion de Pauli, ningln dsta@uantico puede ser ocupado por mas de un
fermién. Esto significa que no puede existir unademsacion de fermionesTa=0°K , como en el caso
de los bosones. Por esta razon, un gas de fermpressnta una presidon mayor que la de un gas de
particulas clasicas (debido a que tienden a esharseparados). Esta presion es la que estabilina a
estrella de neutrones o a una enana blanca (que gas de Fermi de"), contra la fuerza gravitatoria,

que tenderia a hacerlas colapsar. Solo cuandstridle es muy masica, la gravedad supera a astezd

repulsiva” y la estrella colapsa, por ejemplo, Bragujero negro.



* Ejemplo: gas dee” de conduccion en los metales.

Supongamos un gas @e. En un metal, en primera aproximacion, es posibépeiar la interaccion
entre lose de conduccion, por lo que se lo puede tratar comgas ideal cuantico. Su concentracion es
tan alta que a temperatura ordinaria, no puedéaado con estadisticas clasicas, por lo que cesita
la estadistica de Fermi-Dirac.

* Ya vimos que, en un solido, las energias positldedingden en bandas. Las bandas inferiores estan
totalmente llenas, mientras que la banda supdramgda de conducci¢rse llena hasta le energia de

Fermi, £ . Vamos a estimar esa energia.
* Como la banda de conduccion es la de energia t@&btomportamiento de la&S es practicamente
el de un gas de libres confinados en una caja de potencial (estawsmple mas rigurosamente a

T =0°K)), esto es, un pozo infinito en 3 dimensiones, idedsionesa,,a,,a,

2
—;l—mﬂzt// =&Y cony(xy,z)= 0 en las fronteras (1)

= (% y,2) 0"

Estamos considerando solo estados de traslacidteadsfalta considerar la degeneracion por los dos
estados de spin. Recordemos que, en un pozo méniuna dimension:

L

" 2m a’

Extrapolando este resultado a tres dimensionedapaondiciones de contorno (1):

21,2
nk Conki:M

g(n,n,,n,) =
(x y ) om a1

La & va a ser entonces:

_hk
& =
2m
K, A T=0°K, los estados cork<k. van a estar ocupados y
aquellos cork > k. van a estar vacios (estados vacantes). Esto se
puede representar diciendo que, en el esp&gidos estados
> dentro de una esfera de radio van a estar llenos. Esta esfera se
‘ ’ denominaesfera de Fermi



» Como los niveles de energia de B®stan muy proximos, podemos escribir una distriouce FD

para el caso continuo:

dN = p(&)de
T4

donde dN =ndmero dee  con energias e|6£,£+d£); p(£)de =nimero de estados en ese rango de
energias.
» Calculemosp £ ) El nimero de autovalores em(qua,ni + dn) es (lo dibujamos en dos dimensiones;

cf. con la teoria de Rayleygh-Jeans, clase 11) es:

_ namerode puntos{n,,n,,n,)
i p= av

El “ dn "mas chico que se puede tomar sobre cada eje es de

longitud unidad, por lo qudV =dndn,dn, =1

e

El ndmero de puntos que entran en dicho volumeh. es

(Noten que tomamos un volumen unidad pero desde la

mitad de cada intervalo, porque si no, estariarnotaado
n ,
n / y puntos que se comparten en otros volumenes).
X

1

1

|
— - =L _

|

|

]

1

1

1

1

|

|

]
S

Entonces, el nimero de puntos en el volumen elahesigual al volumen elemental:
p=1= d°n=dndndn,
En funcion dek :

V V . .
dsnziiﬁd dk dk =—dk dk.d — = p, =densidad de estados en el esp&cio
>~ dkdk,dk, = dkdkdk = — = p, =dens paci

« En funcién del médulo d& :
v
n3

integramos sobre el angulo solido, pero solo gmigler cuadrante ya qL(ex, n,, nz) >0:

0,0% =—k?dkdQ = para obtener el nimero de estados eﬂ{rb+ dk) y cualquier direcciondN, ,

Ve M= kadk

= pdk= kg k=S

v
21

Esta es la densidad de estados de traslacion dinteoesfera de Fermi. En funcién de la energia:

o0k =—— Kkdk = dN,

pdk = p(g)de

2
—de=""kdk=dk="Tge=T_"
m k

n (2me)2

h2k?
2m

de

E=




Con esto:

V 2mem 1
p(e)de = Tde
21 h 1 (ome),
k2

dk

3
_ VvV (2m)v/e
p(g)de——4 Y de

y la distribucion resulta:

T=0K

v (em): Ve

dN =
A n® e+

e Para calcular la energia de Fernif & 0°K , basta con considerar que el nUmero de estadt® adin
la esfera de Fermi sea igudNgao sea, tantos como particulas. Todos los estangsados:

dN, :Lkzdk = integramos sobr& hastakr y consideramos la degeneracion de spin, o0 sea,

2

multiplicamos por 2:

1
LN ke, V1, _(3mNY:
N=gph Kdk=tpgke = |k (—v

2
_ K} :h_2(3n2N]3

E. =
~1F T 2m om v
« Por ejemplo, el Cu tiene una densidad 9C?rg , Y peso atdbmico 63.5. Por lo tanto, hay:
9 014 molges
63.5 cn

Con 1e de conduccion por atomo, en un mol tenemos:

N

—2= 8.4><1ozze—3 con una masan=10""g
\ c

La energia de Fermi resulta:

& =11044x10"° | = 689eV



E_F
K

temperaturas elevadas, estamos en la region eBguefe. >>1. O sea que la region de transicion es

Ademés, se puede definir utemperatura de Fermi. =—==80000K . Esto muestra que, aun para

muy estrecha y se parece a la situacion en larque0.

* A medida que se aumenta la temperatura del metatguotiene el gas de Fermi, les se excitan por
las colisiones con los atomos que se agitan témanée, y ocupan estados de energia superior. &ero,
acuerdo con Pauli, solo pueden ir a estados vacahtas temperaturas normales, la energia térquea
se le puede dar a ue es pequefia comparada con la energia de Fermigparacupen estados con

&> ¢ . Por ese motivo, solo una fraccion pequeia pegdiarse.
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