Primera Parte:

TERMODINAMICA
Clase 1:Generalidades y definiciones - Gas ideal - Ecuacdiérestado
Termodinamica: estudio de las transformaciones calor <-> trabagoanico. El objeto de nuestro estudio son
los sistemas con un gran numero de particulas:
* materia: gases, liquidos, sdlidos
» radiacion electromagnética -> gases de fotones
e gas de electrones
» fonones, etc.
Por qué necesitamos un método “distinto” parart@eo evolucionan estos sistemas?
Analicemos a nuestro sistema bajo estudio. PormgEem
Materia: a nivel microscopicog 10A)
« formada por moléculas -> atomos -> nucleones \relees
e comportamiento cuantico
* interacciones a distancia fundamentalmente elecigogticas
Pareceria bastar, conociendo el estado de todgstasulas individuales del sistema en algun mstapara
poder predecir su comportamiento posterior. Sinaggd) considerando que, en la porcion mas pequifia
materia hay del orden de*@articulas, en la mayoria de los casos resultasibfe conocer el estado exacto
de las particulas a un cierto tiempo. Y aunquefasfa y se pudieran formular las ecuaciones demmento,
su complejidad seria tan descomunal que seriaiqgaaAwnte imposible resolver el sistema o sacar
conclusiones Utiles. Ciertamente, aun cuando leeracciones entre particulas son mas bien simfdes,
complejidad resultante de la interaccion de un gramero de ellas puede dar lugar a comportamientos
cualitativos del sistema totalmente inesperados efemplo, es un hecho dificil de comprender edegtalle
microscopico, que los atomos simples que formamas) puedan condensarse bruscamente para formar L
liquido con propiedades muy diferentes. Y mas a®mucho mas dificil de comprender que moléculas
formadas por esos mismos atomos simples puedaasaces de crecimiento y reproduccion biolbgica.
. Entonces?
Empecemos viendo que definimosestado termodinamicde un sistema como un todo (no el estado de las
particulas individualmente) por medio de un corguig propiedades que lo caracterizan. Dos puntostie
Propiedades o parametros macroscopicoaracterizan al sistema como un todo, sin refedrkes particulas
que lo forman. Por ejemplo, son propiedades magpisas: volumen\(), presion §), temperaturaT),
conductividad térmicad ), energia del sistemg& etc.

Propiedades o parametros microscopictembién caracterizan al sistema como un todo, peti@vés de

propiedades moleculares promediadas sobre todsteins. Asi: energia media por particu(la)(}, volumen

medio por particula<6/>), velocidad media por partl’culéﬂ(}), etc.



Si el estado del sistema se caracteriza por pragesdmacroscépicastacroestado.

Si el estado del sistema se caracteriza por pragesdmicroscopicamicroestado.

Son dos formas de caracterizar lo mismo, por edgsteeuna relacion entre las propiedades macrosasyi

las microscopicas. Ademas, resulta bastante oleadiyersos microestados pueden corresponder asumom
macroestado. Se llamaultiplicidad del macroestadal nimero de microestados que corresponden a es
macroestado particular.

. Como trabaja la Termodinamica? Dos puntos de vista:

> Termodinamica pura o macroscopica (TNgs leyes fundamentales se toman como postuladasibs

en la experiencia y, a partir de alli, se extraenclusiones sin adentrarse en el mecanismo cinégctos
fendmenos (fendbmenos térmicos <-> cinética depéaticulas). Es fenomenoldgica, con un punto d&avis
macroscopico. Los resultados son sumamente preeisogeneral, pero no se mete con los fendmenos
microscoépicos. Para sistemas equilibrio se pueden sentar principios generales respectasdeelaciones
existentes entre los parametros macroscopicosnesiesidad de hipotesis detalladas sobre las pemeed
microscopicas.

> Termodinamica estadistica (TE:partir del conocimiento de las propiedades rsapicas y también
basandose en principios muy generales. Propordmies los resultados de la TM mas un gran numero de
relaciones generales para el calculo de los paréasetacroscopicos a partir de sus propiedades scigpicas.

La TE aprovecha el hecho que los sistemas tan lgadps tienen, sin embargo, una ventaja. Se sabdag
predicciones estadisticas dan resultados tanto preégsos cuanto mas grande es el niumero de sucesc
intervinientes. Por lo tanto, se puede esperar@@stadistica aplicada a*t@articulas dara resultados muy
confiables. Lo que hace la TE es asignar (o calcldaprobabilidad de que un sistema se encuemtrene
determinado estado. El postulado basico de la TEmsnces, qui®s sistemas evolucionan hacia el estado de
maxima probabilidad compatible con los vinculos tprega(esto también es un principio, ie, no demostrable
mas que a través de la experiencia).

Ejemplo:

Definamos lo que vamos a llamar gas ideal gas diluido de moléculas idénticas.

Diluido: namero de moléculas por unidad de volurpequefic= la mayor parte del tiempo se comportan

como libres. La interaccion entre ell&s es “casi” despreciable frente a la energia ciaéKg, es decir,
V, <<K;, pero suficientemente grande como para que lagaulals puedan intercambiar energia cuando se

acercan unas a otras. Como el tiempo de interaa@sémucho menor que el tiempo total del proceso, la
interacciones pueden tratarse como choques. Adarodag) la separacion entre ellas en promedio eslgran
los efectos cuanticos son irrelevantesse comportan como particulas clasicas.

Supongamo$ moléculas de un gas ideal dentro de un recipi@iteonsideramos cada mitad del recipiente,

cuantas moléculaan promediovamos a tener en cada mitad?



n+n'=N -vinculo
n n Intuicion: nC n'=N/2 sii N suficientemente grande
b)
i Situacibn mecanicamente posible pero estadistic@nen
N 0 improbable.
Definimos:

Configuracion: cada uno de las diferentes maneras en las quéepuepartirse las moléculas (en este
ejemplo, en las dos mitades).
La probabilidad de un determinado estado va aas¢o fmas grande cuantas mas formas haya de “atmar”

configuracion. Sin demostracién (lo vamos a hacés adelante), en el caso a), ese numero de forsnad e

. . (N : , .
comblnatorlo[ , mientras que en el caso b), hay una sola mare@rdar esa configuracion (ponemos
n

: N - :
todas las moléculas en una sola de las mitadegpué&te demostrar q{e j es maximo para =%, siempre
n

y cuandoN sea un nimero muy grande.

Una configuracion en la que<< N/2 (o n’>>N/2) se dice que esta relativamentdenada o no distribuida al
azar. Si n=n'=N/2, se dice que es la configuracidmas desordenady es la de maxima probabilidad,
compatible con sus vinculos.

Mas alla de la matematica, la razon fisica es Bantas moléculas deberian moverse de una formga mu
particular para concentrarse en una region dgbierte. Por supuesto, esto no significa gile=n’=N/2, sino
gue transcurrido suficiente tiempo, el valor aldmtedel cual fluctian (es decir, su valor medio o promedio)
no tiende a variar con el tiempo yN&. En ese caso, se dice que el sistema estguélibrio.

Entonces:

Equilibrio: estado tq los valores medios de todos los parémetacroscopicos (0 microscopicos) no varian
con el tiempo, aunque ellos mismos puedan sufque@as fluctuaciones.

* Notemos lo siguiente. Si un sistema aislado estairen situacion poco desordenada (cf. el ejemplo
anterior), variard en el tiempo aproximandose fira@ite a la situacion mas desordenada o aleatosibl@o
compatible con las condiciones impuestas (es desikinculosV, E, N etc). La razon fisica, grosso modo, es
simple. Salvo condiciones impuestas desde afusidastlas direcciones de movimiento de cada molé&mria

equiprobables. Esto es equivalente a decir ejuequilibrio es el estado del sistema mas aleat@osible
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compatible con sus vinculollotar: las propiedades del sistemavalores medios estables en el equilibrio,
solo se pueden definir en el equilibrio. Resumiemdoa el estado de equilibrio:

e« Cuando un sistema esta en equilibrio, los valoreslios de todos sus parametros macroscopicos
permanecen constantes.

* Es el estado del sistema mas desordenado (=atBatowmpatible con las condiciones impuestas
(=vinculos).

* Una vez alcanzado el equilibrio, el sistema “olvidas condiciones anteriores (es decir, del est®lo
equilibrio alcanzado no se puede deducir cual fuessado anterior).

* El estado de equilibrio se puede caracterizar poIs pocos parametros macroscopicos 0 mMicroscopicos
(eso ya lo vamos a ver).

Por ejemplo, para un gas ideal, el estado de bqguilcorresponde a la distribucion més aleatoridade

moléculas, compatible con los vincutlasdistribucion uniforme. Es decir:

\ Ns Vs

Qué podemos decir de la energia media por molé(ta)l’a Supongamos que un grupo de moléculas tuviera

una(e)mayor gue las otras. Esta situacion no puede gieisindo las moléculas chocan entre si, ya que, s

producen intercambios de energia entre ellas lpastaen promedio, todas tengan la misma energiiame

Por lo tanto, en el equilibrio:
E . .
(¢) =N dondeE es energia total del sistema.

Reversibilidad e irreversibilidad.

De acuerdo a lo anterior, cuando un sistema aist@dtuciona tiende a hacerlo en un sentido definitor
ejemplo, supongamos que nuestro gas se encuemtfiaato por un tabique en la mitad del recipieise.
vinculo esV/2, Si sacamos el tabique, cambiamos el vinculo (aésrdo el volumeN del recipiente) y el
sistema, inicialmente mas ordenado (las N moléca&an en una mitad) evoluciona hacia el estado de

equilibrio compatible con el nuevo vinculo:

equilibrio, vinculo V/2 fuera del equilibrio equilibrio, vinculo V

(desordenado) (més ordenado)



Si invertimos el proceso en el tiempo (cambiamosrdén de las flechas), intuitivamente podemosquer
este es un proceso que no se observa en la redlldsemos que el proceso invertido correspondesarpie
un estado mas desordenado (equilibrio) a uno naEshado (no equilibrio). Entonces, definimos:

Proceso irreversiblesi el proceso invertido es tq no ocurre en ldidad. Todos los sistemas fuera del
equilibrio tienden a este, ie, son todos irrevéesibNotar que no hay nada intrinseco en las emueside
movimiento (es decir, en la mecanica) que dé alf@ un sentido definido y es la estadistica (igy(ghero
tan grande de particulas y su comportamiento ctmjlm que define un sentido tempotalla irreversibilidad
es tanto mas pronunciada cuanto mas particulasrogael sistema.

e Cuando tendremos entonces, pnoceso reversibldie, cuando el proceso invertido es posible)? Esto
puede darse cuando un sistema evoluciona de tarengone todos los estados intermedios son de ledyuili
Por supuesto, esto es una aproximacion, ya qu qgo@ un sistema evolucione se lo debe sacar diibeiq.
Entonces? La idea es que el proceso sea suficienterntento como para que el sistema se “reacompde”
alcance el equilibrio en cada paso antes de daaisgl siguiente. O sea que el tiempo que pase atosstie
no equilibrio sea mucho menor que el tiempo to&lptoceso. La pregunta es, cuanto es suficientemen
lento? El tiempo que debe durar el proceso paraipegue el sistema alcance el equilibrio en cpdso debe
ser mucho mayor que el tiempo de relajadid@tel sistema. Qué es esto? El tiempo de relajaséel tiempo
gue tarda el sistema en alcanzar el equilibricediossaca abruptamente de este (por ejemplo, sl easo
anterior sacamos el tabique “de una”). Entoncesusistro proceso dura un tiempo t tq t >podemos
garantizar que el sistema puede ir alcanzando isosesstados de equilibrio hasta alcanzar el kquailfinal.
Los tiempos de relajacién son del orden (eso depeietl proceso, obviamente) de®16. Por lo tanto, si
nuestro proceso dura 1@, puede considerarse suficientemente lento (dEnés de magnitud mayor qoje

Los procesos reversibles también se llaman “cuasiess”.

Calor Q y temperatura absolutaT
Los sistemas que no estan aislados pueden suéiaationes mutuas y, por lo tanto, intercambiargia.
Por ejemplo, supongamos dos sisterday, B separados por un

pistdn y aislados del exterior. Cuando el pistonsgelta, las
A B moléculas de ambos gases golpean contra el pistosfitiendole

impulso. Aquel gas que transfiere mayor impulsoeweuel piston

i y, por lo tanto realiza trabaj®V sobre el otro gas y hay
pistén _ _ )
intercambio de energia entre ellos.

Sin embargo, también puede suceder que dos sisteusa@n intercambiar energia sin que haya trabajc
macroscopico. Este tipo de interaccion se lla@naica Supongamos que sujetamos el pistdmo se puede
realizar trabajo, independientemente de la fueezaltante sobre el pistobn Sin embargo, los atodeos

interactian a nivel microscopico con los del pistgue a su vez interactian con los de B (y vica)et> el
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resultado neto es que puede haber intercambioeater& A y B sin que haya habido trabajo macrosodiie
igual forma, puede haber transferencia de E ddsu®a) los gases hacia (desde) el exterior dgbiesde.

A esa transferencia de energia que se realizaadiajo macroscopico se la llamalor (Q). Por supuesto, esta
no es la uUnica manera que puede haber transfereleci@nergia sin W (por ejemplo, la radiacion
electromagnética, que posee su propia energiadepensferirla de un punto a otro)

Un recipiente (0 un material) que no permite &nrambio de Q se denomiadiabatico(igualmente,
un proceso tq no hay intercambio @ese llama adiabatico). Por el contrario, si el makepermite el
intercambio d&€), se llamadiatérmica

Volvamos a los sistemas y B en interaccion térmica, cada uno con una enenggel Eaoy Ego
respectivamente. Como estan aislados del exté&ienergia total del sistema A+B es constante:
Eao+Eso=E=cte (estamos despreciando la energia de las parddesgrgia de interaccién entre ellos)
CuandcAy B llegan al equilibrio:

EaotEsi=E= Eas+tEp; = 4dEat+ AEg=0 = AEA=-4Es = Qa=-Qs

dondeQae= 4Eag) €s la ganancia (o pérdida) de energiagA@®). En un proceso como este, uno de los
sistemas gana energia mientras que el otro lagi@reD represent® absorbido por el sistema (gana energia),
mientras qu&)<0 represent®) cedido por el sistema (pierde energia).

La transferencia de energia cesa cuando ambasastllegan al equilibrio. A este equilibrio se lo
llama “equilibrio térmico”. Esto se produce cuandodistribucién de energia sea la mas aleatomsébfm De
acuerdo a lo que vimos, esto se da cuando amistasmsis tienen la misma energia media moleculak.y3
estan formados por la misma clase de moléculas, estobvio (si son distintos, es un problema de la
practical):

(€4) =(g,) : esta es la condicion de equilibrio térmico!
La condicion de arriba esta dada en términos déhpetro microscépic«ﬁe). Podemos también expresarlo en

funcidén de un parametro macroscoépico. Por lo taptemos relacionar este parametro microscépicainon

macroscopico tq:

(€)=cT

dondec es una constante que no depende del sistemagyangel equilibrio no importa que ambos sistemas
sean distintos (por €j., que las particulas terdistinta masa). Entonces, la condicién de equdilbérmico
puede expresarse:

TA = TB

Este parametro macroscépico que esta relacionaddacenergia cinética media por molécula se lo dlam
temperatura absoluta

Notemos lo siguiente. Si dos sistemas estan efil@guiérmico con un tercero, también lo estaratreesi:

TA :TC

=T, =T
TB:TC} AB



Este sencillo ejemplo de propiedad transitiva sgongna“ley cero de la Termodinamica’A pesar de su
sencillez, tiene su importancia ya que, por ejemplkrmite el empleo de sistemas de ensayo llamado:

termoémetros.

Presion de un gas ideal

Cuando se confina un gas dentro de un recipidasecolisiones de las moléculas de gas sobre las
pareces dan lugar a una fuerza neta sobre cadargtede area. Esa fuerza en la direccién nornaapared, y
por unidad de area, es lo que origina lo que llacspresion del gas

En rigor, la presion es”
p= —d—FDﬁ donden =normal exterior . Asi, p>0 si el medio esta siendmprimido, y p<0, si esta siendo
tensionado. Sin embargo, la presién termodinamécalefine como un escalar positivo (el signo se pone
explicitamente en las expresiones en las que aparemo ya veremos)

Vamos a encontrar la expresion de la presion dgamideal, a través de un célculo muuuuyyyy
aproximado, a los efectos de ver como dependerds parametros termodinamicos (mas adelante vamos
hacer el calculo correcto).

Sea un gas ideal de N moléculas de masa m, eacipiente de volumen \&n equilibrio (recordar

que, si no esta en equilibrio, no se pueden devfiaiores medio

constantes en el tiempo). Sﬂﬁ?% la densidad del gas. La idea

// A es ver cuantas moléculas chocan sobre la supeHi@a unAt,

calcular el impulso neto en la direccibn normahgéared que se

<T> 'x transfiere en esos choques, y dividiendo ese imnpubs el A y el
X

At, obtendremos la presion que el gas ejerce salparkd.

Primera (bruta) aproximacion: vamos a suponer @senholéculas se mueven todas con igual velocidad

medialv) (médulo de la velocidad).

En eseAt , solo van a llegar al area A de la pared, (yceh@on ella) aquellas moléculas que se encuentrer

suficientemente cerca de ella. Esto es, aquelldéamlas contenidas en el volumen rayado de ladigan

rigor, un prisma), de area A y alturz:sx:<vx>At. Ademas, de todas las moléculas contenidas dro dic

volumen, solo interesan las que se mueven en dreggositiva. Cuantas de esas moléculas vanreoadn

X positiva? La mitad, ya que tiene que haber tam@al€culas moviéndose en sentido positivo como thega
con la misma velocidad, de lo contrario, se acurfadamoléculas en alguna region del recipiente y la
densidad no seria uniforme. Entonces:

ndmeradechoquegnAt = n = l,oVS =1N AV, At
2 2V
En cada uno de estos choques, suponiéndolos eijdtiy una transferencia de impulso norg)a la pared:

7



gy = 2m(vy )

Con lo que la presion media, es decir la fuerzanabsobre la pared por unidad de area sera:

Tenemos que ver cuanto vdlg, ). Para ello, dado que nuestro datd\®seamos que:

() = () () +(2) = 3%)
Por qué? Para el gas dentro del recipiente no imagctbnes privilegiadas (no hay ninguna razorcéisjue

distinga una direccién de otra). Por lo tanto,Malres medios de las tres componentes de la delddeben
ser iguales.

Y aca vamos a hacer la segunda (bruta) aproximaZe&mos a suponer que:

<v)2(> = <VX>2 (Esto es pésimo, ya que, en rig@x> =0'. Pensar por qué.)

Con lo que:
1IN
(p)=p=2ymVv) 1)

Vemos que la presion aumenta sii:

» la densidad del gas aumenta (0jo! no debemos sslda la aproximacion de gas ideal) porque va arhab

mas moléculas chocando contra las paredes.

. <v> aumenta (mayor transferencia de impulso en cagiguehy mayor nimero de choques)

* Pregunta: como sera la presion que ejerce el dme sodas las paredes del recipiente? Pensar ghayno
direcciones privilegiadas

Ecuacion de estado de un gas ideal.

Dijimos que cuando un sistema se encuentra enilaipilbastan unos pocos parametros termodinamicos
para caracterizar ese estado de equilibrio. Laesigm de la presion del gas ideal que hallamos egamplo

de ello, donde vemos que la presion depende depgoms parametros. Esto constituye la ecuaciorsidel@

del gas ideal, donde por “ecuacidon de estado” detans una relacion que liga los parametros
termodindmicos de un sistema en equilibrio. Vemas lgay un parametro que es dependiente de los otro
parametros independientes. O sea, en generalubién de estado de un sistema sera, por ejempéo, u
funcion del tipo

f(p,T,V,N)=0

Vamos a “arreglar” la expresion (1) para que resuhia ecuacion de estado en funcién solo de pa@snet

macroscopicos.

1IN o, _2NJ/1
=5y =5y ™)



donde introdujimos el valor medio de la energiaétiim. Ac4 estamos considerando un gas ideal
monoatdémico (solo tenemos grados de libertad déatigdn). Luego:

Todavia<£> €s un parametro microscopico. Como establecim@siarmente:

<£> =cT donde T es la temperatura absoluta. Falta dééiridonstante c. Mas adelante vamos a ver que est

constante es:
:gk dondek es la constante de Boltzmann y vile1.38045x102JK ™

Con esto, la ecuaciéon de estado del gas ideal @ resulta:

=Ny
Vv

Otra forma usual de escribirla es con el niUmermdkes del gas:
* La masa m de un atomo (o molécula)se define coamtamente en funcion de una masa stanaligrque

es la razén entre la mase del is6topd“C y el nimero de nucleones:

_me _
=—= = udemasa
M 12

 La masa de un atomo o molécula expresada en usidiglenasa se llama peso atdmjicqo peso

molecular):
m
H=—
m,

 Se define mol (0 molécula gramo) como la cantidadgramos de un gas (o cualquier sustancia)

numeéricamente igual a su peso molecular. Entoet@simero de moles de una sustancia sera:

Notemos que en un mol de cualquier sustancia \abarhuna cantidad fija (independiente de la sustade
moléculas, llamada niumero de Avogadrp N
N.m _

1= =N,m, = N, =1 - 6.02252¢10Pmoléculagmol
H m,

¢ En funcién del nimero de moles:

oV =NKT=-" kT =nKT
m, m,

pV =nRT

donde R=L: 8314Jmol*K™ es otra constante universal que se denomina ‘aoiestde los gases
m,

ideales”.



Nota sobre la Temperatura absoluta:
Supongamos que tenemos una nrasie gas ideal y la llevamos al equilibrio térmiam @lgun otro sistema
fisico que se mantiene a temperatura fija (pourgg. mezcla de agua y hielo) y a una atmésfera. rivlesid,,
V,del gas y llamamog, a la temperatura. Para cualquier oRoV:

PV _RY,
T T

]

=T :To(ﬂj 0 sea, podemos determirfaen funcién dd, y de cantidades medibles

o'o
= termdmetro de gas.
Podemos elegif, de acuerdo a varios criterios. Por ej. escogermivoeso que ocurra a una temperatura fija

(por ej. ebullicion de agua a 1 atm) y decir que ssgundo proceso ocurre a dspecto del anterior:

BV, = NK(T, +100) = T, = —o0revo
RV, - RV,

Experimentalmente se obtiefig=27315K , 0 sea0°C - 27315K..
Este método tiene la desventaja de que dependegadely estamos usando un gas ideal. Notar que
0°K =-27315°C. Este punto se llama “cero absoluto” y, en primgimo puede haber ningln sistema por

debajo de esa temperatura. Hoy dia, ya no se tesanétodo. Se toma como punto de referencia ebpupte

del H,O (es decir, el estado para el cual coexistenwua Hquida, sélida y gaseosa — ver clase 8).

Unidades:
. Presién:[P] = [F]/[A]
cgs: dyn/crfebaria (bar)
MKS: N/m’=pascal
Otras unidades usuales:
latm=1.01325 bar
1 torr (Mmyg)=1/760 atm
e CalorQ
Se mide en unidades de energia. Otra unidad usual:
1 caloria (cal) = 4.185 j : Q necesario para eleeat4C a 15C, 1g de HO a 1 atm.

Condiciones de equilibrio entre dos sistemas (retdpndo):

Vay Vg fijos; pared diatérmica.
A B Equilibrio térmico: T, =T, o (£,) = (&)

pero P, # B,
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Para que estén en equilibrio:
A B * F sobre el piston=0= P, = R,
* Q=0 =T,=T;

pistén

Graficos de procesos reversibles de un gas ideal
Notar que solo pueden representarse con lineasslles procesos reversibles, ya que cada puntesgakio
representa un estado de equilibrio.
R<PR <R
AV
H Cada recta representa un proceso reversiBlecte

P Procesos isobéricos

2

Las rectas se denominan isobaras.

v

V1 V, <V, <V,
V. Cada recta representa un proceso reversi\dkecte
2

Procesos isocoéricos.

Y/ Las rectas se denominan isdcoras 0 isocoras.
3

v

T,>T,>T,
Cada hipérbola representa un proceso reversibiete

Procesos isotérmicos

Las hipérbolas se denominan isotermas.
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Clase 2 Primer Principio de la Termodinamica
El primer principio es un principio de conservacde la energia en su version termodinamica.

Supongamos un sistema formado por N particulas.oganlamar energia interna del sistema a:

E=E™+E

pot.int

donde

N
EC =Y ESM eslaenergia cinética del sistema respectoetiétacde masa.
o

Epount = 0 Eyoim €S la energia potencial de interaccion entre piegmarticulas (independiente del sistema de
@)

referencia)

La razon para definir la energia cinética respdetaentro de masa del sistema se debe a que, Y@rIMOS,
la temperatura del sistema se relaciona con lagenemética media por particula. Siendo la enecgiética
una cantidad que depende del sistema de referéademperatura no quedaria univocamente deteraisiad
no fijamos este.

Supongamos que se hace trabajo sobre el sistamnal Pnomento, supongamos que el sistema se
encuentra aislado adiabaticamente. El intercamibienergia del sistema con el medio exterior \&taa dado
por:

E-E, =W

Sea, por ejemplo, un gas dentro de un recipientepgede variar su volumen (por €j, un globo, uiprecte

con un piston, etc). La fuerza debida a la presidarna al recipiente vale, sobre cada elemenfvabdA:

—

drF,, =-p..dAN con A =normalexterioral recipiente

El trabajo externo sobre el sistema (trabajo

termodinamico/trabajo de la presion):

dW,,, = dF,, [Bii = - p,, A 8 =

ext ext

=~ pextdAdn: - pextdvint =- pextdv

Sii el proceso es reversible,,, diferird en cada instante en

dp de p,, (a orden cero, son iguales), y por lo tanto:

Pext = Pt = P
y entonces:

dW,,, = —pdV

[S)
Por su parte, el trabagtel sistemgsiempre considerando un proceso reversible):

dW = -pd\,,, = pdV = -dW,,,
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(las magnitudes sin subindice corresponden ahsigte

ya quedV, , =-dV

ext —
Notar que solo en el caso que el proceso sea reversilpeede expresarse el trabajo termodindmico con la
presion interna, ya que todo el proceso es unasgucde estados de equilibrio y, por lo tanto, fesgn del
sistema esta bien definida punto a punto. Si elqso es irreversible, solo puede calcularse ehjwadxterno,
considerando ademas que:

dwW =-dW,,, = trabajo que se extrae del sistema.

Por ejemplo, supongamos un gas ideal que realize&expansion isotérmica reversible a temperalym@desde
un volumervV; a unV,. Calculemos el trabajo realizador el gas
NKT.

— VZ _ VZ o _ V2
Wm‘fvl pdv_jvl v olv_NkTomvl

donde, por ser un proceso reversible, sabemogguo a punto (estados de equilibrio) la presida ésfinida

por la ecuaciéon de estado. Notemos que, graficanpatiemos ver cuanto vale este trabajo:

P/

To

>
5//// o R
V. , VU Y

-— - - ]

El trabajo es el area bajo la curva y su signo mgg@edmo se recorrio el proceso. Si el sistemazeeah
proceso ciclico (sale de un estado y vuelve al misstado), el trabajo resulta el area encerradaqigsigno).
Notemos que alVdepende del caminpes decir, del tipo de proceso.

* Volvamos al ejemplo anterior. Como hemos vist@rargia de un gas ideal es solo cinética (se daapre
la energia de interaccién entre las particulag),locaue, la energia de un gas ideal solo va amdiepeade la
temperatura (energia cinética temperatura). Por lo tanto, si el proceso esligoté, la energia interna del
gas va a ser constante. Entonces, de donde salergia que uso el sistema para realizar trabajo@dpuesta
es que sale del entorno del gas (medio ambientedgs), es decir, el sistema puede estar aislado

* El ejemplo nos trae un problema: qué pasa condegéminterna del sistema si no esta aislado? $sté
aislado el sistema puede interactuar térmicamemteskcexterior. Recordemos que, en una interadéidnica,

hay transferencia de energia sin que haya trabagascopico. A esa transferencia de energia laataors
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calor Q (absorbido o cedido), y por lo tanto, si el sisiemo esta aislado, va a contribuir a variar la giaer
interna del sistema. Entonces, con esto, el prmpmeacipio en su forma diferencial resulta:
dE=dW,, +dQ=-dW+dQ

ext

dE=-p,dV+dQ =  -pdV+dQ

sii procesaeversible

Téngase en cuenta que, si bien consideramos ablajdrtermodindmico, en el primer principio debetse en
cuenta cualquier trabajo realizado por (sobreisgtima.

Si se integran las expresiones diferenciales:

AE =W, +Q
AE =-W +Q

dondeW es el trabajo del sistemaQyes el calor absorbido o cedido por el sistema.

Vamos a hacer una distincion importante. Como henist®, el macroestado de un sistema puede sel
especificado por un conjunto de parametros macpicu®. Por ejemplo, puedo definir el estado ddksia
dando su volumelN, su energia interng, su presiorP, su temperaturd, etc. Todas esas magnitudes estan
bien definidas para cada estado de equilibrio y, Ipatanto, sonfunciones del estadd?or lo tanto, una
expresion comaE representa “diferencia de E entre dos estadosquesolo infinitesimalmente diferentes”
(lo mismo puede decirse, por €j.,dk dP, dT, etc). O sea, abusando de la notacién:

dE="E,-E"

donde “1"y “2” son dos estados infinitesimalmentéximos. Es decir que, si voy de un estado 1 astede 2

y quiero calcular cémo varid la energia del sistema
2
AE=E,~E = dE

donde el resultado dstalmente independiente del camino que unié eldestl con el estado @a que el
resultado siempre va a ser la energia del estaderids la energia del estado 1) y solo dependesthdce
inicial y el estado final. Por lo tanto, matematiemte hablando, los diferenciales de magnitudessgue
funciones del estad¢=bien definidas para cada estado-funciones detopusondiferenciales exactogno
dependen del camino). Esa condicion hace que tgmoaedades matematicas muy interesantes. Popkjem

supongamos una funcion de estfdgy) que depende de dos variabkesy. df es un diferencial exacto y, por

lo tanto:
of
o of A(xy) = o
df =—| dx+—| dy=A(x y)dx+ B(x y)dy = Y (1)
0x ay _of
’ " B(xy)=—
ay|,
y ademas, las derivadas segundas cruzadas soesgual
0°f _ 9°f .
= (2)
oxdy  0yox
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» Esto es radicalmente diferente para magnitudes @rtrabajoW y el calorQ. Estas magnitudes no son
funciones del estado (no tiene sentido hablar ttebajo de un estado”) sino que dependen del caminc
(=proceso). Es decir, tanWy comoQ representan cantidades intercambiadas duranteogegw. Por lo tanto,
por ejemplo, dW representa el trabajo infinitesimal realizadoratlé un estado a otro infinitesimalmente
proximo, siguiendo un camino determinadal@, la cantidad de calor infinitesimal intercambiagtodicho

proceso. Ergo, las integrales:
W, =[dw
1-2 7 .[1
2
Q=["dQ

si dependen del proceso que lleva del estadestado 2.

(notar que no tiene sentido —esta mescribir ‘AW’ o “4Q”, porque estas cantidades no representan

diferencias). LuegaWy dQ sondiferenciales inexactog no tienen las propiedades detalladas en (1).y (2

Capacidad térmica o calorifica

Uno de los problemas de la Termodinamica es quiéblas emplear en la descripcion de cada tipo de
proceso. Como regla general (que, por supueste Has excepciones) se eligen aquellas variablésdpie
se tienen datos y aquellas que son nuestra inedgxdemas, también debemos decidir qué variables\ser
independientes y cuales no (recordar que, por dgergecuacion de estado es del tipo f(x,y,z)¥@mos a
ver cOmo usar estas variables al responder a @gamia sencilla: para elevar la temperatura, cuzalty hace
falta?

Definimoscapacidad térmica o calorificde una sustancia a la cantidad

Cy :¥ = nos da la relacién entre la cantidad infinitesimal calor absorbido por una sustancia en un
X

proceso reversible X y el incremento infinitesirdaltemperatura que sufre.
Aclaracion: “capacidad calorifica” se refiere atalode la sustancia. Si es por unidad, se denoficialar
especifico”, “calor molar” (por mol), etc.
Estas cantidades, en general, dependen del rantpmgeraturas y, obviamente, del proceso. Dos slenés
comunes son la capacidad calorific&¥=cte, Cy y la capacidad calorifica RB=cte, Cp. Vamos a calcularlas.
Como hay que calculaQ, usamos el primer principio:

dQ=dE+ pdV (es un proceso reversible, por eso podemos @saribabajo del sistema asi)

1) Calculo de G. En el primer principio tenematE y dV, que son diferenciales exactos. Para desardiiar

elegimos qué&=E(T,V). Estamos eligiendo By V como variables independientdsihcognita,vV=dato!)

de=2E 47+ % gv
oT|, oV,
Entonces:
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OE| OE]

aT

dT+

\

dQ=

dV + pdVv

N
daT +(6E
ov

Esta ultima expresion es totalmente general (vddata cualquier sistema, cualquier proceso). EapnesdQ

+pldv
aT ] pj

usando como variables independientgsV (recordar que NO es un diferencial exacto).
Ahora, usamos nuestro dato:
V =cte=>dV =0

Por lo tanto:

dq, =

Esta expresiéon nos dice queVsicte (no hay trabajo), lo Unico que puede variar enkrgia interna.

dT 6T

2) Caélculo de G. Para desarrolladE, elegimos quée=E(T,P) Estamos eligiendo @ y P como variables
independienteslEincognita,P=dato).

Procedemos en forma similar al caso 1):

JE
dQO=—| dT +—| dp+ pdV
Q= aTP 0l PP
0E| . OE oV o
d dT + dp+ dT + d
Q=51 ap|. P F{OT opl. p]

Notemos que, comd y P son las variables independient¥s;V(P,T) es dependiente. Como es funcion del

estado se puede desarrollar como en la expresiarrida. Reordenando:

dQ= 9E v dT + 9E v dp
aT oT |, op|, op|,
Otra expresion totalmente general. Usemos el dato
p=cte= dp=0
oE oV ov
d = — <+ dT C
% (GTP pﬁpj = AT, aT PoTl.

Fisicamente, esta expresion no dice que para aamartemperatura, las particulas deben aumentanexgia
cinética, pero esto aumentaria también la pregidn|o que, para mantener p=cte, también debe ratamel
volumen.

3) Por completitud (aunque no nos conduzca a nmegapacidad calorifica), calculemd® considerand® y

P independientes.

OE

dV+—
0

dQ= dp+ pdVv

\
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JE
dQ="—
Q o

oE
dp+| —
St

+ pjdv otra expresion totalmente general.
P

Ejemplo: Cy y Cp para un gas ideal.
Lo primero que vamos a observar es Ba&(T) para un gas ideal.

» Esto es obvio desde un pto de vista microscopeaue la energia es solo cinética:
1 A _ 3 .
E =N(&)==Nmv°)==NKT (gas monoatomico ideal
(g) =5 Nm(v*) =ZNKT (g )

* Desde un punto de vista macroscopic@xperiencia de Joule.

Calorimetro: recipiente con dos camaras A y B
termdémetro

comunicadas por un tubo. En A hay un gas

v

A//io

transferencia de Q entre el calorimetro y las cama®i el gas fuera realmente ideal, se considesdef; Q

suficientemente diluido como para considerarlolidea

En B, vacio. Una vez alcanzado el equilibrio téomic

A\
MM

se abre la llave de paso, hasta gqpg=p;. Se

produce un ligero cambio en la lectura del

termOmetro = no se produce practicamente

intercambiado hubiera sido estrictamente nulo.

Aplicando el primer principio:

Q=0=AE+W

PeroW =0 :el gas se expande contra presion nula, por to &lrtrabajo sobre el gas es nulo. Esto es lesque
llama unaexpansion librey es un procesioreversible.

Por lo tantoAE = Q como el volumen del gas cambid, se concluyo g®E(V . Luego, solo puede ser
funcion de la temperatura E = E(T)

* Volviendo a las capacidades calorificas:

dE 3
C, =—=—Nk=cte

dT 2

dE oV 5
C.=—+—| p=C, + Nk="Nk
P =t ar,PTY 2

Notar que, para el gas idedE =C,dT=AE =C,AT
_______________ [

Transformacion adiabatica reversible de un gas itlea
Vamos a encontrar qué pinta tiene en el espacastdelosi,V) una transformacién adiabatica reversible para
un gas ideal. El dato que tenemos es que el aalercambiado en el proceso es nw#d =0, o bien, en
forma diferencial:
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dQ=0

Planteamos el primer principio:

dQ=dE+ pdV =0
C,dT + pdV=0

Dividamos convenientemente la expresion por la@énade estadopV = NkT

S g+ P av=o0

NKT pVv

&£+d_vzo :>Cvd_T+ Nk—=0
Nk T V T \%
PeroNk=C, -C,
d_T+ﬁd_V:O:>£: (1—y)d_v
T G VvV T \%

donde hemos definidg =

Integrando:

INT=@0-p)InV =

O

P

2

wl o

TVY D =TV = ctel

= factor de las adiabaticas.

A partir de la ecuacion de estado también se adatien

PV’ = PV* = cte

& :0

Notar que, en una compresién adiabatica, la terhpeara
puede aumentar mucho. Esto es lo que se utilizaogn
motores diesel. En los cilindros, el aire se comprihasta
1/15 de su volumen. La temperatura aumenta tanéoedju
combustible inyectado en el cilindro hace combustsin

necesidad de una chispa.
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Clase 3:Segundo Principio de la Termodinamica

Comencemos definiendo el concepto de fuente térfocmedio ambiente, o reservorio de calor).
Llamamos “fuente térmica” a un sistema que es mpbm mucho!) mas grande que el sistema que estamo
estudiando, y que puede estar interactuando den Rsr ser mucho mas grande (formado por muchas ma
particulas), muchos de sus parametros termodin&mcovarian al interactuar con nuestro sistema. Por
supuesto, esto es una aproximacion, pero es umdeake aproximacion. Por qué? Supongamos, por &emp
gue nuestro sistema entrega calor a la fuenteeisiagia que recibe la fuente se va distribuyentie éndas
sus (muchas) moléculas, de tal manera que fimaéria energia media por molécula practicamenteania,

y por lo tanto, tampoco varia la temperatura déutnte. Un razonamiento similar puede aplicarse, po
ejemplo, a la presién. Esto tiene como consecuan@a cualquiera sea el proceso que sufra nudsteans
(reversible o irreversible), el proceso que sudréukentesiemprees reversible (sus parametros termodindmicos
estan bien definidos en todo el proceso). Ya vamesr que, de todos modos, si hay algunas propmsdad
termodinamicas que varian para las fuentes.

Y ahora, comencemos con nuestro tema. Sabemds,edgeriencia diaria, que si hacemos trabajo de
friccibn sobre un objeto, el trabajo “perdido” panasotros es igual al calor producido. Por ejemplo,
supongamos que frotamos un sistema (= la friccame ltirabajo sobre el sistema) que se encuentra gredio
ambiente a T=cte. El sistema inicialmente se ericaiegn equilibrio térmico a esa misma T. El trabajo
entregado va a aumentar su energia interna y,optanto, también su temperatura, y si hacemosrabajo
suficientemente despacio, la temperatura ambieat&ana cambiar apreciablemente. Si ahora dejamos :
nuestro sistema en ese mismo medio, va a evoludiasda volver a alcanzar el equilibrio térmicaomneando
a su estado inicial a T, cediendo el exceso degenanterna al medio ambiente, en forma de calargae
cambie la temperatura del medio. El objeto volli@siado inicial, es decir, completé un ciclo. Coéralor

cedi6? Si aplicamos el primer ppi@Q =W recibido. Cual fue, entonces, el resultado de ted@roceso?
ConvertimosW - Q a una determinada temperatura T. Esquematicamente:
T T \W T fQ

T AE Y 1 T

A 4
\

La pregunta es, podemos invertir el proceso? &stequivalente a preguntarnos, podemos conv@rtirw a

una determinada temperatura, sin que haya otrobicaran el sistema y el medio ambiente (ie, enrongso

ciclico)? Veamos cdmo seria el proceso invertido:



A 4
A

El sistema y el medio ambiente en equilibrio téomiEl medio ambiente entrega “espontaneameQtedl
sistema; este aumenta su energia interna y, p@nto, su temperatura, y finalmente entrega esesexde
energia interna al medio ambiente en forma de jabalviendo a estado inicial.

La respuesta es que no se puede invertir estego&i solamente consideraramos el principio de
conservacion de la energia, no pareceria existijumia imposibilidad. Sin embargal, proceso invertido no se
observa en la realidadConcretamenteno es posible convertiQ - W a una determinada, Unica, T, sin otro
cambio en el sistema o en el medio ambidasta imposibilidad es lo que constituyesetjundo principio de
la Termodinamica.

Analicemos las dos caracteristicas fundamentalestgeenunciado:

e ... sin otro cambio en el sistema o en el medio ani&sto significa que nuestro sistema realiza un ciclo
(parte de un estado, y vuelve a ese mismo estadaljnLa fuente, ya vimos, conserva sus pararsetro

termodinamicos sin cambios. Violemos esta condjcéner si podemos hacer q@ - W. Tenemos que

conservar la otra condicién (debe estar en contamicuna Unica fuente). Supongamos un sistema ebh®

la figura:

2

’

v

Supongamos un gas ideal contenido en un recip@nteun pistdén, que se expande isotérmicamentel(en €
gréfico, reversiblemente) en contacto con una fuant. Como ya vimos, la energia interna del geal isolo
depende de la T, por lo que, la fuente debe entee@apara que pueda realizar trabajo isotérmicamerite. E
resultado final es que el Q entregado por la fusateransforma todo en W, pero ése no es el Uasudtado

del proceso, ya que el sistema no realiz6 un ciiaerraramos el ciclo isotérmicamente (siemprecgnacto

con esa unica fuente), si lo hacemos reversibleamehtesultado neto seria nulo (al sistema sevealve el
mismo W que habia entregado, y devuelve el misggha la fuente. Si lo hiciéramos irreversiblemente, e

resultado neto seria que el sistema recibe maajdrgbe el que habia entregado (demostrarlo!).



e ...una determinada, Unica, TEsto me esta diciendo que el sistema se encuenttado momento en
contacto con un Unico medio ambiente (o fuenteit&nton la misma T en todo el proceso. Vamos ajuer

si violamos esta condicién, si podemos transforghar W . Por ejemplo, supongamos un ciclo como este:

1) el sistema se expande isotérmicamente @eJ esta en
contacto con una fuente a)Tabsorbiendo un cal@; 2)
aislamos el sistema adiabaticamente y se sigue
8-0 N X expandiendo hasta alcanzar la temperaturéli<T,); 3)

. )\K sacamos la aislacion y el sistema se comprime
A% (.U ‘ﬁ R Tu isotérmicamente a la temperatura (le, estd en contacto
D Q-0 con una segunda fuente g,Tcediendo a la fuente un calor

= Q2; 4) se aisla otra vez adiabaticamente y se lo comep

hasta volver a estado inicial.

\
Este ciclo (reversible) se llantéclo de Carnot Cual es el resultado de este proceso? El calercambiado
con las dos fuentes se transforma en trabajo. &ptic el primer principio:
AE=-W+Q +Q,=0=>W=Q, +Q,
AE =0 pues el sistema vuelve al estado inig@ak0 pues es calor absorbid;<0 pues es calor cedido.
Violamos el segundo principio? No, pues el sistestavo en contacto con dos fuentes. (En rigor,ala que
atraviese multiples isotermas, va a estar en ctmtan multiples fuentes). El ciclo de Carnot esjamplo de

lo que se llama una maquina térmica que, esquesmagicte se representa asi:

T1

El sistema que realiza el ciclo (representado poireulo) absorbe calor
Q1 de la fuente a i cede calof), a la fuente (mas fria) a,Ty entrega
trabajoW.

El ciclo que realiza el sistema puede ser revergibireversible.

» Estas dos condiciones son fundamentales. Resumiehd®gundo principio, fue enunciado por Lord

Kelvin de la siguiente manera:



Postulado de Lord Kelvin:

Es imposible efectuar una transformacion cuyo Umesultado final sea transformar en trabajo el aalo

extraido de una Unica fuente con la misma tempeaan todos sus puntos.

Noten lo conveniente que seria poder violar esteipio. Si esto no fuera asi, se podria, por ejengxtraer
energia de una fuente practicamente inagotablep @mmar, y transformar toda esa energia en tralidjsin
ningun tipo de pérdidas. Pero no se puede ...

Otra forma de enunciar el segundo principio, edainta al primero, se debe a Clausius. Es curiaso, s
embargo, notar, que Clausius partié de un argunfaigo (considero qu@=cte) y llego al resultado correcto
(a veces pasa...)

Enunciado de Clausius:

Es imposible efectuar una transformacion cuyo Uumesultado final sea transferir calor de un cuerfpim a

otro mas caliente.

Ambos enunciados parecen no tener nada que vetamel otro. Sin embargo, se puede demostrar, media
un razonamiento I6gico, que son equivalentes. a @bk negar uno y ver que el otro también se niegydecir,
I6gicamente:

noA=-noB

= A=B
noB:noA}

» Supongamos que el enunciado de Clausius fuera. f@lsasideremos

una maquina térmica:

Si Clausius fuera falso, seria posible que unéidasthde caloiQ, pase de
la fuente mas friajla la fuente mas caliente. TComo todo lo que entra a la
fuente T también sale, esta fuente es irrelevante y pademplazarse por

un conductor térmico. El resultado final seria:

T1

Con esto, el sistema tomaria calor de

Q una unica fuente y produciria trabajo:

= Kelvin seria falso!

Q2




» Si Kelvin fuera falso, la maquina M podria tomalocae una Unica fuente a ¥ producir trabajo. Con ese
trabajo, por ejemplo, mover una palanca vy, por mddifriccion, transformar ese trabajo nuevamemteaéor.
Ese calor puede utilizarse para elevar la temperate un segundo cuerpo que inicialmente se ermsEnt
una temperaturayJ'tal que B>T;. El Unico resultado de todo este proceso setiataferencia de calor de un

cuerpo mas frio a otro mas calient€lausius seria falso.

Eficiencia

Las maquinas térmicas cumplen el propoésito pamguel fue desarrollada la Termodinamica durante da er
industrial: obtener trabajo util (energia “orderiadaartir del calor (energia “desordenada”). Corpor el
segundo principio, no todo el calor se puede toansdr en trabajo, es evidente que va a haber mag|jonds
eficientes que otras. entendiéndose por eficieteieazén entre el beneficioM obtenido) y el costo

absorbido). Definimos, entonces, la eficiengia@e una maquina térmica como:

T1 U:W_—Ql-'-Qz :1+Q2 <1
Ql Ql 1
Q o
Se ve que la eficiencig siempre es menor que 1, ya que, por el segundc
principio, el calor cedido nunca puede ser nulog&aria trabajando con
w una unica fuente). Resulta intuitivo que la eficianva a ser mayor si el
Q2 ciclo que realiza M es reversible, ya que, en eso,cno va a haber
pérdidas (mas adelante vamos a demostrarlo).
T2

Si la maquina es reversible, se pueden invertirédén de las flechas y se
obtiene lo que se denomina una “maquina frigorifica

Se ve que a la maquina frigorifica se le entregajp, y extrae calor de una

fuente fria y cede parte de ese calor a la fuealiente. Por ejemplo, esto

" puede representar una heladera, dond# kel provee el motor, la fuente fria
Q es el interior de la heladera, la fuente caliegitepedio ambiente, y el sistema
gue realiza el ciclo es el gas en la serpentineedt® caso, el beneficio es el
W calor extraido de la fuente fria y el costo,Véldel motor, por lo que la
Q eficiencia, en este caso, se calcula como:
Ui =% O
T, W Q+Q,




» Caculemos la eficiencia de una maquina de Carmatypagas ideal:

Q =W, , jpdv NKT, | Bd—V_NlenV—
A
P/ \\Ig ’ \V/
. =W._, = NKT,In-2
: '\\ &l QZ C-D 2 VC
&-0 \

>W=Q +Q, = NK(T InVB +T, Inv—j

A C
Los estados (A y D) y (B y C) estan unidos por
adiabaticas; entonces:
TVE =TV Ve Ve
V=TV Vi Ve

donde recordemos queres el factor de las

adiabaticas (5/3 para el gas ideal)

Con lo que vemos qug -2

T

Y el trabajo total:
W= Nkln B(T,-T,)
VA
y la eficiencia:
ﬂ_w_l 1
Q T

Este calculo parece simplemente un ejemplo. Siraegob vamos a demostrar algo que no resulta muip:obv

la maxima eficiencia de una magquina trabajandoeetitss fuentes corresponde a una maquina revergible,
dicha eficienciano depende del proceso ni de la sustancia que riealel cicla Por lo tanto, la eficiencia que
acabamos de calcular es la maxima posible paramatuina trabajando entre esas dos fuentes, y dich:
eficiencia maxima no depende si quien esta realzahciclo es un gas ideal o un ladrillo.
Demostracion:
La demostracioén de este enunciado también se aeglizlando a la l6gica. Tiene cuatro partes:

1. Suponiendo dos maquinas , una reversible (R) yiotaersible (M) que extraen igual calor de una

fuente a T, mostramos qu&; >W,, = 1z >,
2. Suponiendo dos reversibles R y M (ahora M tamb&reeersible) que extraen igual calor, mostramos

W =Wy, = 77x =17y -



3. Suponiendo dos maquinas , una reversible (R) yiwaaersible (M) que extraen distinto calor de una

fuente a T pero producen igual W, mostramos ddg <Q,, = 77z >/

4. Siahora las dos son reversibl€¥, =Q,,, = 17; =1,

1. Vamos a suponer que de la maquina irreversibge Mxtrae mas trabajo que de la reversible R (neg#a

hipodtesis), es deciw, <W,, . Entonces, podemos usar parte del trabajo de M glamentar a R y hacerla

trabajar en reversa. Pero entonces, todo el cameqgtra a la fuente; También sale, por lo que es totalmente

superflua. Luego, la maquina es equivalente amiatde la derecha negamos el enunciado de Kelvin lo

que supusimos, es incorrecto, por lo tanto>W,, = 77, >n,,

T

2. Si ahora M es reversible, ya demostramos\We W,, , por lo que podemos alimentar con parte del tcabaj

de R a M para que esta trabaje en reversa:

— Wgr-Wy

Q=Wr-Wp

T

... Pero estamos en la misma situacion anterior. aiég=W,, = 175 =1,
3. Ahora, de ambas maquinas, la reversible R yréaversible M extraemos el misnWi. Vamos a suponer,
negando la hipétesis, que M extrae meQate T, que R, es deci@; >Q,, - Con el trabajo de M alimento a R

para hacerla trabajar en reversa:



T1 T1

e N (1)
(=) =
Qzr Qam |Qorl- Qo]
T2 T2

Si estamos suponiendo q@; >Q,,, entonces, comV =|Q x|~ |Qug =|Qu| ~|Quu| (I0 escribo en médulo

para independizarme de los signos), entot@gs$>|Q,,,|, por lo que el tnico resultado final es que pasarc
de la fuente fria a la fuente caliente. Con nuestpsicion, estamos

negando Clausius!. Luego, tiene que®gr<Q,, =775 >7, (Y, ademasQ,,,|>|Q.|)

4. Si ahora M es reversible, la alimentamos cdrabbjo de R y la hacemos trabajar en reversa.

T1 T1
R T (1QuQ)
OO
Q2r Qam Qo1 Qo
T T

La situacion es idéntica a la anterior, por lo d@g, | =|Q.| ¥, por lo tantdQ,,| =|Q4|, con lo quer, =7, ,

siendo ambas maquinas reversibles.
» [Esta demostracion todavia no es completa, dad@mjles 4 pasos se supusieron situaciones partsular

Sin embargo, el resultado es general y se puedpletanla demostracion de la siguiente manera:



Supongamos 2 maquinas reversibles trabajando lestraismas dos fuentes. Pensemos, por el momardo, q
sus eficiencias son distintas, y, por lo tanto, bigm son distintos los trabajos entregados y lderes
absorbidos:

Existe una relacion biunivoca enthey Q1, que es lineal:

W = f(Q)=717Q, cons independiente d&/y Q.

En la maquina compuesta, el trabajo total extra&lo
W, =W +W'

y el calor total absorbido:

Q=Q+Q

Para la maguina compuesta:

W = 1(Q) = f(Q+Q)=7(Q+Q)

El hecho que la eficiencia que calculamos paracé de Carnot de un gas ideal sea totalmente gkner
valga para cualquier sustancia realizando un ael@rsible entre esas dos fuentes, hace que tarsb&n
general la relacion que obtuvimos entre las tentipera de la dos fuentes y los calores absorbiadesliglos:

Q_._Q

T T

Esto, como yapa, nos permite redefinir la tempesasibsoluta, pero esta vez, con una definicionlguda
realmente caracter de “absoluta”. Por ej., si s hm ciclo de Carnot entre dos fuentes, una @urgbo de

vapor y la otra en el del hielo, s€g el calor absorbido W, el cedido:

A" ;parauna T cualquiera& - I
Qi Ty Q T
y arbitrariamente se fija, - T, =100K
— w T
De esta definicion se ve claramente que 0, ya quen = 6 =1—? <1
1 1

Como la maquina no puede convertir todo el cal@odiido en W, se ve que la temperatura absoluta , n
puede ser nula, id, > .0

Q__Q

e La relacion— =
Tl T2

es totalmente independiente de la sustancia,gpqué representa una limitacion.

Uno no puede hacer cualquier cosa, por e]. “irafnina sustancia que pueda producir mas W queérinno

obtenible en un ciclo reversible.



Vision microscopica del segundo principio.

Proceso irreversible: se parte de un estado ‘adtEnpara alcanzar el estado de mayor desorder
compatible con los vinculos el proceso no se puede invertir sin modificar agael sistema o en el medio
ambiente, pues eso equivaldria a un pasaje esgontinun estado mas desordenado a uno mas ordenado.

La transformaciowW — Qes un proceso netamente irreversible. Tratemostéader por qué.

Por ej., supongamos el siguiente dispositivo:
Un fluido dentro de una cubeta, en

contacto térmico con una fuente a T. Un

T peso sube y baja, de tal forma que mueve

las paletas, que hacen W sobre el fluido.

/Op El W aumenta la energia interna del
O

fluido, y este cede ese exceso de energia

a la fuente, como Q.

Microscopicamente, las moléculas adquieren ma(@ry ceden ese exceso para mantener el equilibrio

térmico. Por qué este proceso es irreversible?neagéa de la fuente esta distribuida en forma ateatSe

puede decir que es energia “desordenada”. Las olaféportadoras de eéa) se mueven aleatoriamente en

todas las direcciones. No se puede esperar queudntef convierta su energia interna, distribuida
aleatoriamente, confiriéndole una direccion deteatda y sistematica. Desde luego, en principi@ pstria
ser posible desde un punto de vista mecanico, gesde el punto de vista estadistico, es fantasticgm
improbable que eso ocurra. El segundo principiergences, una consecuencia de la irreversibilicatbsl
procesos naturales, ie, de que, estadisticamedteptoceso debe conducir a estados mas desordgenado
Una maquina como la de la figura, entonces, nmosible porque exigiria la realizaciéon

espontanea de un proceso que parte de una situaii@h en la que cierta cantidad de

energia esta distribuida aleatoriamente en un éugntica, en los 3N grados de libertad
W de las moléculas, para ir a una situacion finatmeate improbable , en la que la energia
se “ordena” en un unico (o0 en unos pocos) gradokbddad, capaz de llevar a cabo
trabajo macroscopico. Ahora bien, este tipo degmopuedetener lugar sii este sistema
se acopla a otro cuyo grado de desorden se inatarea el proceso, en una cantidad suficientengratale
como para que el sistema total se haga méas desolaleil mas sencillo de estos sistemas es otraefwen

una temperatura menor que la fuente de partida.
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Clase 4:Segundo Principio — Entropia

La visidn microscopica del 2do principio nos mabk& su significado=no se puede pasar

espontaneamente del desorden al orden o, lo qeguéslente, hay un sentido definido para toddusian.

Vamos a ver esto desde otro punto de vista y var@gontrar una forma de “cuantificar” lo que nee cl

2do principio.

T1

Qs

Q2

T

En la clase anterior, encontramos una sencillaitelaentre los calores
absorbidos y cedidos, y las temperaturas de lagdsgara una maquina

térmica reversible trabajando entre dos fuentes:

Q..
T, T, @)

Vamos a ver si podemos encontrar una relacion mdergl, es decir para
un sistema que realice un ciclo, reversible wersible, en contacto con

multiples fuentes.

Esto, por ejemplo, aplica al sistema de la figura:

Pa

===

<V

La linea punteada indica que el ciclo es irrevégs{podria también ser
reversible). En un ciclo como este, el sistemavegsa multiples
isotermas y cada vez que pasa de una a otra (detd 9 absorbe o cede
una cantidad diferencial de calor, Es decir, es aca@h estuviera en
contacto con multiples fuentes. Vamos a enconmarrelacion que ligue
el calor intercambiad con las temperaturas deulastés. Para ello, vamos

a modelar este proceso, discretizandolo.

Lo que estd marcado en linea roja

?

To
([T

representa al sistema M que realiza

el ciclo, en contacto con las
(T fuentes (en este caso discreto, las

isotermas que atraviesa estan

representadas por las fuentes

([T Tn T;...T\). Las lineas representan los

Q intercambios de calor entre M y las
fuentes (no tienen sentido, para
indicar que pueden ser calores

absorbidos o cedidos por M).

La Unica linea que sale solo de M indica el tralzgdido/entregado por/a M (no lo saberaogriori). Para

poder usar la relacion (1), adosamos a nuestmensistina serie de maquinas térmieasrsiblesC;...Cy, que

1



trabajan entre una unica fueriigy las fuented;...Ty. Estas maquinas trabajan de tal manera que,jp@l e
ciclo G (que trabaja entr&, y T;) es tal que entrega (recib®). a (de)T; y M recibe (entrega); de (a)T;, de

tal manera quel}|=|Qic| (notar que tienen signo diferente). Es decir, ggpicomo se ve en el esquema, C
entrega al; la misma cantidad de calor que recibe MTde Parece un trabalenguas, pero es claro mirando e
esquema.

» La cantidad de calor que absorhe€T, es:

L= —% . =%Qi (notar el cambio de signo ent@g y Q)

i i
La fuenteT, “entrega” (o recibe, no sabemos) una cantidachtie Q,:
Q, ZQ,O T, ZQ (usamos la relacion (1))
i=1 |
En cada una de las fuent&s... Ty, todo lo que entra, sale, por lo que pueden sampi&zadas por un
conductor térmico, y el resultado neto de todo sistema compuesto es que M,.CCy reciben de la fuente a
T, una cantidad de calQ, (como siT;... Ty no estuvieran).
El sistema es equivalente a:

Como es un ciclo, el trabajo totl tiene que ser igual @, SiW>0, eso violaria

To
Qo

el postulado de Lord Kelvin.

w

Luego, la unica posibilidad es que:

Por lo tanto,Q, < Qcon lo que:

To

Q >2<o @

W

Aqui, la posible irreversibilidad la pone M; si Mefra reversible, se podria describir todo el cariosentido

inverso, con lo que lIa® cambiarian e signo. Por lo tanto, para el cicl@itido:

i—? 0= ZQ' >0 (3)

Para que se cumplan (2) y (3), la Unica posibiliela@!| caso reversible es que:

- Q
Z?' 0| para un ciclo reversible.




En lo que acabamos de hacer, el sistema intercaralniecon un namero finito de fuentes. Si el icéenbio de
calor se realiza con una distribucién continua uEnfes (o0 sea, va atravesando las sucesivas isaderat

resultado anterior resulta;

§(_j|_—Q < 0| donde el = vale para un ciclo reversible. Estagimldad se llamdesigualdad de Clausius
F

Notar que las temperaturas son las temperaturdasdeientes (no del sistema; si el ciclo es irrsibée, el
sistema no tiene bien definida su temperaturakl Siclo es reversible, necesariamente, la temperalel
sistema tiene que ser, punto a punto, la temperdeita fuente, ie:

T=T.

por lo que, para un ciclo reversible, entonces:

dQ
b+

=0|=|fds=0

R

donde el subindice R indica que el calculo se Isabee un camino reversible. Luego, se ve ga&ulado

dQ

sobre un camino reversihléa cantidaddS=—< es un diferencial exacto y la funci®&es una nueva
R

funcién del estado(o funcion potencial o funcién de punto). Estacidn, a la que llegamos aplicando solo el
2do principio, se la denomiremtropia Por ser una funcion del estado, va a estar l@énida para cada estado
de equilibrio. No debe confundirnos el hecho qua &scion tenga una definicion a traves de unegiratl (es
algo similar a lo que sucede con la energia paaBnétor ejemplo, calculemos la diferencia de gritr@ntre

dos estados Ay B:
Pa [ ds= jf% = S(B) - S(A) 4)
R

La pregunta es, qué camino reversible uso paraulealda integral?
Cualquiera! En el esquema se muestran dos cuaggaqlia entropia es
una funcion del estado, por lo que siempre el tadal va a ser

S(B) - S(A), es decir, la funcion evaluada en cada uno dedtalos. La

integral NO depende del camino seguido, pero simidigin nos pide que

»
»

\% elijamos un camino reversible. Es decir, puedegser nuestro sistema

haya seguido un camino irreversible para ir deB\ pero eso no cambia que su diferencia de entsgaid4).
Como toda funcion de estado que se define a tdeé&sa integral, la funcién entropia queda defimigaenos
de una constante arbitraria. La forma de deternesarconstante es elegir un estado de equilibbitranio
(estado de referencia) y asignar a ese estado lan d& entropia cualquiera. Por ejemplo, supongagues
elegimos un estado O de referencia y asignamos esézdo un valor de entrof@€)=0. Entonces, la entropia
del estado A sera:

donde R esualquiercamino reversible que conecte el estado de referéncon el estado A.
R

S(A) = j(f%

3



(cf. con el célculo de la energia potencial). Eh@s que se suele tomar como referencia es elauesponde
aT =0K, considerando qu&(T =0°’K) = .Mas adelante vamos a ver que esta eleccion teredo sentido
fisico.

Notemos que, a partir del diferencial de entrogiEmpre podemos calcular el diferencial de catoun
proceso reversible:
dQ, =TdS
Observemos la ventaja de disponer de esta funa@d@sthdd®. El calor depende del proceso; sin embargo si el
proceso es reversible, se puede calcular a parta dntropia.
e Supongamos que vamos de un estado A a un estadoaiBnslo un camino irreversible I, y regresamos de

B a A por uno reversible R:
Por la desigualdad de Clausius:

j§£so

F

Pa

+jA£ <0
BT R

I A-S(B)

edQ
[

AT

>
V F

[ <s@)-s| ()

Esta expresion no nos dice mucho. Solo muestraaquen proceso cualquiera, la entropia puede aament
disminuir o mantenerse sin cambios. Pero ahorangigmoos que el sistema evoluciona de A a B siguiendo

transformacion adiabatica (es decir, el sistenm@aistado). En ese casdQ = y a desigualdad (5) resulta:

S(B) > S(A) sii la transformaion esirreverside
S(B) = S(A) sii la transformaidon esreversible

Este es un resultado muy importante. Hemos enabntraa propiedad qupara un sistema aislado, siempre
crece (0 se mantiene igual, si el proceso es reversiblgla propiedad, en el caso de un sistema aishado,
define un sentido para cualquier proceso. Notese gjel proceso que llevé de un estado A a urdedafue
irreversible, el sistema no puede regresar al estaghientras se encuentre aislado, ya que esdisayia que
su entropia disminuye en ese proceso inverso. [@ioekso fue reversible, los estados A y B tiememisma
entropia, y el sistema puede regresar al estagartida.

» La pregunta es, si el sistema esta aislado, hastasjado evolucionara? Pensémoslo asi. Supongam@os
el sistema, aislado, se encuentra en un estad@xienan entropia compatible con sus vinculos. Ercase NO
puede seguir evolucionando, porque cualquier euwmygosterior ocasionaria una disminucion de stopid.

Por lo tanto, el Ultimo estado que puede alcanzaueevolucion es el que corresponde al de maxntrapga



compatible con sus nuevos vinculos. Ese estadces¢waces, su nuevo estado de equilibrio (compatibh
los vinculos).

* Qué pasa si el sistema no esta aislado? Siempmaesie tomar como “nuevo” sistema al original mas e
medio, es decir, el sistema aislado mas chico gueieda definir:

Partimos de:

F IAi_?' < S(B) - S(A)

perodQ=-dQ:

Como para la fuente cualquier proceso es reversible

= -G =-(s®-5.0)

A

Si la fuente es Unicd,. =cte y entoncesTBde _
AT T,

Mas en general:
~(S.(B)-S.(A) < S(B) - S(A)

[S(B) + 5-(B)] - [S(A) + 5. (W] 20

Llamamosentropia del universa la entropia de este primer sistema aisladdefs&s+medio); entonces:
S(B)-§ (A =20

Esto permite enunciar el segundo principio de enzeta forma:

No es posible ningun proceso en el cual disminayentropia del universo.

Igual, no nos emocionemos, ya llamamos “univers@rianer sistema aislado que se pueda definir.
_______________ [

Ya vimos que el estado de un sistema, en generatiagdeterminado por 2 cualesquiera de 3 varighMsT.

Si elegimosT y V como variables independientes (variables de estaddp clase 2 encontramos la expresion

del diferencial de calor reversible:

dT+ oE +p|dV
EM T

Este diferencial no es exacto. Sin embargo, divadipor la temperatura:

d
d5= 99 J LOE[ (o 1(0E[ 1y

T TaTy, T oV,
y obtenemoddS que si es un diferencial exacto de las variabidgpgendiente§ y V. Por lo tanto, debe
cumplirse:
E :la_E § :1 a_E + p
oT|, ToT|, ovl; Tl\oV|




y las derivadas cruzadas deben cumplir:
0°S _ 0°S
oVvoT 0ToV

0 [161 [ j
= —

oV |ToT
1 0°E _ [aE pj 0°E ap
T avaT T2l av ovoT aT
Reagrupando:

E
V|,

_9p

“lorl, P

Esta expresion es totalmente general y, junto @gué obtuvimos en la clase 2:

podemos obtener, integran@to= E(T,V) para cualquier sistema. En particular, para undgs, se obtiene:

OE

N =0 (probarlo!) o sea que volvemos a obtener BueE T péra un gas ideal.

T

Para un gas ideal, también podemos encontrar tadiuentropia:

9S| _19E_1dE_G,
aT,, TOoT TdT T
0S| 1| oE p
— == —] +p L
vl ~T|avl T
=
ds= cv—+ pdV—§de—T+de—V
2 T Vv
Integrando:
STV) =gNkInT +NKINV +cte (5)

o bien, la diferencia de entropia entre dos estados

AS—ENkIn +NKIn— (5)

1 Vl

_________________ [Jemmmmmmmmmmmmmme



Clase 5:Entropia e irreversibilidad

La mayoria de los fendmenos son irreversibles. @we proviene esa irreversibilidad? Evidentemerdeje

las ecs. de Newton. Es evidente que no todas laacenes de la fisica son irreversibles. Acabanmms d
encontrar una: la entropia de un sistema aisladteoce nunca.

Vamos a ver un par de ejemplos muy simples.

e Supongamos un gas ideal que realiza una exparsidérmica reversible. Calculemos el cambio en la
entropia del gas. Como el proceso real es revergibdemos usar ese mismo proceso para calsglar

AS = ZdQ J'pdV N_kTVZd_V_Nk| V2
T M v v1

(notar que podriamos haber hecho la cuenta directEnusando la expresion (5))

» Ahora supongamos gue tenemos un recipiente aistiedeplumenv,, con un tabique separandolo en dos

partes, y un gas confinado en una de las partesapgiente, de volume¥.

Repentinamente se saca el tabique. Cuanto vaeiarapia del gas? El proceso es netamente irrelersina
expansion libre), de modo que, para calci& tenemos quéventarnos un camino reversible que una el
estado inicial y el final. Ya vimos que, en la exgian libre de un gas ideal no varia su energ@rnaty, por
lo tanto, tampoco su temperatura, por lo tantsjstéma pasa de un estado inicNL T ) a uno final ¥/,,T).
Esto es, se puede ir del estado inicial al finalpw expansién isotérmica reversible. O sea, stnmicalculo
anterior:

2dQ J-z pdV_NkT \:/Z(i/_V_NkI 7
! 1

(otra vez, podriamos haber usado la expresion (5)).

» Otro ejemplo. Calculemos la variacion de la entxaid una maquina térmica al finalizar un cicloged.

El gas que realiza el ciclo no esta aislado, yaigtezcambia calor con

T las fuentes. Por eso, vamos a tomar como sistesiatama aislado més
Q1 chico, ie, el gas y las dos fuentes.
En un ciclo:
W AS,, =0: cualquiera sea el ciclo que recorre el gas, mtan estado y
Q, vuelve al mismo estado.
T
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Para las fuenteAS: :% dondeQ; es el calor absorbido o cedido por la fuente (reiseema). Entonces:
F

AS=AS., +AS,, :_??1+_T—?2 = —(%+%] >0 ya queQ. =-Q,
Notar que, si bien para las fuentes el proceseessible, el sign@ indica que el gas puede estar haciendo
un ciclo reversible (=) o irreversible (>). Es deta irreversibilidad la pone el gas que realizei@o.

A partir de este resultado, podemos sacar condlesisobre la eficiencia. El trabajo va a ser:
W=Q+Q=Q=W-Q

Metamos esto eAS:

Asz_%+wzo (6)
T T

De aca podemos despejar la eficiemciaﬂ
1

of - 1.1),W
Tl T2 T2
/7 :wsl—ﬁ
Q T

donde el signo = corresponde a que el gas reaticeidlo reversible. Re-encontramos un resultaddade
clase_3: la eficiencia de una maquina reversibla @saxima posible y es independiente de la suistandel
ciclo (solo depende de las temperaturas de lafuéoses) (recordar la laarga demostracion dealsecl3). De
todos modos, este resultado no es nuevo, ya que,epaontrar la entropia usamos pura y exclusiatane
resultados que encontramos analizando el seguintno.

De (6) podemos extraer otro resultado. Reordenando

TAS= Ql[Tl_FTzJ -W = % -W

1 W

dondeWk es el trabajo que se podria haber obtenido $tlel lcubiera sido reversible. Entonces, el tralopje
se obtuvo es:

W =W, - T,AS

dondeT,AS se puede pensar como “trabajo perdido” porqueke asado por M es irreversible.

_________________ [Jemmmmmmm e
Un poco de estadistica - Orden y desorden
Hemos estado hablando de “orden” y “desorden”. \Gmdormalizar estos conceptos. Recordemos alguna:
definiciones:

Microestado (e): lo especificamos dando propiedades (medias) dpddfculas. Por ejemplo, cada una de

las formas de arreglar las particulas y como dealiige la energia entre ellas.



Macroestado(Me)se especifica para el sistema en su conjunto.r&almedios para el sistema total: V, T,
(E), etc.

Multiplicidad de un macroestadoQ(Me)): namero de microestados compatibles con un miadest
particular.

Un macroestado sera tanto mas probable cuandoocuostor es su multiplicidad. La razén es simple: la
moléculas tienen mas formas de “arreglarsg&én su movimiento, es mas probable que las moléadas
arreglen de alguna de esas maneras. O sea quebkbpidad de un macroestadp(Me , s directamente
proporcional a su multiplicidad:

p£(Me) O Q(Me)

Una mayor multiplicidad se asocia con mayor desoré®r qué? A haber una mayor multiplicidad, existe
menos relacion entre las moléculas: por €j., larmfcion sobre la posicion de una de ellas nos pho®
sobre las otras. Se dice que un sistema ordengdlonggscorrelacionadg mientras uno mas desordenado esta
menoscorrelacionado Por supuesto, la nocion de orden o desordenlas/ae no absoluta. Podemos decir
que un sistema estd mas ordenado que otro o mesosddnado, cuando existe una mayor correlacidge ent

sus particulas. O sea, es una relacion de ordéga(learedundancia).Por ejemplo:

1) 2) 3)

Qué podemos decir de estos tres sistemas? Es fiaansisstancia, el mismo nimero de particulas, c@mo s
ordenan?

* El sistema mas ordenado es (1): la posicién dadarias particulas nos da toda la informacion sdbrele

se encuentran las otras (por ejemplo, puede sdasaaristalina)

» El siguiente es (3): aca hay mas correlacion qu@kentre las particulas, porque sabiendo en gtam
del recipiente se encuentra, sabemos que todafréssse encuentran en esa misma mitad.

* Finalmente, el sistema mas desordenado es (2pdigipn de una particula no nos dice nada sobre las
otras. No hay correlacion.

» Como ejemplo, vamos a dar una idea sobreutiplicidad de un gas ideal

Para ello, supongamos que definimos los microestauw los estados de particul®, @) (posiciones e
impulsos). Entonces, vamos a tener una multipliciasociada a las posibles posiciones, y otra atedos
posibles impulsos de las particulas.

1) Multiplicidad asociada a las posicion«;;x()



Supongamos que nuestro sistema esta formadd\pparticulas, que

ocupan un volumeN. Recordemos que un gas ideal es un sistema diluido
Considerando a las particulas como puntuales,dsiblps posiciones que

puede ocupar cada una de ellas es igual al conglenpuntos que forman

el volumen. El conjunto de todos esos puntos asanguente, el volumen
V.
Una segunda particula también tendra el mismo otmjde posiciones posibles. Si consideramos adas d

particulas, entonces, el conjunto de posicioneblessva a se¥ xV =V?, ya que, por cada posicion de una de
ellas, tenemos todas las posiciones de la otrati®egn este procedimiento para las N particukagalinos a
gue la multiplicidad es:

Q)Z =V " (salvo un conjunto de medida nula)

Como cambia esta multiplicidad con el volumen? Esoinmediato. Supongamos dos estados posibles d
volimenesV, y V,, la razén entre las multiplicidades de esos dtzgles es:

Q.1 \V,

2) Multiplicidad asociada a los impulsogrg)

Supongamos que la energia total del sistema eshimtervalo(E, E + &) (precision con la que puede

conocerse la energia). Para un gas ideal, la enesgiolamente cinética, por lo que la energiasex funcién
solo de los impulsos. Queremos saber el nimerostiEles de particula de tal manera que la enerdiia de
sistema se encuentre en dicho intervalo.

Para fijar ideas, supongamos una sola particidaenergia, entonces, se relaciona con los impulsos

posibles asi:

2mE = Zsl o
a=1

P,

Esto define la superficie de una esfera en el ésplcimpulsos,

de radio

R= (2mE)”2

> de tal manera que cada punto sobre la superficie dsfera es un

estado posible.

Px

10



Ahora bien, como la energia estd comprendida erntetvalo

(E,E+J), esto define dos esferas, de radiBy R+dR, y el

A . . e .
P: conjunto de estados posibles sera el volumen cordjgle entre ambas

esferas:
AV O(R+R)?-R

Como tenemodl particulas, esto define lo que se denomina urer-ip

> esfera (no pretendan que la dibuje!), cuyo volureeoomoR®" .

Entonces:

px d? 3N
Q,=AVO(R+R)™ -R™ = R3N(1+—j -RN
R

Como R << R, podemos desarrollar la expresién a orden 1:
Qp 0 R3N(1+ 3N ﬁj -RM =
R
=3NRM 'R

PeroR= (2mE)y2 y |0R = 2ME 20E

Con lo que:
Ly
Q,0E?E ? & (nos olvidamos de las constantes porque despard®s a hacer la razon entre las

multiplicidades de dos estados)

3N
Q,0E?d&| (donde tiramos el 1 del exponente frente ar8bhrdar que N~F6)

Si ahora hacemos lo mismo que el caso anterialeds, la razon entre las multiplicidades de doadsss:
3N

Q. (2 2
2,0 = (Ej (ya quedE es un cantidad arbitraria)
Q,0 |E

Como la energia de un gas idealEe§§ NKT-

3N

Q@ _(T, 2
Q0 (T,

p

» Ahora vamos a considerar la multiplicidad total,desir la multiplicidad asociada a las posiciondssy
impulsos, que va a ser el producto de ambas muaitptes:
Q=0Q,Q,

Luego, la razén entre las multiplicidades de los etadodV,,T,) y (V,.T,) es:

11



0@ _(v)'(T)?
o v, ) (T

Si ahora aplicamos In a esta expresion y la midéptos por la constante de Boltzmann:

MngEQ:Nkm@Qj+§NkmE&j
Q@M h) 2 1

gue no es otra cosa que la diferencia de entr@pimdjas ideal entre los estacﬁkzilsTl) y (VZ,TZ) (cf. ec.(5))
Qué significa esto? Esto es lo que se llama ergtregtadistica, que difiere de la entropia termadiiceien una
constante (la entropia termodinamica esta defiaideenos de una constante y la estadistica tiemaracter
absoluto).

Entonces, la entropia estadistica es:

Esto nos muestra que la entropiauaa medida del desorden de los sisterf@asayor multiplicidad, mayor

desorden), y el segundo principio se conviertenasina ley de desorganizacion progresiva.

* Fue Boltzmann quien encontré la relacion entrentaopia y la multiplicidad de los estados, de wranh
mas general (y mas matematica). Esta fue su dessasir

SeaQ el nimero de microestados compatibles con un detadm macroestado. Dijimos que el macroestado
de mayor multiplicidad correspondia a la situaaérequilibrio. Entonces:

Equilibrio = maximo Q (compatible con los vinculos)

Pero también, para wsistema aislado

Equilibrio = maxima S (compatible con los vinculos)

Por lo tanto debe s = f (Q); hace falta ver qué funcion.
Supongamos qu§ y S, son las entropias de dos partes de un sistema:
S=1(Q)yS=1(Q,)
Entonces, la entropia total seré:
S=5+S,
f(Q)=1(Q)+f(Q,)
La multiplicidad total va a seR = Q,Q,
Por lo que:
f(Q,Q,)=f(Q)+f(Q,)

La unica funcién que cumple con esta condicién &sgaritmo; luego:

|S=kInQ +cte (multiplicamos por la cte de Boltzmann por razbgae vamos a ver mas adelante).

» Una aclaracion importante. En esta demostraciomosda aditividad de la entropia. Sin embargo $®de
tener en cuenta que esta aditividad solo es vélidaada una de las partes conserva sus vincukids. décir,
12



por ejemplo, cada una de las partes en que divaliehsistema tiene su propio niumero de particulag y
propio volumen. Y esto nos conduce a ...

Paradoja de Gibbs

Supongamos un gas ideal en equilibrio.

tabique Introducimos un tabique que divide el recipientedes partes iguales. Esto

es, evidentemente, un proceso reversible, que mhficeoel estado del gas.
1) (2) Luego, la entropia debe ser la misma antes y desgaéintroducir el

tabique. La calculamos antes y después:

S=5+S,

Pero:
N vV 3
=S =—kK/ In=+—=InT
353 2 ( 2 2 j
Sin el tabique, para el gas completo:
S= Nk(mv +gInTj — S-25=NkIn2#0

Donde esta la falla?

La aditividad se demostr6 basdndose en el hechqudelos vinculos permanecian sin variar. Si
ponemos los dos gases juntos y los dejamos segapmioun tabique, entonces el volun¥én2 de cada
subsistema seguira siendo el mismo y sus entreptefacen la condicion de aditividad. Pero hicimmt@s que
esto: quitamos el tabique y el vinculo ya nd/es sifdV.

El hecho de quitar el tabique tiene consecuerftsésas bien definidas. Las moléculas, después de
quitarlo pueden encontrarse en cualquier partevdieimen total.Si los gases son distintos, se produce la
difusidén de las moléculas (las moléculas se mekcksio es un proceso irreversible, por lo targodriacion

de la entropia tiene sentido, porque aumenta erdes del sistema:

® ©
e @ @ |o 0o o oo o o o
° ° ° e oo o
e oo |o ®9 oo )
® -»> e 0 o o
e o [ ° e o o o
e 00 |o o e oo )
Si los gases son iguales, la variacion de la efgnop tiene sentido:
® ©
e o @ |e 0o o e o o o0 o
) ° e e o0 o
e oo |o ®e oo °
e o -»> e ee o o
e o ° ) e o o o
e o0 |o o e oo ®
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El origen de la dificultad reside en haber tratadlas moléculas comdistinguibles(como si pudiéramos
ponerle a cada una un “cartel” identificandola), edo que intercambiar dos moléculas nos conduce
diferentes estados. Esta paradoja represento,ea fiel siglo XIX, dificultades conceptuales queossé
resolvieron con el advenimiento de la Mecanica @oanY que nosotros vamos a ver, al final del aurs

Entonces, esta paradoja se resuelve si, al aaldal multiplicidad, se tiene en cuenta, la
indistinguibilidad de las moléculas. Esto conduce a una modificad@ta formula de Boltzmann, llamada la
ecuacion de Sackur-Tetrod®gin entrar en los detalles del calculo, esta@onaesulta ser:

%

il 5 |5

S=NKkK

B

donde h es la constante de Plancl@ yk—%l_. Esta forma de la entropia resuelve la paradoja.

Tema extra: La entropia en la biologia.
La termodinamica ha encontrado un lugar muy ingodet en otras ciencias, como por ejemplo, en la
biologia. Por qué? Entre otras cosas, porque lpigntad de la entropia de evolucionar hacia un maxXpara
los sistemas aislados) marca un sentido indelebke gd tiempo. En otras palabras, en termodinaetitampo
es irreversible y esto, por ejemplo, marca un derttien definido para toda evolucion. Las razoeatynces,
de la aplicacion de la termodindmica en la bi@agin dos:
1) El alto grado de complejidad que muestran los seves a todos los niveles en sus estructurashque
pueden ser descriptos por las ecuaciones de lameacclasica.
2) La necesidad de un tiempo irreversible que deséaibaolucion e interaccion de dichas estructuras.
La termodinamica interesa al problema de la vidaspaaplicacion inmediata en él. Sus principiosmitps
procesos vitales , ie, el conjunto de transformreesafisico-quimicas que tienen lugar en los sisteraa
principio, estas transformaciones deben ser taledajenergia del sistema total se conserve. ©udigd
“sistema”, se refiere no solo a lo que tengo bafadto, sino también a todo aquello que interactraél,
incluido el medio ambiente.

La evolucion natural es una sucesion de estadis ez mas desordenados. Sin embargo, los sisteme
vivos son termodindmicamente abiertos, no aisladake decir, intercambian materia y energia con el
medio ambiente, y sus estados no son estados déomguEsto no significa que el sistema no pueda
alcanzar una situacion estable de no equilibraandldo estado estacionario. En ese caso, se pradace
cierta cantidad de entropia que se disipa totaknahexterior. Si se aisla un ser vivo, evitandol#o
intercambio de materia y energia, entonces entiaea totalmente el 2do principio, y el sistemadsege
hacia el estado de equilibrio. En el caso de usdesestacionario, el sistema mantiene su S=ctesteina
envia al medio ambiente toda la entropia que peduesta produccién de entropia se realiza endorm

minima, compatible con las ligaduras impuestas.
14



Vamos a ver, entonces, cOmo se explica la evalud® un sistema vivo desde el momento de la
fertilizacion hasta la muerte.

En el momento de la fertilizacion, se transmitesea recién creado las ligaduras exteriores quaroa
llevar al estado estacionario, que es el estaddtoadtl ser vivo va adquiriendo organizacion ingern
disipando entropia hacia el exterior. Su evolu@smrontinua desde el momento de la fertilizaciéolg se
detiene al llegar al estado estacionario, que estatlo adulto. La pregunta es, por qué no sespEsi ese
estado estacionario. Estas ligaduras, estos visiced almacenan en el codigo genético, y se alrana@n
cada célula, lo que supone una cierta protecciéie Wecir, es como si la informacion se guardareagia
individuo dentro del organismo para evitar quededfmla de uno de estos afecte seriamente la evaoldel
sistema global. A pesar de esta precaucion, nasgepevitar que, con el tiempo, la informacionialise
pierda o se produzcan errores en el codigo genétia degeneracion de esta informacién no puede
restituirse disipando entropia hacia el exteribsi@ema olvida sus condiciones iniciales). Ere esipecto,
el sistema se comporta como aislado y evolucionaalerdo al 2do principio. Estd condenado a una

pérdida continua de orden, hasta llegar al estadmdilibrio, que es la muerte biolbgica.

15



Clase 6:Potenciales Termodinamicos

Se podria decir que todos los fenbmenos termodao&npueden estudiarse con lo visto hasta ahama. Si
embargo, dependiendo del tipo de proceso, se defieetas funciones de estado. La primera y larsdmley
nos proveyeron dos funciones, la eneigiala entropiaS, que dependen solo del estado del sistema y no de
proceso. Como ya hemos visto, esta es una propiedgdimportante. Entre otras cosas, significa qse |
diferencialesdE o dSson diferenciales exactos y, por lo tanto, se guexcribir siguiendo cualquier proceso
reversible, aunque el proceso real haya sido irsgde. Lo mismo vale parAE o AS(en rigor, esto mismo
puede hacerse para cualquier propiedad del egtadlp,T, etc). Se podria decir, sin exagerar mucho, que el
estudio de la termodinamica consiste en gran medidka busqueda de funciones de estado utiles.

Esto no es asi para cantidades como el trabaj@| calorQ, que si dependen del proceso real, pues sor
cantidades intercambiadas durante el proceso.r8iramgo, vamos a ver que, bajo ciertas circunstanestas
magnitudes pueden calcularse a partir de funcidaesstado que llamampstenciales termodinamicos
Vamos a analizar los mas comunes.

e EntalpiaH

Veamos que esta funcion, bajo ciertas condicisepuede vincular & intercambiado en un proceso.

Se define como:

que es, obviamente, una funcién de estado. Pasusgrropiedades, empecemos diferenciando la funcio

dH =dE+ pdV +Vdp=dQ; +Vdp
dQg

dondedQ, =cantidad infinitesimal de calor en un proceso reiées.

En principio, si el proceso esp@= cte= dH|p = dQR|p, es decir:

p = cte= AH|p = QR|p el calor intercambiado en un proceso isobarigerstble es igual a la variacion de la

entalpia entre los estado inicial y final.

Notar asimismo qugH‘p =c,dT Y C, :‘;_?
p

donde, |p indica, en este caso, qye= p,, es decir que, por ser funcion de estado, no itapdas presiones
intermedias, solo la inicial y la final.
Notemos que, para un gas idedl,=H(T) y AH =C_AT vale cualquiera sea el proceso (es decir, pasa Ic
mismo que coit). Si el sistema no es un gas ideal, en gen&ralE(T,V y H)=H (T, p).

Qué pasa si el proceso no es reversible? Supomsgamaistema que realiza una evolucién tal que
P = Pr = Pex CON P, =ClE 1)

En general, este es un proceso irreversible (mmitan las presiones intermedias o no estan defhidkn

este caso, el calor intercambiado sera, aplicahplioneer principio:



Q=DE+ Pee(Vy =V)) = (B + PexVe) = (B + PegVi) =H —H,

=P =pi

es decir, en este caso también el Q intercambigh® \dado por la variacion de entalpia, o sea bsistema
intercambiard la misma cantidad de Q al pasarstate inicial al final , cualquiera sea el camieglsdo en
la evolucion, mientras se cumpla la condicion Kigtar o conveniente de esta propiedad, ya que, galcular
el Q, hace falta, en general, calcularlo sobreretgso real. En este caso, puede calcularse edaldan
entalpia en el estado inicial y final.

La condicion (1) no es tan rara. Por ejemplord@eciones quimicas, en general, se producer ate
y p =cte. Supongamos una reaccion en la que vamos a supoados reactivos se transforman totalmente en
los productos:
A+B - X+Y

El cambio térmico que acompafa a una reaccign=acte es igual a la variacion de entalpia:
Q|p =AH = Z H productos z H reactivos = Q dela reaccion

Si AH >0 - reaccion endotérmica: los reactivos han absorbidodierta cantidad de Q para que la reaccién

se lleve a cabo.

Si AH < 0  reaccién exotérmica: los reactivos ceden una ceamtdidad de Q al medio para que la reaccién

se lleve a cabo.

Observar que el cambio térmico que acompafa aeatxion en una direccidn es de igual magnitud gero
signo contrario al de la reaccion inversa. Notam@&ssno que el calor de la reaccion solo dependéasle
sustancias iniciales y finales y no de las rea@gantermedias. Estos hechos son consecuenciaedd g8

funcion de estado.

* Funcién de Helmholtz o energia libre de Helmholtz F

Esta funcion es atil en problemas en los fyeVv son las variables independientes convenientes.

Se puede escribir una combinacion de la primera adegunda ley en términos de los diferenciadesstia
funcion:

dF =dE-TdS-Sd1

Como dE=dQ- pdV =TdS- pdV (notar — vale la pena repetirlo — que los difer@es de las funciones de
estado siemprse pueden calcular siguiendo un camino reversible)

=dF =TdS- pdV -TdS-SdT

dF =-SdT- pdVv

Ahora las variables independientes Jog V, por lo queF es conveniente en procesos en los fuecte o

V =cte. Por ejemplo, sT =cte:



dF =-pdV = su variacion es igual a menos el trabajo reversiide lo que a veces se la llama “funcion

trabajo”. Vamos a ver que la condicidn= cte es, en realidad, demasiado restrictiva.

* Funcion de Gibbs o energia libre de Gibbs G.
Esta funcion es util en problemas en los Guep son las variables independientes convenientes.velags

“combinaciones” para escribir la funcién de Gibbs:

G=E+pV-TS
G=H-TS
G=F+pV

Diferenciando cualquiera de estas expresiones:
dG=dF + pdV +Vdp

—[dG =-SdT+Vdp

por lo que es una funcién conveniente para procedos cte o p =cte. Nuevamente, vamos a ver que estas

condiciones son demasiado restrictivas.

Las definiciones de estas funciones pueden pabastante arbitrarias y, en cierta medida, lo Eorrealidad,
uno puede “inventarse” la funcion que mas le cogaede acuerdo a cuéles son las variables indegendi
mMAas convenientes para el sistema bajo estudiouHayreceta” para generar la funcién convenienie, &g lo

qgue se llama una transformacién de Legen8tgpongamos que el estado del sistema se degotbena

funcion de dos variable$ (x,y) tq:
df =udx+ vdy
y se quiere cambiar la descripcion a una que iveluna nueva funciég u(y, ; gntonces:

g=f-ux = dg=-xdu+vdy

Hemos encontrado algunas propiedades de esta®ti@sciAhora vamos a ver qué conclusiones se puede
sacar de ellas:

» Supongamos un sistema A que intercambia Q conuerad aT_, de tal manera que:

F _
T T,=T) =T, (2) (no importan las temperaturas intermedias)
Ya vimos que:
A 40 dS, +dS =0
r'd ComodQes el calor que absorbe (o cede) A, para la fuente:

dQ

ds =-——

> T

o



ds, —$ > 0= TdS, > dQ=dE, +dw,

0

Esto permite encontrar una cota superior paraabbjo W, que puede hacer un sistema en contacto con un:
fuente:

dW , < -de , + T, dS, Como E, y S, son funciones de estado, Ty =cte, se puede integra y
resulta:

W, < -AE, + T AS,

Consideremos el caso particular en die=T, =T, (notar que no tiene por qué ser una transformacion
isotérmica):

W,<E,—E,-T(Si-S)) =(Ex~T,S) ~(EA - T, S,)
-~ -~

:TA :TAf

=W, < —AFA|T =F,-F, ‘T donde |T significa que se cumple la condicion (2), el signoorresponde a que

el proceso sea reversibleFy es la funcion de Helmholtz del sistema A.
Esto significa que si el sistema intercambia Q woa fuente d&,=cte y se cumple la condicion (2), el trabajo
gue puede dar el sistema esta acotado pAFA|T. Notar asimismo que AFA|T es la maxima energia que el
sistema puede “liberar” para transformar en trabajo las condiciones antedichas, por lo qiresg lo suele
llamarenergia libre

Supongamos que el sistema A se encuentra aidiadmicamentdes decir, no puede realizar trabajo

de ningun tipo); entonces:

0<-AF,| =F.-F/| =|Fi<F|

es decir, bajo estas condiciones (contacto térraao fuente, condicion (2) y dinAmicamente aisladao),
energia libre de Helmholtz no puede aumentar derahtproceso. Esto significa que el sistema va a
evolucionar hasta que su energia libre alcance inimm, que, entonces, corresponde al estado débeapui

Esto es asi porque, de lo contrario, cualquierumidh posterior produciriaF, >0, lo que contradice (*).

» Supongamos ahora que el sistema A intercambia @monedio al, = ctey p, = cte. de tal manera que:

T,=T, =T, (2) (no importan las temperaturas intermedigs),

F p,=ps=p, (3)(noimportan las presiones intermedias).
T . :
0 ° Este es un caso particular del anterior, por lo godemos
o
A plantear:

~dQ W, =W, -W,, =W, +p

o

AV, < -AF,|.




donde calculamos el trabajo termodinamico de A cei,, (menos el trabajo externo), y consideramos que
el sistema puede realizar otros trabajos. A edtmsas los [lamamos “trabajo de no volumés,, ”.

Si la transformacion es, ademas, tal que= p, = p, (no tiene por qué ser isobarica):

Wy, < =AF,| = pAV, = (F + p,V, ) - (FL+ p,V2)
—— ——

=pa =ph

= Wy S-AG,|

Es decir que, si ahora el proceso es tal que tehsisintercambia calor con una fuente tal Gue T, =T, y

p, = p. = P,, la funcién de Gibbs pone una cota al trabajo@eailumen que el sistema pueda realizar (por

eso también se la llama energia libre). Si est®@joaes nulo, entonces el sistema evolucionaraldednera

que:

0<-AG,|, =G, <G,

y el estado de equilibrio correspondera a un mirdemta funcion de Gibbs.
_________________ [Jemmmmmm e
Relaciones de Maxwell
Las relaciones de Maxwell son cuatro relacionesreifciales Utiles y totalmente generales que Seatiea
partir del hecho que, para una funcion de esfgglp) se cumple:
0°f _ 0°f
oxdy  0dyox

Recordemos que esta propiedad se demuestra aglieatebrema de Stokes:

fdf =§(g§(dx+g;dyj ={ofdr =[], dA@xDOf)=0
=0

Las relaciones de Maxwell se derivan a partiedd, F y G.

1) E=EV.S)
dE =Tds- pav = 25 as+2E| qv
0S|, Vg
de donde:
O0E oE
— =T | =-
s, Yovl, P
Por lo que, las derivadas cruzadas:
orl __op 1"®relacién de Maxwell
Vi 0Sy

Nota: qué tipo de transformacion es ur=ate? Respuesta: transformacion adiabatica reversible.



2) H=H(p,9)

dH =Tds+vdp=2 as+ 28] gp
0S|, op|q
de donde:
a_H =T y a_H =V
0S|, op |,
Las derivadas cruzadas, entonces:
Tl v Frelacion de Maxwell
op|; 0S|,
3) F=F(,V)
dF = -sdT- pdv =20 a1+ 95| qv
Ty, oV,
por lo que:
Fl gy Fl o,
0T}, oV,

y las cruzadas:

95| _9p 3?relacion de Maxwell

oVl ~ aT|,

4) G=G(T,p)

dG = -sdT+Vdp=22 daT+%5 ap
oT|, op|;

por lo que:

a_G =-S y a—G =V

oT|, op|;

y las derivadas cruzadas:

_ v

oT

0S

P 42relacion de Maxwell

T p

Notese que la tercera y la cuarta nos permitercéero varia la entropia con magnitudes mas medibles
como la presién y el volumen. Ademas, si bien édaciones de Maxwell se refieren a las derivadasactas,

las primeras derivadas también pueden resultasigih muchos casos de interés.



Clase 7: Potenciales termodinamicos — Aplicaciones
Vamos a ver, con algunos ejemplos, la utilidatbdgotenciales termodinamicos.

1) Proceso de estrangulacion o de Joule-Kelvin

El proceso de estrangulacion es un proceso indugtre se usa para licuar gases como, por ej. .o H
Supongamos una tuberia con sus paredes térmi@mistédas. Un tapon poroso proporciona a la taberi

una constriccion al flujo de gas (como alternatpaede obtenerse el mismo efecto sobre el flujo wtan

valvula ligeramente abierta. El gas, obviamentesea@ncuentra en un estado de equilibrio (hay ureaaibn

privilegiada de movimiento), pero se encuentraceque se llama un estado estacionario, en el cteah dien

definidos sus parametros termodinamicos.

Hay una corriente continua de gas. La presencia del

E 7| z . . . s
T et T tapon da lugar a una diferencia de presion corestant
de tal manera que, > p,. Podemos imaginarnos los
procesos sumamente complicados fuera del equilibrio
E 4 que ocurren por el paso del gas a través de dichc
P> P

medio poroso. La interaccién con este actua restand
cantidad de movimiento al gas (macroscopicameateotiriamos comparar con el rozamiento), lo qudiaxp
la disminucion de la presion del gas al atravesalomo la idea de este proceso es licuar gasegudo
gueremos averiguar es bajo qué condiciones la reitypa del gas descendera al atravesar el tapatedts Si
T, es la temperatura del gas antes de atravesauosl, teudl sera la temperatufadel gas luego de atravesarlo.
Analicemos la situacion. Supongamos una mnmasie gas situada entre los dos planos represenpaddas
lineas A y B de la figura, suficientemente sepasacmmo para que el volumen ocupado por el tapon se:
despreciable (podemos imaginar al tapon como ujaadgocelofan)
Inicialmente, m esta toda a la izquierda, ocupando

cierto volumenV,, correspondiente a la presigm. Al

>
w

]
3]
3]
3]
3]
L

fluir, m pasa a la derecha, ocupando un volurdgn

que corresponde g, .

<

ARk kel

En este proceso, la energia internand=mmbia:
AE=E,-E =E(T,,p,) ~E(T, p) =Q-W (1)

£ ; 4 Como las paredes estan aisladas y el gas, en ef#ado

>
w

P2 régimen, estd, de ambos lados del tapon, a la misms

T, temperatura de las paredes, no hay intercambi@ de

e e e e e ]

- > -, entre el gas y las paredes:

Q =0 (solo hay un gradiente de temperatura en la zona
del tapdn, pero es despreciable frente a todak i)

1



Respecto del trabajo, el gas tiene bien definidaresion a ambos lados del tapon, por lo que dstiimid
calcular el trabajo que hace la masa& el trabajo que el resto del gas hace sabr€alculemos este ultimo,
dividiendolo en dos etapas:

» Del lado izquierdo, la masa es empujada por el resto del gas, de prepjgresde el volumen que ocupa

inicialmente,V,, hasta un volumen nulo (cuando pasa del otro 1ado)

dWxt,l =-pdVv W1 == p.(0-V) = pV,

e
* Del lado derecho, la masava ocupando un volumen que pasa de ser nulo Nastontra la presion del
resto del gasp,:

dW,,., == RAV=2W,., == p,(V, —0) == pyV,

e
» El trabajo externo total sobmees, entonces:
W, =W, +Wxt,2 = plvl_ pzvz

ext = VWextn T VVe

y, por lo tanto, el trabajo que hatees:

W=-W,. = pV, ~ pVs

Entonces, en la expresion del primer principio (1):

E+ PV, =E +pV,
H, =H,

E,-E=Q-W=-pV,+ pV,=

Acabamos de encontrar un resultado muy importgnbastante inesperado). En el proceso de estaigal
la entalpia se mantiene constante es decir, epranesoisoentalpico Noten que el paso del gas a travées del
tapon conlleva procesos irreversibles de desegoilinuy complicados, que podemos “puentear” usagldo
dato de que la entalpia se mantiene constanterfasnelaro, que nuestro interés sea estudiar elgmsin gas
por un medio poroso, pero ese no es el caso)

Una primera consecuencia de este resultado esiggeeremos enfriar un gas, no nos molestemosesr h
pasar por la tuberia un gas muy diluido (0 seagasideal). Por qué? Recordemos que, para un gakla

entalpiaH =H (T) ; entonces:
H(M)=H()=>T,=T,

0 sea, un gas ideal no sufre ningln cambio de teya.



* En el caso de un gas real, conociendo la fundti, p), se pueden construir, en un diagrampa)(
curvas isoentélpicas, es deEﬁ(p)|H . Estas curvas estan tabuladas para muchos gasgerds y, en general

presentan maximos como los de la figura. La cuevendersion (de la pendiente) une todos esos m&ximo
De la figura se observa que, como resultado detgsm

T 1 curva de inversion cuando disminuye la presion, la temperatura puedeecatar,
: : disminuir o permanecer constante, segun donde lmgsemos
mm respecto de la curva de inversion. Un parametreitapte es,

entonces, el coeficiente de Joule-Thompson, que daoda

H, pendiente de las curvas isoentalpicas:
" Ll
> ap|,,
p

Vamos a calcular este coeficiente.

En primer lugar, vemos quEva a disminuir paradp< & x>0 (conviene pre-enfriar el gas, por ejemplo
con una expansion libre). Veamos como se entiesiedesde el punto de vista molecular. Ya vimospgure
el gas ideal, no hay cambio de temperatura. Lauptages qué diferencia un gas ideal de un gas real
Tengamos en cuenta que, a diferencia del gaseeall gas ideal, diluido, la energia potencialrderaccion
intermolecular es despreciable frente a su energéica. Vamos a analizar como se comporta unrggsa
diferencia de un gas ideal.

Cuando es real, la ecuacion de estado de cualgagmpuede escribirse como un desarrollo en serie d

. . N .. .
potencias de la densida, :V’ llamado desarrollo del virial Notar que la variable del desarrollo es

justamente la densidad, ya que es esta propiedguelaetermina que un gas sea ideal o real. Ergppaea

un gas real:
p=KT|o+ AP’ + AM)P" +..]
donde A T )se llamarcoeficientes del viriay dependen solo de la temperatura (no puedemdepeéeN y

V porque estos estan en la variable del desarrdlojen que la ecuacion de estado del gas ideal (que

corresponde @ <<<) es el primer orden del desarrollo. A medida lqudensidad aumenta, se van agregando

mas términos al desarrollo.
Como nuestro interés es ver por qué un gas reabieasuT y un gas ideal no, vamos a considerar un gas
real un poco mas denso que un gas ideal, para carpaon este. O sea, vamos a cortar el desaraollo

segundo orden:
pOKTp(l+ AM)p)  (2)
* Veamos cualitativamente como se comporta el cesifieiA,(T) . Esto podemos hacerlo, comparando para

diferentes temperaturas, el comportamiento dedaiqm del gas real frente a la del ideal, teniesnl@uenta

que T - energiacinética. Para ello, consideremos el potencial de inteéaceintre las moléculas, llamado
3



potencial de Lennard —Jones. Este potencial tieneuenta los efecto electrostaticos (preponderaates
distancias grandes, comparadas con las dimensinaksulares) y cuanticos (a distancias cortas)ehbs

moléculas, en funcién de la distancia intermolacula

Vi, (r)

El potencial de Lennard-Jones:

V() zvo{(r_ojlz - 2[&j6:l
r r

_VO

Tomemos como parametro representativo de la enenggtica akT y veamos distintos casos, variando la

temperatura:
1) KT <V,: las moléculas tienen méas probabilidad de estasueconfiguracion de energia minima, donde la

interaccion es atractiva. Esta atraccion tiendedagir la presion del gas real frente a la delid@al, ya que las

moléculas tienden a estar mas juntag(gasreal) < p(gasideal)= A,(T) <O.
2) kT >V,: las moléculas son afectadas minimamente pordaepcia del minimo de potencial, siendo el

efecto predominante la interaccion fuertementelsga Esto aumenta la presion del gas real panmende la

del gas real= p(gasreal) > p(gasideal)= A,(T) >0
3) kT >>V,: la energia cinética se hace tan grande que ldécalas pueden vencer algo su repulsion para

aproximarse mas entre si qu& mas baja (como 2)). Esto hace que haya una ligatsencia a que disminuya

la presion respecto del caso 2) (aunque aun esrmjagola del gas ideal), y por lo tanto, tambié&mndnuye
A(T) (si bien, sigue siend&,(T) >0).
Estas consideraciones cualitativas nos muestraio s&@ comporta el coeficien#g (T):

A

A

— repulsion

\

atraccion




* Teniendo en cuenta estas consideraciones, vamakwdat el coeficienteu . Para ello, usemos el dato
fundamentalH =cte=dH =0:

dH =TdS+Vdp=0

Tenemos que hacer “aparecettp y dT para poder escribir el coeficientge. Elegimos, entonces, como

variables independientesTey p. Desarrollamos el diferencial exad&:

0S

dH :T[— 05
oT

dT +—
0

p

dp:|+Vdp:O

T

, capacidad calorifica del gas a presion constante:

Pero Cp = Tg—_?
P

3 _I_(;S +V
dH :deT+ T—S +V |dp=0= /,l:—p—T
op|, C,

que no conocemos (entre nuestros datos no estérégia). Pero usamos

Todavia tenemos esta deriva%g
.

la relacién de Maxwell:

9S _ oV
op|, 0T,
con lo que resulta:
V —Ta—v
L= - oT|,
CP

La derivada vamos a calcularla a partir de la éénade estado del gas (2). Vamos a hacer una apagion.

En la ecuacion de estado:

p DkT%(l’ngz(T)j el términogAz(T) es un término correctivo que es <<1. Entoncesrhase

NP (valor en primera aproximacion). Con esto:
V kT
p D%(kﬂ PA(T))=V = N(‘%+ /w)j

(En rigor, lo que estamos haciendo es dar vuekaria)

Con esto:a—v =N 5+%
oT|, p dT
Finalmente:



’u:ﬁ(Ta_AZ_AZj

C,\ aT
. . . 0A,
Como A,es una funcion creciente deen casi todo el rango de temperatur%%—>0. Podemos ver lo

siguiente. A bajas temperaturas, en las que predohaiatraccion moleculak, <0= > 0; a temperaturas
altas, donde predomina la repulsidi,> 0y suficientemente grande para que 0. La existencia de la curva
de inversion en la qug:= 0Oefleja un balance entre atraccién y repulsiériesdares. Es decir, esta

situacion es similar a lo que ocurre con el gaslideor lo tanto, vemos que es la interacciéon elase

moléculas la responsable de que la temperaturaieahtambiar la presion en este proceso.

Antes de desarrollar el siguiente tema, hagamoslistiacion entre los parametros termodinamicos.
Supongamos que dividimos un sistema en dos subsiste

* Parametre@extensivees aquel parametgotal que:

Y=¥%*Y,

Por ejemplo¥V, m, <E> S(sii la energia de interaccion entre las partes es

despreciable).

« Parametro intensivo es aquel paramgtial que:

Y=¥%=Y,

Por ejemplo: p, T, y cantidades definidas por wh,idmmo(e) (energia

media por molécula.

2) Condiciones de estabilidad de una sustancia homemén

Como ejemplo sencillo, consideremos un sistemanddo por una
Unica fase.

Enfoquemos nuestra atencion sobre alguna parte efpaquyero
macroscopica, A, con un namero fijo de particukgesto del sistema

es entonces muy grande respecto de A y actla comduente con

T,=ctey p, =cte.

Entonces, la condicion de equilibrio estable desAjee su funcién de Gibbs sea un minimo (cf. #as8i la
funcion de Gibbs del sistema total es:
G=E-TS+pV

por ser una propiedad extensiva, la funcion de &dwbla porcion A sera:



N N N
G,=E,- TS, + =—AE-T,—2S+p,—2V
A AT hooa T PVa N °"N Po N

Vamos a determinar cual es la condicion de eqiolitbe A y bajo qué condiciones ese equilibrio ealds.

Para eso, consideremos dos casos:

2.1) Estabilidad frente a variaciones de tempeaatur
SeanT y V los dos parametros macroscopicos independientesegpecifican el macroestado de A.
Supongamos una situacion en la §ysermanece constante pero, por una fluctuacioreouariarT.

Como G, debe ser un minimo para que el sistema esté elibeqguiplanteamos:

0G, o
oT |, X
paraT =T

GZGA

2 >0
oT ¥
Entonces:
aGA :E —Toﬁ =0 (1)
oT |, dT}, oT |, e

Por el primer principioTdS=dE + pdV =dE (aV=cte)

:Tﬁ :@
0Ty, dT},
En (2):
9G, :(1—LJOEA =0 = |T =T,|: condicion de equilibrio de A (vaya novedad ...)
oT |, T)oT ||,

Podemos ir mas alla; como tiene que se un minimo:

2 2
0°G,| _ T, 0B, +(1_Ljﬁ >0 = %54 =¢, >0
oT?|, T2 aT|, T)oT?, oT |,
—
=0 T=T,

Pensemos fisicamente este resultado.
Supongamos que, por una fluctuacion, la temperati@raA aumenta por

encima deT, . El proceso que debe entrar en juego para vaequilibrio es
la transferencia de Q desde A hacia el resto,|ldadnera queAE, <0, y esto

debe producir una disminucion de la temperaturddes decirAT, <0. O

sea, AE, y AT, deben tener el mismo signo,%lzzTA >0.



2.2) Estabilidad frente a fluctuaciones de volumen.

Otra vez:
0G, ~o
oV | - -
, paralacondiciondeequilibrio
0°G,
>0
ov? .
CICH NN
ov |, adV | v |,
Del primer principio:
TdS=dE+ pdV
T 95 dV+a—S dT |= 9E dV+a—E dT |+ pdV
oV, oT|, oV, oT|,
Oﬁ :E + p
oVl oV
aGA :Toﬁ _p—Toﬁ +p0:O
ov |; vV |; v |;

={p = p,| la condicidn de equilibrio es que la presiéngidisistema se igual a la del resto.

Para que sea estable:

9°G,

9G, __0p
oV?

ov

>0

T T

Como se entiende este resultado? Si aumenta ehealde A AV, >0, por una fluctuacion, su presion debe
disminuir respecto de la el resto para garantizar lg fuerza neta sobre A ejercida por el restotaeque
tienda a reducir su volumen al valor inicial.

Se define etoeficiente de compresibilidad isotérmica

__1ov
V dp

T

con lo que, la condicién de equilibrio estable es:



Clase 8:Transformaciones de fase
Tercer principio
Las sustancias simples son capaces de existiesn(d cuatro) tipos de fases: sélida, liquida segaa.
También pueden existir varias fases solidas, amodierentes estructuras cristalinas. Las lineasqulilibrio
(conjunto de estados donde coexisten dos fases})epsran los
estados que corresponden a las diferentes fases & siguiente
pt c  aspecto:

L t = punto triple: solo pardl,, p, pueden coexistir las tres fases.

C=punto critico: termina la linea de equilibrio L=Sla

S t variacion de volumen entre el liquido y el gasde@a cero. Mas
G alld de C no hay posterior transformacion de fapassto que

existe una unica fase fluida (la presidon es tamdgague el gas

_|_> muy denso no puede distinguirse del liquido). Esoclque un

punto critico solo puede existir para fases, porLey G, que
solamente difieren en el grado de interaccion dagenoléculas, es decir, donde la diferencia set@mente
cuantitativa. Cuando la transicion entre fasesusel@ hacer en forma continua, se dice qudrasmsiciones de
fase de primera especiPara fases como L-S o diferentes estructuraslonss no puede existir, ya que tienen
una simetria totalmente diferente: esta aparea@sapdrece, no puede desaparecer gradualmentenfjebiia
hay estados intermedios fuera del equilibrio, mlests, entre una fase y otra; la transicion esiroaet pero la
simetria cambia en forma discontinua). Este tiptralesiciones se denomintransiciones de fase de segunda
especie También son transiciones de segunda especie @lampie cambia es una propiedad, por ejemplo un
material que, bajo ciertas condiciones se compodmo conductor y, bajo otras condiciones, como

superconductor. Otros ejemplos: transiciones degasamagnético-ferromagnético, fluido-superfluido.

Condiciones de equilibrio entre dos fases

Vamos a ver cudles son las condiciones de eqoilémtre dos fases, desde un punto de vista genera
Supongamos que el sistema total esta aislado.

Si hayN moléculas en total, repartidas entre ambas féags;ondiciones de

vinculo que tendremos seran:

fase 2 E +E,=E=cte

X V,+V, =V =cte (1)

N, + N, =N =cte

Como el sistema esta aislado en equilibrio:

S=9S(E,V,,N;;E,,V,,N,) =maximo

S=S(EVuN) +S(E,V,N,)

i




Por ser un méaximo:

dg +dE, =0
dS=dS§ +dS, =0conlas condicions (1) dV, +dV, =0
dN,+dN, =0

* Vamos a calcular pardS para cada componente:

dvi + 95

os
dE + +on

a5 =32 av

ot N (2)

VN, E N, ViLE;
Notemos que esta expresion es mas general quaudakemos usado hasta ahora, pues contempla que
namero de particulas puede variar.

A partir de aqui, omito los subindices para queolacion no sea tan pesada. El primer principoprovee

de las dos primeras derivadas:

dS{N =%dE+£dV = esta expresion del primer principio edla= cte

Entonces:

o5 _1 . 05 _p

OE,w T = oV, T

Falta calculara—S ; voy a llamary = —Ta—S = potencialquimico
V,E V,E

Con esto:

dS:%dE+?pdV—$dN = |dE=TdS- pdV+de| Hemos encontrado una forma mas general del primel

principio, que tiene en cuenta que el numero degqodais puede variar. Asi, el potencial quimjpzose puede
interpretar como:

4
ON|g,

gue nos dice que la energia interna puede vaoi@up entran o salen particulas del sistema, y

completa el primer principio.
Sin embargo, para este caso particular que estastodiando, vamos a usar otra interpretacion. \éamo
ver que las variables termodinamicas adecuadasestudiar transformaciones/equilibrio de fasesni@das

variables de contrglsonT y p; por ello, introducimos la funcidon de Gibbs, y#equstamentes =G(T,p).
Calculemos su diferencial:
dG=d(E-TS+ pV) =dE-TdS-SdT+ pdV+Vdp=TdS- pdV+ tdN-TdS- SdT+ pdV+Vdp

=dE

‘dG = udN - SdT+Vdp‘ Otra expresion mas general para (ah@&G(T,p,N . )




Pero entonces:

-9
oN|;

y, como la funcion de Gibbs es una funcion extensiv
G, p.N)=Ng(T,p) = u=9(T,p)
O sea,u es la funcion de Gibbs por molécula, y es funciéi y p (obviamente, no puede ser funcionNje

Entonces, en (2):
ds = Lde + Pav - 90 P) 4y
T T T

Si ahora sumamos para ambas fases (vuelvo a pariedges):

1 P g
+| Z-dE, + 22V, - 2dN, |=0

2 2 2

dS=ds +dS, =(T10|E1 +%d\/l—%le

1 1 1

Por las condiciones de vinculo (1):

_ (1 1 PP 0 09 _
dS=dS +dS, =| ——— |dE +| = -2 |dV. - | =2 -2 |dN. =0
3rdS (Tl TZJ = (Tl sz ' (Tl T,) *

Como dE,dV,,dN, son independientes y arbitrarios, para que todapeesion sea 0 debe cumplirse

T, =T, | = esta condicion garantiza que no haya transfeaatercalor entre ambas fases (equilibrio térmico).

p, = p, | = paraque no haya trabajo de una fase sobreddfo@rzas iguales y opuestas).

0,=0, | = esto garantiza que la energia transportada pticga debe ser la misma en ambos sentidos. Es

importante recalcar que, en el equilibrio va a habeléculas que pasen de una fase a la otra, pd® ekistir
un balance en la energia que transportan paraajbaya un flujo neto de energia en un solo sentido.
__________________ [
Curva de Clausius-Clapeyron
En el diagrama de fases de una sustancia, cada furp)representa un estado de equilibrio de alguna
fase, mientras que las curvas “frontera” entredaazde estados de una y la zona de estados déaséra
representa el conjunto de estaddsp( paja los cuales coexisten ambas fases. Pero, sabemos qué fase
tenemos a cada lado de la curva de equilibrio?

p 0,=0, La sustancia en un estado de equilibrio p( 9 como si
estuviera en contacto con una fuente a esa tempefty esa
presiénp. Por lo tanto, esos estados de equilibrio vantar es

%<9 S caracterizados porque la funcién de GibBsT p(,,vd a ser un

minimo.

_|V



Ahora bien, supongamos qug(T,p)y 9,(T, p)son las funciones de Gibbs por molécula para ka fag para

la fase 2, respectivamente. Por lo tanto, la fundié Gibbs total, evaluada para un determinadde<ia p),

tiene dos posibilidades:

G(T.p) ={N91(r, P) s.i.i (T, p) corresponce aun estadode fasel
Ng, (T, p) sii (T, p) corresponce aun estadode fase2
Entonces, como sabemos si ese estdd@ (corfesponde a fase 1 6 2? Simplemente, viendodeuéds dos
posibles expresiones d& T p tiene menos valor para ese estafiop(. Entonces:
Si g,(T,p)<9,(T,p) = (T, p) correspone a fasel

Si g,(T,p) <g,(T,p) = (T, p) correspon@ a fase2

Y ya sabemos que el conjunto de estaddsp( sopre la curva de coexistencia son tales que

0,(T, p) =9,(T, p). Por lo tanto, nuestro diagrama se completa asi:

p =9,

fase 1 fase 2

0.<0; 9,<0

T
* Vamos a encontrar la curva de coexistencia deakesf
Sea T p )un estado sobre la curva; entonces:
g P =0(.p (O
Diferenciando esta expresion:
_ ey - _G
dg, =dg, ; comog, N, = dg :c:\lG' = —ﬁdT+\l\/lidp: —sdT + vdp

donde las letras mindasculas representan las magsifoor molécula. Entonces, en (3):

— §dT + vdp=-sdT + vdp

(Sz _ﬁ)dT = (Vz _Vl)dp:> P

Esta expresion nos da la pendiente de la curvajdiiteio y se denomina&cuacion de Clausius-Clapeyron
Como existe un cambio de entropia asociado anafosemacion de fase, debe absorberse/cederse Calaro

el proceso tiene lugar a una temperatura dada,aelbio de entropia esta relacionado con el calor
absorbido/cedido cuando se transforma una cantiddd de sustancia de fase 1 a fase 2. A ese @lor s

4



llama calor latente de la transformacion,,. Entonces, la ecuacion de Clausius Clapeyron &mpuede

escribirse como:

dp_
dT  T(v,-Vv,)

Por ejemplo, si fasesliquido y fase 2sdlido, g, < 0y (vs—V,) <0, por lo que la pendiente de la curva de

coexistencia S-L es positiva. El agua es una exa@epga quevg >V, , por lo que la pendiente, en ese caso es

negativa.

Transiciones de fase en un diagrama P-V
Supongamos una transicion de liquido a vapor.ramsicion

P4 se produce a und =cte y p=cte. La presion p(T) se llama
presion de vapor a la temperatltaSupongamos que el sistema
se encuentra todo en estado liquido (estado 1)ndouae le

p(T)p--------> entregaQ, parte del liquido se transforma en gas, hastnair

el estado 2, donde todo es gas. Sin embargo, ldstercia de

ambas fases se produce manteniéndosete y p = cte, por lo

gue la isoterma es horizontal durante la transid@mo la fase

<V

V2

gaseosa tiene una densidad mucho menor que ldifasea,
cuando una cierta masa de liquido se convierteasn € volumen total aumenta, aunque la presioa y |

temperatura permanezcan constantes. Esto es castiabede las transiciones de primera especie.

Nota sobre el mecanismo de la condensacion:

Debido a la presion superficial de las
gotas de liquido, solo pueden coexistir en
equilibrio con el gas a una cierta
temperatura y presion, aquellas gotas que
tengan cierto radio. Las gotas demasiado
grandes sienten una presion externa que,
para ellas, es muy alta. Para equilibrarse,
aumentan el numero de moléculas a su
alrededor, pero eso las hace crecer aun
mas. Por el contrario, las gotas muy

chicas experimentan, para ellas, una

presién muy baja, por lo que tienden a

evaporarse, haciéndose cada vez mas
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chicas, hasta desaparecer. Entonces, a menos dpgel&s gotas tengan exactamente el mismo radigu@o
muy improbable), el tamafio de las gotas tiendenaeatar, por lo que disminuye la cantidad de gamwJo
tanto, disminuyendo la presion y todo el procesmmienza. Se produce entonces un proceso autusaste

gue favorece la formacion de gotas mas y mas gsahdsta que todo el vapor pasa a liquido.

Consideremos un sistema formado por un solo coemgenLa ecuacion de estado sera:
p=p(N,VT)

conocida para la region de las variables en geadtancia es un gas o un liquido.

Por ejemplo, supongamos una ecuacion de estadanddger Waals:
(p+V—qz)(v— b) =RT (para 1 mol)

(multiplicando porv?, la ecuacion es cubica &
Tl > T2 > T3 > T4

3
' ‘\_ __;T Y
V

Supongamos un sistema que esta en contacto cofuenie a temperaturd y presionp dadas. Vamos a
considerar & y p las variables independientes del sistema. Anabseama isoterma particular y vamos a ver
gue contiene mucha informacion. Queremos saberapge produce la transformaciéon vy, por lo tanto, por

donde pasa la isoterma.

1) Si aT, la presion es suficientemente baj< p, ),

P A
la curva tiene un unico valor de=[Juna Unica fase
M bien definida y%so (condicién de estabilidad ya
v
N d
P2~ i encontrada). Tambiéhfj es chico, lo cual implica
Pe|-- T
) que la compresibilidad es bastante grandeenemos
P |- !
: : fase gaseosa.
I
| :
| )

&
Lo



dp

2) Parap> p,, otra vez existe una unica fase, con un unicor\dgos. Otra vez?s 0, pero Py es grande
v Y

= tenemos fase liquida.

3) p, < pg < p,: hay tres valores posibles tepara cad@. Vamos a ver cual es el mas estable.

d :
En la zonav, <v<v, (J —N), no se cumple qug,E <0, por lo que es una zona inestable.
v

Todavia quedan dos valores entre los cuales haydqaiir, por ej., siv=v, 0o v=Vv,. Como estamos
trabajando @, T, hay que ver la magnitud relativa entre las enerd@&Gibbs por mot),(T,p) v 9;(T, p) -

Los cambios deg = £ —Ts+ pv pueden calcularse facilmente a lo largo de laaarv = cte:
dg=d(e-Ts+ pv) =-sdT+vdp=vdp

Las diferencias dg entre cualquier punto de la curva y algun pumtogm O estan dadas por:
p
9-0o=[ vdp
0 sea, el area entre la curva y el gjentre p, y p. Partiendo de O y realizando la integral, el valeresta

integral aumenta primero hasta que se alcanzanéd Ny luego disminuye hasta J, y luego vuelve raemiar
hacia M:

En O tenemos una Unica fase de alta compresibiisags.
Cuando la presion aumenta hagig< p< p,, tenemos 3 valores
deg:

OXN: v>v, y alta compresibilidaes gas

JXM: v<vy, y baja compresibilidaes liquido

A lo largo de JN: region inestable.

En X se cortan las dos ramas ¢, =g;= equilibrio

liquido-gas y, por lo tantop,es la presion a la que se

produce la transformacién de fase.
Notar que en X, la curva se desplaza de la rama @X&l

JXR = p, es la presion a la que se produce la

transformacién. Entonces:

Og =0a= I::Vdp= I;:Vdp:>j:;vdp: 0

=

<
o

_O

= J.:vdp+ J'JDvdp+ j;vdp+ J'Svdp: 0



Reordenando:

(Ijvdp—jfvdpj - (j; vdp—jgvdp): 0

— area(AJD)=éarea(DNB)

Ejemplo: Transicion de fase conductor-superconductor

Muchos metales, a temperaturas cercanas al ceobusty pasan a un estado especial cuya propiedad m
notable es la llamadsuperconductividadque consiste en la desaparicion total de latezgim eléctrica a una
corriente continua. La aparicion de la supercondigetd se produce a unadeterminada, que se denomina
temperatura de la transicion

La ausencia de resistencia no es, sin embargaprnapgedad fundamental del superconductor. Los a@snb
mas profundos al pasar al estado superconductproskeicen en las propiedades magnéticas del medal. L
variaciones en las propiedades eléctricas son coeseia de esos cambios.

Las propiedades magnéticas de un superconductouesten describir de la siguiente manera: un campc
magnético nunca penetra en el interior de un sopdrxtor, ieB=0 (induccién magnética) en el interior

(salvo en un delgado espesor en el die0). Esta propiedad se presenta con independencien dgué
condiciones tuvo lugar la transicién al estado stpeluctor. Asi, si el enfriamiento se producermsencia

de B, en el momento de la transicién, las lineas depoason expulsadas fuera del cuerpo. Este efecto s
denominaefecto Meissner

Notar que, si la superconductividad se pensarabamnductividado — o (=conductor perfecto) en la ley
de OhmJ = oE, de la ley de induccion de Faraday se desprenderia

DXE:—}G—B:>§=O ie B=cE
c ot

Esto significaria que, si un conductor perfects@mete a urB variable en el tiempo, se inducirian corrientes

superficiales que mantendrigh= cEen el interior. De acuerdo a esto, el campo presentel conductor

perfecto se “congelaria”



Conductor perfecto

. //
a)Se baja la temperatufaa B=0. Al ponerlo en un
T campo externoB # (3, el campo adentro sigue siendo
- nulo
Bz0
b)

b) Se produce la transicibn en presencia de

campo. El material “congela” el campo en su

by by interior.

Esto no es lo que se observa en el

Superconductor superconductor:
Al producirse la transicion, el material

//‘ “expulsa” el campo de su interior. Se dice
) que es un material diamagnético perfecto
T (1 - 0).
_)
IN—T—1

Notar que el hecho qu8=0 dentro del conductor hace que no existan coegern volumen sino solo

NS

superficiales. Esto se ve pues:

Dxé=4—c’7jT si B=0=J. =0



Estas corrientes superficiales generan un ca@ypaque exactamente cancela el campo externo. No&alaqu

circulacién de corriente en un superconductor tesdr posible sin la presencia de campo elécpmolo que
no va acompafada de disipacién de energia powoefeale. Esta propiedad puede describirse dicignéda
resistencia es nula, lo que resulta consecuengagipropiedades magnéticas.

Las propiedades superconductoras se destruyenresengia de un campo magnético suficientemente

grande. Este campo crl’tidEbC depende de la temperatura y se anula a la teropeeide transiciom,:

T2
HCA Hc DHO(]-_T_OZJ (4)
Ho N = la transicion de fase se puede representar emano (HC,T), por lo

gque se necesita un potencial termodinamico cuyasiables
S independientes sedthy T. La curva de separacion entre los estados del

conductor normal (N) y del superconductor (S) esueva de equilibrio

T T  entre ambas fases.
(6]
Notemos lo siguiente: el hecho qu8=0 dentro del material
superconductor implica que hay una magnetizabiégque se opone &i :

B=H +47Vs =0 = M e —41 H dondeM, =momento magnético total del superconductor.
T

ﬁs
\%

* Vamos a calcular, entoncestrbajo de magnetizacion

Consideremos un sistema de volunveen un campd—TO magnético aplicado exteriormente . Vamos a suponer
que HO, aunque variable en el espacio, es aproximadamemferme en el volumery (suponemosv
suficientemente pequefio). Suponemos una muestiadraib alargada, paralela dﬂo, tal que la

magnetizacion va a ser practicamente uniformegga aI:|O :

En esas condiciones, conl%aqg es continuo:

— » H .
H=H,

— Hg Ademas, con toda generalidad:

B=H+4mr— = H

v HH
El punto de partida, para aplicar termodinamicata sistema magnético es el primer principio:
dQ=TdS=dE+dW =dE+ pdV +dW,

ag

dondedW. . es el trabajo que hace el sistema cuaddaria.

mag
Vamos a suponer un campo magnético crl'tii:p= H,Z y que la muestra cilindrica siempre esta orientada
paralela al campo (en una direccion que llamajosSupongamos que la muestra tiene un momenta
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magnéticoM = M2 y que el campo exterior en la posicién de la rmaese cambia en una pequefia cantidad.

El trabajo realizado en este proceso no puede depete como varia el campo. Entonces, hacemos Ic

siguiente: movemos la muestra desde una posigiéen que H =H(X2 hasta X+dx), en la que

H=H(x+dx)z= (H +%—dej2. Para hacer eso, tenemos que aplicar a la muesdrfuerza— IfX (contraria
X

ala que ejerce el campo), y se hace un trath@jp, que aumenta la energia de la muestra.

Calculemoslfx. Viendo la muestra de frente, se puede pensar co@superposicion de espiras:

El momento magnético de una espira:

|
< dm :%Idxdyi
df A d:'
< dy" ’ La energia de interaccion con el campo:
> y =-m[H
dx T-'x
®2 &F=-oo Ly o y
. X " dF, = Iy <~ dxk=dm %
aF':—ldy(H +—dxj§< ©c X
c 0x

Con lo que:

dW,,, = -dF dx= —dm%—l;ldx: -dmdH

Para todas las espiras:

dW,,, = -MdH

Con lo que, el trabajo de magnetizacion del sistema

dW,,, = MdH

mag

* Entonces:

TdS=dE+MdH (podemos considerar que el trabajo de volumeresggrdciable)

Como necesitamos un potencial termodinamico cugieiables independientes seag H, hacemos:
TdS=d(TS) - SdT=dE + MdH

d(E-TS) =-SdT-MdH

— |dF’" = -SdT- MdH

Esta es un energia libre de Helmholtz magnéticadel™ - py H - V.

Se puede ver que esta energia libre es la quecsartiaima si el sistema se mantienE actey H = cte:
La condicion de aumento de la entropia para uemss aislado cuando el sistema toma Q de una faente

T, =ctey H =cte (cf. clase 6):

11



dS+ds. >0
as-9%95¢

o
T,dS=>dQ=dE+dW =dE + MdH
0= dE + MdH - T,dS

SiT=ctey H=cte: 02dE-T,dS
Integrando:
0=AE-TAS=AF = F >F,

En el equilibrio entre las fasesE, =F,

* Ya tenemos el potencial termodindmico para estueséa transicion y el equilibrio entre ambas fases.
Sobre la curva de equilibrio:

Fu(TH) = Fo (T, H)

Diferenciando:

dR (T,H) =dFs (T, H)

- S,dT-MdH =-S,dT - MgdH

dH

= S =S =My ~Mo) =

Como la magnetizacion del material normahs [0 : O

S-S =M dH -V dH (cf. Clausius Clapeyron)

SdT  4m dT

Introduciendo la expresion de la curva de equailf4):

vV . T\ T
-8 =~ H2[1-— |- =0
ok i

Notemos queS, = S : el estado superconductor es mas ordenado quereah Luego vamos a ver por que.

Si la transicion se produceth=0= AS=0

Asociado aAS hay un calor latente (notar que la transiciorsetérmica):
Qus =T(Sy =S) >0

es decir que el metal absorbe calor al pas&® deN . El calor especifico sufre un salto:

2 8 2 2
o, =19 O8] ). MBI T JT)\ TV T 0
dT |, dT|, 2, [T, \ T, A\ dT )  4m  oT
Este salto es caracteristico de las transicion@sldespecie.

H:O,T:T - C.>C
Para © s~ N
T.0 - Cy>Cq

12



El efecto Meissner puede representarse en un diagi@,H) (confrontar con el diagramdp,V para

gas-liquido):

0 para‘l—”|‘<HC
H para‘l—al‘>HC

Ba B(H) =

""""" T=cte

N+S

He H

e Vamos a dar una idea (muuuy simplificada) de pére&jlestado superconductor es mas ordenado qee el ¢

conductor normal.
La conduccion eléctrica se debe a la presencielatdrones£e ) que se desplazan entre los atomos del

metal. Estos electrones de conduccion se compodar un gas de libres. Lose  son lo que se llaman

fermiones (al final del curso vamos a ver de quéra®), que son particulas que cumplen el priocigs
exclusion, ie, no puede haber d®sen el mismo estado. Como se comportan como udegparticulas libres,
su estado, en principio, puede estar representadsupimpulsop. La resistencia del material se debe a la
interaccion de loe™ con las impurezas, los defectos, las vibraciob@siaas y el mismo desorden térmico,
gue hace que los™ “choquen” entre si y cambien gu. Estas interacciones conspiran contra la conddeatiy

y esto es tanto mas notable al aumentall, lga que esta aumenta la agitacion térmica. Erepoés de un

campo eléctrico, este gas se orienta produciendaamiente. Si apagamos el campo, ya no hay ueeaaithn

privilegiada y los choques al azar de B®shacen que la corriente neta sea nula.
Como se explica la superconductividad? Tres fésiBardeen, Cooper y Schrieffer, propusieron uodde

(hoy llamada teoria BCS) para explicarlo. Estéadaridea (insisto, muy simplificada):
Supongamos ure pasando por la red cristalina de iones positivdspa#sar, ele” atrae estos centros

positivos, que se acercandl, produciendo, al paso de este, una mayor denpiukitiva.

: Como los centros positivos son mucho mas masices qu

> o o o o

el e, por inercia tardan un cierto tiempo en volveua s
posicion original. El resultado es que &l va dejando

una “huella” de densidad positiva. Un segureiwva a

moverse hacia las zonas de mayor densidad podiiva.

resultado neto es que ambes se mueven en forma
correlacionadacomo siexistiera una fuerza atractiva
13



entre ellos. Por supuesto, el efecto es recip®edorma asi un par d& (llamado par de Cooper) que actian

en forma conjunta. Este par &€ ya no se comporta como un fermion, sino como wobibodonde los

bosones, a diferencia de los fermiones, no cungdlenincipio de exclusion y, por lo tanto, puedstaetodos

en el mismo estado. O sea, el gaedse comporta como un gas de bosones (estos pa@soger) y, a bajas
temperaturas, pueden estar todos en el mismo esiagla con el mismo impulso. Por lo tanto, se muiev

como si no interactuaran, ya que no intercamlparNi las impurezas, ni las vibraciones atomicasirgo
detener a estos pares que se mueven con ig(Edlvo que la energia térmica sea suficiente coara p

separar los pares) y, por lo tanto, la corrientgeflsin nada que la perturbe.

Tercer principio de la Termodinamica — Principio déernst
El tercer principio, a nivel de la termodindmicaaroscoépica, es un postulado sin demostracionusdep

enunciar de varias maneras, pero quiza la mas wansea:

En el cero absoluto, la entropia de un sistema pueimpre considerarse igual a cero.

Como hasta ahora siempre hemos considefs@pfisicamente se puede interpretar como que toa®s |
estados posibles de un sistem@ a0 tienen la misma entropia. Esto hace que sea hategir uno de estos
estados como estado de referencia.

Estadisticamente (y mas adn, cuanticamente) edrteode Nernst se puede demostrar. Vamos a daraalgu

ideas. Del primer principio:
ds=9% = Lye+ Pyy
T T T

Podemos considerar qui&= S(E,V) = 95 = 1 >0
OE|, T

O sea que la entropia es una funcibn monotonarsestente de la energia.

Por otra parte, sabemos que, para una sustanaidesst

oE

T :C\/(T)>O

\

Es decir que la energia es una funcibn monoétonamerdciente de la temperatura. Por lo tanto:

aS| _ as| oE

aT|, ~ oE|, oT

\Y
lo cual muestra que la entropia también es unadnrmoondétonamente creciente de la temperatura. Gamo

minimo valor deT es T = Q tambiénS tendra su minimo valor eh = . @ComoS esta definida a menos de
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una constante, puede tomarse esa constant®(Tg= 0) = 0. Por supuesto, esto no es una demostracién pue
no es totalmente general, ya que estamos consateshicaso particular en qie= cte.

Estadisticamente, recordemos que la entropia istitad es S=kInQ(E ) donde, si al sistema lo
caracterizamos por su energfE es)el nimero de configuraciones (o estados) cabigsmton esa energia.
Luego, siS=0, el numero de estado con esa energia minimaesal.rienos, un nimero muy chico).

Este tercer principio tiene la siguiente consacige
Supongamos que calculamos la variacion de la datreptre dos estados, A y B, caracterizados por
temperaturag, y T;:

AS= fo_'r—QR = LTCX?(T)dT = S(B) - S(A)
donde X es un camino reversible G (T)la capacidad calorifica correspondiente a ese pooee Pero

supongamos ahora que el estado A correspofige-aK :
e G+ _
AS= J.TA:OTdT = S(T,,) - S(0)

Para que la integral no diverja, se ve qugT) — 0 paraT - Q cualquiera sea X. Esto esta de acuerdo con
la evidencia experimental, en la que se ve que las
Cy (T capacidades calorificas se comportan mas o menos as
X
Por ejemplo, para un mol de solido, a temperataltas,
C, - 3R
3R —— . . -
El célculo clasico (como vamos a ver en las présima
clases) reproduce este valor3R pero no reproduce que

C,(T - 0) - 0.

—v

Este fue el primer problema que surgié que mostcaiga
la fisica clasica no explicaba todo.
Pasaron 50 afios antes de que un segundo probtambjén termodinamico, reflotara la necesidad desae

en nuevas ideas.
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Clase 9: Teoria cinética de los gases de Maxwell-Boltzmann
Un cursillo muy elemental sobre probabilidades

Antes de comenzar con el tema propiamente dichimog a hacer un repaso (muy resumido) de alguno:
elementos de probabilidades que vamos a necesitar.
Variables discretas:
Empecemos por definir qué es una probabilidad. ébi@alla probabilidad de ocurrencia de un evento A
gue puede tomar valores discretos, como la razibe ks casos favorables a A y el nimero totalad®s:

Q fav(A)

P(A)==2

tot

donde: Q. ,(A) =numero de casos favorables u ocurrencias de A

fav

Y Qq =Y Q,(J) =nlmero total de casos
J

» Las probabilidades estan normalizadas, es dedumso todas las probabilidades (es decir, consideias
los casos posibles) lo que obtengo es la certezeab =1:

Qfav(‘]) ;Qfav(‘])
;HD=; Qt=zpf“f4

* Si Ay B son dos sucesos independientes, es dgmrno guardan relacion uno con el otro, la prdiokzioi
conjunta se calcula como el producto de las prdidades. Esto es simple de entender. Por casd@as@ble
de A, tengo todos los casos favorables de B. Luelgoumero total de casos favorables de A y B emdo
conjunta es el producto de los casos favorables ple el nUmero de casos favorables de B. Entonces:
Q. (AQ,.,(B)
Q

P(AyB)= =P(A)P(B)

tot
Por ejemplo, si tiro dos dados y quiero saber esdl probabilidad de que salga 4 en el primeroen @I

segundo:

» Siqueremos calcular la probabilidad de un intends sucesos discretos, las probabilidades se suman

P(A<A<A))=P(A)+P(A)+..+P(A)
Por ejemplo, la probabilidad de que en un dadasahgnimero entre 4 y 6 (esto ya parece “timba 1”):
1,1,1_1

P(4<A<6) =P@A)+PE)+PE) =+ + =0

e Para calcular un promedio de resultados, si tengamimero grande de resultados del suceso A, el

promedio de los resultados sera:

2 AN(A)
W=

tot

_ N(A)
—;AJ N

tot



donde el N(A, s el numero de ocurrencias del sucésy N, es el nimero total de resultados. Sii el
numero total de resultados es muy grande (ie, estoreroestadistich N(A) - Q. ,(A) Y Ni » Qi

con lo que:

s A NA) 5 LalA)
W=2A " =2A—]

tot J

=2 AP(A)

tot
Variables continuas:
Si pensamos en la probabilidad de una variable pnexle tomar valores continuos, no tiene sentido

preguntarse por la probabilidad de un determinadoryes decir, la probabilidad de un punto eretda de
los reales (Hablando mal, seria con%oﬂ 0). Por eso, si la variable es continua, nos pregnos por la
(00]

probabilidad de un intervalo, que podemos hacerctaco como queramos. Por ejemplo, sea una variable

continuax. La probabilidad de que esta variable esté entehialo (x,x +dx), lo plantemos asi. Como es un
intervalo diferencial, el nimero de casos favorabie a ser un infinitésimo y los escribimos a#it , y el
namero total de casos sé&taPor lo tanto, la probabilidad de que la variadt en el intervalgx, x + dx 8s:

probabilidad dequex estéenel intervalo (x,x+dx) = dN,

dN, es lo que se llama unfinitésimo macroscopicaesto es, un nidmero que puede ser muy grande perc

comparado con el toté, es mucho menor que este. Por ese motivo, satk imatematicamente como un
diferencial (si bien puede ser un numero natur&fr ejemplo, supongamos que nos preguntamos por I
probabilidad de que una particula de un gas teaga&ulo de velocidad en el interval@,v+dv . Bsa
probabilidad la calculamos “contando” el nimergdeticulas que tienen velocidad en ese rango didivilo

por el nimero de particulas. Obviamente, el nUrderparticulas que tienen velocidad en ese rangosea un
namero natural y, seguramente, grande, pero coupa@n el total de particulas, va a ser un nimerochim
(pero mucho) mas chico que ese total. Por eso,nmddéittamente, lo vamos a tratar como un diferengiéd,

probabilidad va a ser:

dN 4 4 H 113 7 77
¥ (a las particulas con su moédulo de velocidadewn+dv las)vamos a llamar “particulas v, para no

hablar-o escribir- tanto! Igual para cualquier ataaiable).
e CoOmo calculamos esa probabilidad? Como es una lpiinlzal diferencial, hacemos un desarrollo en serie
a primer orden:

dN,
N

= f(Xdx (el orden 0, o sea la probabilidad del puny@ vimos que es nulo)

La funcion f &) es unadensidad de probabilidad/a que ill} = f(X), 0 sea es$a probabilidad de que la
>
variable x esté en el interval(x, x + dx), dividido el intervalo de la variabld&sta funcién se llamfancion de

distribucion de la variable x.



» Si tenemos dos variablese y, la probabilidad de que la particula tenga sugabbes en los intervalos

(x,x+dx) y (y,y+dy) va a ser, con el mismo criterio:

d°N
N F(xy)dxdy

donde d*N., es el nimero de particulas (o eventos, o lo ga tienen su variableen el intervalo
Xy

(x,x+dx) y su variabley en (y,y+dy) (esto es muy largo; lo llamamos nimero de paggxy), y es un
infinitésimo de segundo orden (por eso el 2). Lacion f (x,y) es, entonces, la funcion de distribucion
conjunta de las variabl€s,y).

» Silas variables son independientes, igual qud ease discreto, la probabilidad conjunta es etipoto de

las probabilidades y, entonces, la funcion deidistién se factoriza:

dszy
N f (x y)dxdy=h(Xdxg(y)dy
* Veamos algunas propiedades/caracteristicas:

1) Por ser una probabilidad, esta normalizada:

[ dmx = [ f(ydx=1

2) Los promedios se calculan de la misma manera qaevpaables discretas, pero ahora la suma esnc@nti
(o sea, una integral):

(=] x dn, =[x f(xdx

Trdead probabilidad
probabili

3) Interesa conocer la dispersion de los datos. Epoege calcular con la dispersion cuadratica media:

02=<(x—<x>)2>:<x2>—2<x><x>+(x>2:<x2>—<x>2 (como el promedio es una suma o0 una integral, es

distributivo)

4) Si quiero calcular la probabilidad de que una paldi tenga su variablex < x<x, “sumo” las

probabilidades:
dN
N

P(x, < X< X,) =j x =j f (Ydx

5) Si quiero calcular el numero de particulas queetisn variablex, < x< x, (notar la diferencia con lo

anterior), simplemente multiplico el nimero totalghrticulas por la probabilidad:

N(x < X< X,)= NJ.X2 dsx

:J':ZdNX = Nj f(X)dx

Nota: es muy importante entender la notacion (que, parparte, es muy directa y “entendible”).



» Ahora si estamos en condiciones de comenzar atewria cinética
Como ya hemos visto, la termodinamica pura esnfemologica. Se pueden predecir muchas relaciones
entre las propiedades de la materia, pero sin edsaten los fendmenos microscépicos que los argin
Las propiedades macroscoépicas de la materia puadelecirse a partir de la teoria molecular (esrdec
teniendo en cuenta que la materia estd formadanpé#culas) desde un punto de vista clasico o au@nti
(obviamente, hay que tener en cuenta el rango delezade la aproximacion clasica) aplicando
consideraciones estadisticas al enorme numero tenes que forman cualquier porcion de materia.
La teoria cinética de Maxwell-Boltzmann es el minmtento exitoso de hacer un modelo microscogeo
la materia y, dada la época en la que se enuncédiaios del siglo XIX -, desde un punto de vi&isico.
Las hipotesis basicas son las siguientes:
1) Se aplica a sistemas en equilibrio térmico, a angperaturd.
2) Gas (o sistema, en general) muy diluido, es didrdistancias intermoleculares son mucho mayares q
las dimensiones moleculares.
3) Se desprecian los potenciales de interaccion emttéculas frente a su energia cinética, exceptadma
chocan (se consideran choques elasticos). Sirmnten cuenta las fuerzas externas al sistema.

4) En ausencia de fuerzas externas, las moléculaistsibuyen uniformemente en todo el recipiente, Ipo
. N
gue su densidad en ese casmesv.

5) En ausencia de fuerzas externas, no hay direcciamgkegiadas (salvo que el sistema las tepgase
como, por ej., un cristal), por lo que todas lagaiones de las velocidades moleculares son igunrém
probables.

Noten que estas condiciones son las que correspande gas ideal, aunque, como vamos a ver, l@ateor

cinética se aplica no solo a gases ideales.

* Laidea de la teoria cinética es (como la de cimldeoria estadistica), dado un sistema sometiiertas
interacciones externas, encontrar la distribuciis rprobable, es decir, calcular la probabilidaduda
configuracion general y maximizar dicha probabiidsujeta a las condiciones de vinculo que tenga el
sistema.

* Entonces, supongamos un sistemaNdparticulas y energia tot&, en equilibrio a una temperatufa
sometido a ciertos potenciales externos (recuerien despreciamos los potenciales de interacciore ent
particulas). Los potenciales externos actian scdwla particula individualmente, por lo qeenocemodas
energias y los estados posibles para cada partiRaila facilitar el calculo, vamos a suponer gseel@ergias

posibles para una particula toman valores discfdEspués vamos a ver que esto tiene mucho sentido)



* Entonces, podemos hacer un diagrama como el dulafde las energias para cada particula:

Ea

Estas energias discretas de particulas se llamales de energia

* Ahora bien, el estado de cada particula no quaukcHigado solo por la energia (por ejemplo, podsizr

dado por la energia y alguna otra variable dindngoa ejemplo, el impulso lineal, o angular, eteftonces

tenemos que tener en cuenta que puede haber diferstados que se correspondan con cada niveedga

Llamemosgg al nimero de estados compatibles con el nivehdegéas,. Completemos el diagrama:

Ea
& oF
gS gS
&, J4
& Os
& 9,
& G,

El nimero de estados compatibles con cada nivetngegia se

denomina ladegeneracion del nivel.

* Hasta aca es lo que queda determinado por lasdcienes de cada particula con los potencialesresge

al sistema (esto no cambia). Entonces, qué esdotenemos que encontrar? Si en nuestro sistema hay

particulas, lo que queremos determinarce&ntas particulas van a estar en cada uno de estados de

particula Sillamamosng al numero de particulas que tienen eneggigel diagrama se completa asi:

Ea
gf " nf
& LS
&, i Ny
&, N3
£, ny
£ M

op
Os

J,4
9s
9,
O

El nimero de particulas que corresponden a cadd sgvllama la
poblacion del nively es lo que tenemos que determinar. Lo que
acabamos de graficar es una configuracion generahgmos que
determinar cual es la configuracibn mas probablesga cuanto

valen los ng tal que la configuracion sea la mas probable)

compatible con los vinculos que tenga el sistema.



Cuédles son esos vinculos? Dijimos que nuestrassstienelN particulas y una energia toEglpor lo tanto, los

Ny No pueden ser cualquier cosa sino que tienen quplcu

N=)>ng

f
> vinculos (1)
E=) ngs

S=1
« Cuando una configuracion va a ser mas probable&hfiguracion mas probable va a ser aquella tal que
tengamos mas formas de “armarla”. Es decir, aqtedligue su multiplicidad2 sea maxima. La razon fisica es
sencilla: las particulas disponen de mas formdsaks” en esa configuracion. Entonces, la idearemaesta

configuracion, contando de cuantas maneras podeimoar lasn,n,,...,n; poblaciones en los niveles, y
maximizar ese numero de maneras en funcion deylos,...,n, . Es decirmaximizar la multiplicidad de la
configuracion,Q(n,,n,,...,n, ) respecto de las poblacion@gn,,...,n; .

« Como todo problema de probabilidad, esto se reduae problema de armar cajas con bolitas. Es decir,

vamos a suponer que cada nivel de energia es jmg gae debemos poner en la caja numerg bolitas, y

asi con todas. Ahora bien, debemos tener en cakntaas consideraciones:

1) La probabilidad de que una particula vaya a cuefqestado es la misma (0 sea, no hay estado:
privilegiados; todos son igualmente probables).

2) Las particulas son idénticas pero distinguiblesg@, puedo artificialmente ponerle a cada una umeral
para identificarla)

3) No importa elorden en que se va armando la configuracion, (ie, ncomapsi en la caja nUmero 1 puse
primero a la bolita nimero 5 y después a la 7, use primero a la 7 y después a la 5), pero sbritap
cudles(o sea, que seanla5yla7).

 Empecemos a armar nuestras cajas:

1) Tengo que poner bolitas en la caja 1. La primera vez que pongohatitga, dispongo d&l posibilidades.
Para la segunda, puede ser cualquiera déNd bolitas restantes. El nUmero de formas de porser la
primeras dos bolitas va a 98(N-1). Para la tercera, tendbl-2) posibilidades, por lo que el nimero de
posibilidades de poner esas tres bolitas va adl@¢r1)(N-2).Y asi, hasta poner lag bolitas en la caja 1.

O sea, el numero de formas de ponenjdwlitas en la caja 1 va a ser:
N!

N(N-D(N-2)...(N - )=——"—
(N-D(N-2).(N-n+3 ==

)



Ahora bien, este nimero de formas que calculaneyg €n cuenta el orden en que las pusimos. Y @ssta
bien, porque estamos contando formas de mas. \&d&mwan un simple ejemplo.

Supongamos que en la primera caja puse tres byplgatas son la 1, la 2 y la 3. Las puedo ponelistmtas

maneras:
1 2 3
1 3 5 La caja contiene las bolitas 1,2,3 en cualquieenrgue las ponga. Por eso
2 1 3 estoy contando formas de mas de armar la caja. ¥eqne el niumero de
2 3 1 repeticiones e8x2x1=3
3 1 2 En general, si tenia que pomerbolitas, para el primer lugar, tengg para el
3 2 1 segundoy(n, —1), para el tercero(n, — 2) y asi sucesivamente. Entonces, donde
! l ! debia contar 1 sola posibilidad, cont¢ de mas. Luego, tengo que dividir el
3pos. 2pos. 1pos ndamero (2) pom,!

Entonces, el nimero de formas de armar la prinmejeass:

TR
(N=n)ini

* Las siguientes cajas se arman de la misma maPara.la segunda, me qued@m—nl)bolitas y tengo

que ponem,, asi que para esa segunda caja:

(N-n,) {N—mj

(N_nl_nz)!nZ! n,

y asi todas las cajas ...
* Entonces, el nimero de formas de armaf lzgas va a ser el producto del nimero de formaarmear

cada caja:

NN

“Despleguemos” un poco este numero:

N (N-ny! (N-n-n)t (N=n—..-n.)

n!(N-n)!" n!(N-n -n,)! g n!(N-n —n,—n) - n!(N-n-n,—..—n)

=0!

Vemos que parte del numerador del cada factormpliica con parte del denominador del anterior. En
definitiva, queda:

N!
n!n,l..n;!

» Todavia, esto no estd completo. Para armar laguraftion tenemos que poner a las particulas en los

estados (no solo en los niveles!). Como podemosrfid€on nuestro modelo de cajas y bolitas, ya teaem
7



ubicadas a las bolitas en cada caja. Podemos pgunsa&iada caja tiene estantes: tantos estantesesiauns

compatibles con un determinado nivel de energige® en la caja S, que ya contiandolitas, vamos a
ubicar a esasngbolitas en g estantes (recordargs= degeneracion del nivel, ie, nimero de estados
compatibles con la energig). La primera bolita tieneggposibilidades (puede ir a cualquier estante); la
segunda tiene ..ggposibilidades también! (también puede ir a cualgegtante). Y asi laggbolitas. Luego,

el nimero de formas de ubicar lagholitas en losg,estantes esggs .

» Juntemos esto con lo anterior. Finalmente, el nander formas de armar la configuracion, es decir, la

multiplicidad de la configuracién es:
|

— ' n N Ng Nt
Q(n,n,,....n;) = nl!nZ!...nf!x91 2 0s Oy
f Ng
— S
Q(n,n,,...,n;) = N!D—ns! 3)

Y esta es, finalmente, la multiplicidad que debenmmaximizar respecto de las poblaciongs,,...,n; Yy
sujeta a los vinculos (1).
* Vamos a calculainQ, ya queln f tiene los mismos extremos gfiey va a ser mas facil de derivar.

Incluyamos ademas los vinculos con multiplicaddeetagrangeS y 4. Formemos asi una funcidit

f f
W(n,n,,...n) =INQ =8> neg =D ng
s=1 s=1

f f f f
W(n,n,,...n;) =INNI=Y Innd+> ngIings = B> ngs— 1y ng (4)

s=1 s=1 s=1 s=1
Esto sigue siendo muy feo para derivar, por lo®fades. Pero vamos a sacar ventaja del hechaue®l ¢
cadangson nameros muy grandes (del orden o) 1&ntonces, vamos a hacer una aproximacion quesda
los nimeros tan grandes que manejamos, resultderieeEs la aproximacion de Stirling (muy usada en

estadistica).

Aproximacion de Stirling

En principio,
A
n
Inni=>"Inm
m=1

Supongamos que es un nimero muy grande. Entonces, la
sumatoria se parece a lo que muestra la figurasuma de

rectangulos de base 1 y alturex. Es decir:

v

Inni=>Inm= J-lnln xdx=n(lnn-1)
m=1




El error (que se puede calcular) practicamente solcomete para los primeros valoreslded, por lo que, si
n es muy grande, este error es muy pequefio. Paresahenos grandes, la aproximacion de Stirlinggayr
mas términos.

* Vamos a usar la aproximacion de Stirling en la egidn (4):
f f f f

W=N(InN-1)-> ns(Inng =1+ > nsIngs = B> nes = 1 ng
s=1 s=1 s=1 s=1

f f f f f
=NINN=-N=>"ngInng+> ng+ > ngIngs = B neeg = 1y ng
s=1 s=1 s=1 s=1 s=1
N—

N

f f f
=NInN +Znsln%—,82n§3—,u2ns
S s=1 s=1

s=1
Derivamos la expresion respecto de cualquig¥ igualamos a cero, para encontrarrigsjue hacen maxima

la funcién con sus vinculos:

aﬂ:In$+n3&(—%j—ﬁfs—,u:0

anS nS gS S

In3s = g, + p+1= ng = ge Pess
S

Finalmente:

Ng(&s) = Agse_ﬂgs conA=e ¥ =cte

» Esta distribucion de las poblaciones moleculareduecion de las energias es lo que se denomina
distribucion de Boltzmanmara el caso discreto. Respecto de la constAnteotemos que contiene al

multiplicador de Lagrange asociado a numero déquaas. Entonces usemos la condicién de vinculo:

con lo que, la distribucién resulta:

~BEs
e
ns(&g) = Nfgs—

Z gse_ﬁfs
S=1

y la probabilidad de que una particula vaya allng&es, simplemente:

o
N<(&. e
P(‘gs) = SE\IS) - fgS
zgse‘ﬁfs
S=1




* Notemos que el nimero de particulas, es decigliéapion de los niveles, tiende a disminuir al antae
la energia. Es decir, tienden a poblarse mas lseas de energia mas bajos. Por supuesto, estaétamb

depende de la degeneracion de cada nivel.

Si no existe degeneracion (es degg =10s), la poblacion

n(e) a disminuye exponencialmente al aumentar la enefgddemos
gue aun no hemos determinado quién3égué es lo que aun no
\ g. =1 aparece en esta expresion?).
:\ s~
S S T S S SN
gl 52 53 ............. ES ‘gf E

» Si el espectro de energias es continuo, vamos edvmen expresar la distribucion en ese caso. Almra,
podemos hablar de “nimero de particulas con urardietada energia”, sino de “nimero de particulas co

energias en el rang@, £ +dg)”. O sea, el infinitésimo macroscopico:

ng(¢s) - dn

&

» El problema ahora es como expresamos la degenerd&aidla teoria clasica, la energia es funciérade |
coordenadas y de los impulsos. Para fijar ideggorsgamos que las particulas tienen un solo grado de
libertad. Entonces, sus energias seran:

£ =&(q, p) = funciondeunacoordenadaq y unimpulso p

Es posible entonces representar un estado posiéemhrticula como un punto en un espacio de enaths
y de impulsos. Este espacio se llasspacio de las fases.

A . . ,
P Al pasar al continuo, la degeneracion es@hero de estados

----- ? con energias er(&,& +dg). Esto es equivalente a considerar

p+dp _____ :_ (siempre pensando en un solo grado de libertadfimero de
estados con su impulso efp, p+dp y lsu coordenada en
P 1 _____ (q,g+dq), es decir un diferencial de area en el espacio de
""" fases:
N gs — dqdp

» Si ahora la particula tierfegrados de libertad, esto es facilmente extrapeldld energia es funcion de

lasf coordenadas y Idampulsos:

10



E=&(q,..-,0s; Py Pr)

y el espacio de fases tiene dimensiin. Por lo tanto, el nUmero de estados con eneegids, & +d¢ )va a
ser:

Js — dg..dg,dp..dp, =d'qd’p

* Sijuntamos todo esto, la distribucion de Boltzmpara el caso continuo resulta:

dng=N=A e‘ﬂf(% ----- s+ Pryeen pf)dfqdfp

ta,p ta,p

N
J‘ e‘ﬂf((h ----- i Py Pf)dfqdfp
0a.p

con= A=

con lo que la distribucion resulta:

eﬁf(% ----- As s Prseess pf)dfqdfp

J. e‘ﬁf(% ----- At s Prseees pf)dfqdfp
ta.p

y la funcioén de distribucion es (recordemos: pralidx/intervalos de las variables):

dn. =N

dng e_:BE(ch ----- At s Prreees pf) _ dzfn(cﬁ-’“.’qf; pl’“.’pf) .
Ndfqdfp:j e—,Be(q1 ..... At Pryees pf)dfqdfp= Ndfqdfp :F(ql,--.’qf’pl""’pf) (5)
ta.p

y la probabilidad de que una particula tenga sugémen el rangde, & +deg )

dné._ e‘ﬁf(ch ----- At Priees pf)dfqdfp

N _I e‘ﬁf(ch ----- At Priees pf)df df
Jap qa p

Notemos un detalle, que se va a hacer mas evidentéos ejemplos. Si bien la funcién de distribucde
Boltzmann es, en principio, una funcién de disttibn de las energias, si estas dependen de alguna
variable/s, entonces, también es una funcion dahiision de dicha/s variables/s. Esto es lo queesen la
ecuacion (5), donde la funcion de distribucion ake énergias resulta también funcién de distribudetas
coordenadas y los impulsos.

£=¢£(q,p)
dn, - d’n

d2
d& - % = Ae”™@Pdqdp= F (g, p)dqdp

11



La probabilidad de que una patrtilla tenga su eaexgfre(s, & + dg) es igual a la probabilidad de que tenga

(0,9+dg) y (p, p+dp)

e Vamos a ver algunos ejemplos:

1) Gas de particulas libres

Para encontrar la funcién de distribucion, lo priongue tenemos que hacer es escribir la expresdasd
energias de particula. En este caso, solo tenemeogia cinética:

£ :%mv2 :%m(vi +V; +Vv2)  tenemos 3 grados de libertad de traslacion

Con estas energias, la funcion de distribuciornulteeser una funcion de distribucion de las comptesede

la velocidad:

dngvv dSNVVV —ﬁ n(v +v +vy )
= o =F(v,v,,v,) = Ae 2
Ndydv,dv,  Nd’

Esta funcion de distribucion se llarfuancion de distribucion vectorial de las velocidaddotemos que existe
simetria entre las 3 componentes de la velocidatb Ewuestra que no hay direcciones privilegiadas. D

hecho:

Fuv, ) = A2 C k) ) )

la funcion se factoriza en tres funciones idéntmas las tres componentes. Estas funciones sémleisnes
de distribucién de cada componente. El hecho qufacerice y que sean idénticas muestra que i) las
componentes de la velocidad son independient&sng hay direcciones privilegiadas.

Para encontrar la constateormalizamos:

j F(v,,v,,V,)dv=1
\—w_—J

Ovyvyv, &N
N

AJ‘_Z e_ﬁrgvfdvxfw e_ﬁgvidvy J‘_ie dv =1 = A= (mﬂ j
e %

21T
{5

Con lo que, finalmente resulta:

F(V,0Vy,V,) = (mﬁj _ﬁ R

2

y la funcién para cada una de las componentes:

f(v)= ( 'Bj ot coni=xvy,z

12



* Vemos que la funcion de distribucion de cada
) f(Vx) componente es una gaussiana centrada en 0. Eso, q
significa? Uno podria pensar que, como es unaidomne
distribucion de las velocidades, la velocidad nrabable es
cero. Esto no es asi. La simetria de la curvaedi@dde cero
nos dice que es tan probable un rango de compomente

velocidad (v,,v, +dv, )positivo, como el mismo rango, pero

V. negativo. O, lo que es lo mismo, que tenemos tantas
particulas moviéndose con velocidades positivas ocom

particulas con igual modulo de velocidad, peroemido contrario. Y esto es logico, porque de Int@rio,

la densidad del gas no seria uniforme. Notemosnaslieque el area bajo la curva es igual a 1 yquaeto

mayor es el parametr8, mas picuda es la curva.

* La moraleja es que la funcion de distribucion veatmo nos dice nada sobre cuan rapido se mueen |
moléculas. Para eso necesitamos una funcion diébdgdn de los médulos de las velocidades. Vamos
calcular dicha funcion de distribucion.

Supongamos que solo nos interesa la distribuagdmaléculas con mdédulos de velocidad erftre + dv) .
Lo primero que nos conviene hacer es un cambiadahles:

(vx,vy,vz) = (v,¢,,8,) es decir, pasamos a coordenadas esféricas spagii@ de velocidades.

El elemento de volumen:

dv,dv,dv, = d°v = v’seng,dvdg,dé, = v:dvdQ,

dondedQ, = serd,dg dé, es el diferencial de angulo soélido en el espdeivelocidades. La probabilidad

puede cambiar al cambiar de sistema de coordenada tanto (omito, a partir de aqui, los suldesl V"’

de 6,¢ y Q por claridad, pero recordemos que estamos tnath@jan el espacio de velocidades):

d°N, , d2N
—¥89 = F(v,6,¢)v’serd dvdgdl = W (v) y(Q)dvaQ = —2
N —

F(v)

(6)

donde W ¢ es la funcion de distribuciébn de los moédulos de vekcidades, yy(Q ) la funcion de

distribucion de los angulos solidos, o sea, délii@xciones de la velocidad. Notemos, ademas,ajfitetion

F =F(v) (no depende de los angulos).

Si solo nos interesa la distribucién de los méslde la velocidad, sumamos sobre todas las dirsegio
posibles. Esto es, calculamos la probabilidad deuna molécula tenga su médulo de velocidad eanglar

(v,v+dv) y cualquier direccién de velocidad:

dNNv =Wy p)de = [ (F(9vavde =F (9 Vav] " dQ = 47F (Y Vv

=1 am

Comparando el segundo y el tltimo miembro resulta:
13



W(v) = 47F (WV*

3
i
W) = 4m2(m—'gj2e i
21T

W) Esta funcion de distribucion se Illaméuncion de
distribucion escalar de los mdédulos de las velodeta
(funcion escalar, para los amigos). El médulo decrdad
mas probable serd aquel que corresponde al maxéra d
funcién: hay mas moléculas con velocidades en tormm

de esa velocidad maxima. El area de la funcion wieras

'V igual a 1, pero la forma depende del paramefio

Adelantemos queﬁ’:%. Por lo tanto, se observa que, cuanto mayor ésni@eratura, mas distribuidas

estan las velocidades alrededor de la velocidadprasable, mientras que, al disminuirTa la curva se
hace mas picuda, es decir, hay menos dispersitas erelocidades.

e Por completitud, calculemos la funcién de las dit@ees. Podriamos hacerlo en forma similar a lo que
acabamos de hacer, partiendo de la ecuacién (&6marsdo sobre todos los modulos de velocidad (ie,
O<v<o (ejercicio, hacerlo!). Pero lo vamos a haceribsndo en (6) la expresion d&/(v)

1
4

La distribucion es is6tropa. Tiene sentido? Sispoeas las direcciones son equiprobables, es, dechiay

F(WVdvdQ = 47F (W p(Q)dvil = p(Q) =

direcciones privilegiadas.
__________________ [
En la practica, con estas distribuciones, se puediular valores medio de funciones que depeddda

velocidad. Vamos a ver un método practico de caldalsiguiente familia de integrales:
_[” — 2

=] Ve av

Los primeros dos miembros de la familia se encaargn cualquier tabla de integrales:

g AT
|o—joerV—Ty2

l, = J-vae‘wzdv:%/

Qué pasa si queremos calcular, por ejeniplo 1,7?

|, = J': Ve dv

dy 2

Vemos quel, = - 2 y_

di, \/71(_1@)_\/712
2T

14



En cuanto d,:
= [" e
=] Ve dv
Observemos que podemos obtener el resultado a geuit:

dl, _ 1

oy

Es decir, todos los miembros de la familia puedbterterse por derivaciones sucesivaslggpara los

|3

miembros pares), o die(para los miembros impares), respecto del parametro

Si queremos la integral pararo <v < oo, notemos que las integrales pares resultan:
0 _ 2 [ee] _ 2 . .
J'_ Ve ¥ dv= 2J'0 v*?e dv por ser el integrando el producto de dos funcigaees.

Mientras que las impares:
© — 2 . ., .
J'_ v¥*e ™ dv=0 por ser el integrando el producto de una funpignpor una impar.

__________________ I
Célculo del parametrqs
Partimos de la expresion de la entropia estadigtie encontramos en la clase 5:
S=kInQ(E)
donde Q(E ) es la multiplicidad del macroestado, compatible keoenergid, y que calculamos al principio
de esta clase, para obtener la distribucién deBaitn.
Sabemos, ademas que:

o8| _1
JE|,

.
Queremos calcular esta derivada. Entonces (cf.9)ag.

f f
InQ = NInN+Zn In9s = =NINN+> ngIngs—> ngInng

s=1 ns s=1 s=1

d(InQ)= ZlngsdnS Zlnn dng - Z Sdns—

s=1 S
f f
=Y InIs dn, —d(anJ =
1 DNs s=1

N

[z

f
=>In 9
s=1

dng
nS
Perong = Agee ™ = %=%eﬁfs = In%:—ln A+ e
S S

Con esto:
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d(inQ)=-In Azf:dns + Zf:ﬂgsdns = ﬂd(igsnsj = pdE

:O \T

Por lo tanto:
d{inQ

(dE )-p
Multiplicando por la cte de Boltzmann:
dnQ) _ds _1 1
k—=—""="" =" = =

dE aE T 7 Fria
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Clase 10:Teoria cinética de Maxwell-Boltzmann — Ejempld®erema de equiparticion.

Vamos a ver un par de ejemplos, uno del casoedsgr un segundo, del caso continuo, de cémo
aplicar la teoria cinética.
1) Propiedades magnéticas de una sustancia paramagnéti

Vamos a estudiar las propiedades magnéticas dsustancia que contiemeatomos magnéticos por

unidad de volumenn :g, y que esta en presencia de un campo magnBticBupongamos que cada

atomo tiene momento magnétigp, que puede alinearse solamente en dos orientacipaealelo o

antiparalelo al campo. Una sustancia con estasteaisticas es una sustancia paramagnética, yausue
propiedades dependen de la orientacion de los nmomemagnéticos individuales. Supongamos que la

sustancia esta en equilibrio térmico a la tempea@fu Nuestro objetivo es calcular la magnetizacion

media de la sustanciél,\ﬁ> en presencia del campi®.

Vamos a hacer una aproximacion. Suponemos queatana® magnético esta suficientemente alejado
de los otros de tal manera que se puede despl@aieraccion dipolo-dipolo, frente a la interasticon
el campo externo. Esta consideracion nos pernatarta los atomos como independientes, no con el
campo externo, pero si entre ellos.

Llamemosz a la direccion del campo; entonces:
ZA

B=B2
H=%4,Z
Cada atomo puede tener dos energias posibles,

correspondientes a los dos estados (es decir, dokas

orientaciones) que puede adoptar en presencia del

campo:

o> o> <o -o>

> <« - o>

- <o <o <o

> o> - o>

<« o> -or <o

<« <« o> o>
os]}

c=-nBo £ =—1B = estadof 1 TAB
& =uB =estadogtl B
Habiendo calculado las energias posibles de pltipodemos aplicar la estadistica de Maxwell-
Boltzmann para calcular la probabilidad de que toméa se encuentre en cada estado (paralelo o
antiparalelo al campo — solo tenemos dos posilidéda

P, =Ce# =Ce*®

P =Ce” =Ceg#®

La cte C es la constante de normalizacion:

1

_ B ~BUoB | — =
P, +P =Cle"® +e®)=1 = C = Fip g

Notemos un detalle importante, que comentamos erlake anterior. Como las energias por atomo

£ =&(f) son funcién de los momentos magnéticos de estys ha relacion biunivoca entre ambos,

1



& o 1), entonces la probabilidad que un atomo tengadetarminada energia es equivalente a la

probabilidad que un &tomo tenga un momento magmptrticular.

Con lo que:

0B
5 ¢

+ eﬂ:uoB + e_ﬁ/'[oB

v

Bu,B

10

05

_ e_ﬁluoB
- eﬂ:uoB + e_ﬁ/'[oB

v

Bu,B

» El parametrofu B =ﬂkL_:_3 compara el efecto del campo, que tiende a oridmgatipolos paralelos a

él, con el efecto de la agitacion térmica, quediiea desordenar el sistema. De los graficos sevabse

que, parafu,B — 0es decir, a altas temperaturas o campos bajegitacion térmica es el efecto

preponderante, y los dipolos tienen practicameatenisma probabilidad de orientarse paralelos o

antiparalelos al campo. De hecho, se ve que fard, la orientacién es totalmente al azar (ambos

estados son igualmente probables). Para el atite|iSu,B — o (“ " es una forma de indicar valores

grandes del parameti8u,B), es decir, temperaturas bajas o campos inteabegecto del campo es el

gue domina, y los dipolos tienden a ponerse todoalglos al campo. Notar que este estado (paralelo

campo) es el estado de menor energia.

» Calculemos el momento dipolar medio por étor{rf@,:

. . . @B _ o AeB
<,U> = (:qu)P+ + (_ :qu)P— = ILIOWZ

~ A B).
(#) = ptah(Bu,B)z = uotgh( ’;"T jz

Por lo tanto, la magnetizacion media de la

muestra,<M > , es: <‘M D Il
(4} = () =1 tat{ 42 e —

Wy
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» Coincide este resultado con lo que sabemos solmeddeion entre la magnetizacion y el campo
magnético? Vemos lo siguiente:
-A temperaturas bajas, 0 campos intensos, todatipotos tienden a ponerse paralelos al campory po

lo tanto, la magnetizacion es, en ese limite:
- N . . :
<M> - V,uoz (independiente del campo)
-Para temperaturas altas o campos débiles, tenemdoenta quéegh(x) - x parax — 0:

'L;(L_II_'D’<<1 = <M> - guo(%fji

() - (\'}'ﬁﬂéqmé (1)

donde xy T ) es la susceptibilidad magnética. Notemos que leciten constitutiva lineal entre la

magnetizacion y el campo es valida para camposedéfm temperaturas altas). De yapa, encontramos
una expresion para la susceptibilidad magnéticeertipnte de la temperatura que se cumple

razonablemente bien, dentro del rango de validda depresion (1).

2) Presion y transferencia de impulso de un gas ideal

En la primera clase hicimos un céalculo muy malonpie, con una “voltereta”, encontramos el
resultado correcto) de la presion de un gas iddara vamos a hacer el calculo exacto y vamosgaile
al mismo resultado correcto (pero ya sin “voltes&)a

SeanN moléculas de un gas ideal contenido en un redpide volumenV, en equilibrio a una

temperatural. Supongamos que se desea calcular la fuerza nﬁéﬁi)eejercida por el gas sobre un

elemento de area)A, de la pared del recipiente que lo contiene. BHoa vamos a calcular el impulso
neto que recibe este elemento, debido a los chatpikes moléculas incidentes sobre él, en la urdgad
tiempo.

Si enfocamos nuestra atencién sobre un elem@Atque estd dentro del gas a una distancia
infinitesimal o frente a la pared, entonces el célculo antericggsvalente a encontrar el impulso neto
medio molecular que se transporta por unidad aepiiea través de la superficie, cuando las moléculas

cruzan en ambos sentidos.

La distancia entre la superficie y la
' pared debe sed <A, dondeAes el
| z : camino libre medio de las moléculas,

|
| | K
_L, 9 .- |7 @ " es decir, el camino medio que pueden
4_:_ = A recorrer entre dos choques sucesivos.
: Esto debe ser asi para garantizar que
|
|
<>
o)

T i las  moléculas que cruzan la
: j\ . superficie, lleven el mismo impulso
| |
|
|

con el que llegan a la pared, en
ambos sentidos.




e Sea:

dj, =impulso molecular neto que crugd en la unidad de tiempo hacia>0 (2)

Adj_ = impulso molecular neto que crudd en la unidad de tiempo haciexx  (3)

Entonces:

(F)=a.-a

 Tenemos moléculas con diferentes rangos de veldesdd.a idea es concentrarnos en un grupo

particular y luego sumar sobre todos los grupos$. émpecemos considerando aquellas moléculas con

velocidades en el rang@,v + dv). Calculemos el niimero medio de ellas que cru¥Aan un tiempo
dt. Estas seran las contenidas en el cilindro denvetudv, = |5Avdtcosé?|.

Notemos que el rango de velocidacﬁésﬁ + d\7), supone un rango
de médulos de velocidafl,v +dv) y de los &ngulos que definen
la direccion de la velocida(ﬂ,6?+ dH) y (¢,¢ + d¢). O sea que el
cilindro (o prisma) que las contiene tiene inclida¢g, ).

Vamos a llamar a estas moléculas con ese rangeldeidades,

moléculas (v,6,¢). Las moléculas de este tipo sufren

desplazamientoslr = vdt en undt. Hay, por supuesto, muchos

otros tipos de moléculas (con otros rangos de idddes) en el
cilindro, y muchos otros tipos de choques en laedigie. Las moléculas dentro del cilindro son
necesariamente moléculf ¢) pero, a menos que su médulo de velocidad estérango (v,v +dv),

no van a producir un choqu{e,@,qﬁ).

« El nimero total de moléculds,d,4) dentro del recipiente total de volumées:

d3NV9¢ = NF(V)d®v

dondeF (V) es la funcion de distribuciéon de las velocidadetesulares.

El nimero de ellas contenidas en el cilindro deglas van hacia la pared (+) y en el de las quevenel

(-)es:

Mc

— 3 _N_ o _N_
dN, =d NV‘%T v F(v)d’v{dbxdt\/cv(:sﬁ‘ =y F (V)d*Wv,|dAdt

Entonces, el nimero medio de las moIécn@/aé,¢) gue cruzarmdA en dt hacia la pared edN, vy, de
las que vuelvendN_. Cada una de ellas lleva un impulsov() hacia la pared y regresa con un impulso

(-mv), ya que los choques son elasticos. Multiplicardd, mv obtenemos el impulso que las
4



moléculas(v,€,¢) llevan a la pared en udt. Igualmente,dN_(-nV), el impulso total con el que
regresan en es@t .
» Dividiendo ahora podty sumando sobre todos los tipos de moléculas vanuigener el impulso
molecular neto que cruzaA en la unidad de tiempo hacza>0(dd,) y hacia z<0 €5_):
&= [ o FEOEWm)e

v, >0

vz <0
Entonces, la fuerza media total sobredal:

(F)=a5,-a5.= | gF(V)|vZ|(m7)d3vdA— | gF(V)|vZ|(m7)d3vdA:

v, >0 v, <0

= ga{ j F @)V, |(mv)d®v - j F(\7)|vz|(m7)d3v}

v, >0 v, <0
Para sacar las barras de médulo de la primerarahlq&anemoslvz| =v, (ya que la integral es para

v,>0),y |vz| =-v, en la segunda (pues esta es para0). Entonces, resulta:

<df> Z%&{ IF(V)VZ(W)dW— jF(V)(—vZ)(nﬁ)d%} =

=— A jF(V)vZ(rrﬁ)d3v+ IF(V)VZ(W)d%}:

== A .[F(\?)vz(rn?)d3v}

* Notemos que las componentes de la fuerza paradtagared son nulas. Por ejemplo:

(F)= %db\mfw v f(v)dy, [* fvay [ v, fv,)dy,

=0 (parximpar) =1 =0 ( parximpar)

Entonces:

<aFX>:§dA jF(V)vaXdSV}:o
e pues el integrando es impar. Esto es l6gicopumden existir

() =%5Ar{ J'F(T/)vzvyd3v} =0

fuerzas tangenciales medias sobre la pared, siteire esta en equilibrio.

* Por el contrario, la fuerza media normal a la pad
N Y WK

(& )=—am [FEvd v}
\ Ov,

Usemos el hecho que las componentes de la veloddadindependientes y no hay direcciones
privilegiadas (ver clase 9). Entonces:



F(V) = f(v) f(vy) f(v,)

(F,) =%5Amfw fvdy [ F(v)dv, [~ V2 F(v,)dy, =

=1 =1
= g&n“(vf>

Si ahora usamos la funcion de distribucion vectalgaMaxwell para la componente:

im ,

1
(v2)= [T 2 (v, = (%j [" e ay,

Usando el resultado que obtuvimos en la clase 9:

(v2)= kT
m
y la fuerza:
() =NamkT =N sy
\% m V
y, finalmente, la presién del gas ideal resulta:
_(F)_N , |
p= 3 VkT resultado que ya conociamos, pero que ahoralaalos en forma estricta.

__________________ S
Teorema de equiparticion
En la teoria clasica existe una propiedad matemggneral, muy util, que ahora vamos a probar.
» La energia de un sistema es una funcion de susi@uasias y sus momentos. Supongamos que el

sistema tiené grados de libertad y esta en equilibrio térmicma temperaturd:

E=E(q,--0s; Pyse-es Pr)

Vamos a descomponer la energia de esta manera:

E = E'(4,,..-,U¢; Pyseeos Pgreees Pr) + Es(Ps)

donde &5 es solo funcion depg y E'no contiene apg (el “sombrero” arriba depg significa que no
figura en E'). Elegimos un término separabk (ps , pero también podria haber sido un término
separable que dependiera de alguna coordenada.

» Supongamos queg es cuadratica e :

£(Ps) = bp3

Vamos a calcular el valor medio de;. Consideramos que es una variable continua, pero |

demostracion que sigue también es vélida en el dizsoeto. (Es facilmente extrapolable a ese caso.

Solo hay que reemplazar las integrales por sunaadori



<£ > _ Igse_B(E’(ql...qf P1---Ps---Ps )+£S(pS))dq]_dqfdp|_dpf
S J‘e_ﬂ(E (G ---G¢ ;P1---Ps---Ps )+5s(Ps))qu. dqf dpl dpf

Omiti los limites de las integrales —notar queistegrales 2f-mdultiples-, para salvaguardar |aid#al,
pero recuerden que las integrales se calculan sothoes| intervalo de las variables.

La expresion anterior se puede factorizar:

£ e—,&‘sd e—ﬂE'(Ch---qf ;pl"'pS"'pf)d dq d d’[jsdpf
<£ > _J&s Ps G ARy
S J'e-,ggsdpsj'e—ﬂE (@0 ;Py---Ps--P )dq...dqfdpl---dﬁs---dpf

Lo primero que observamos es que la (2f-1)-integrdel numerador y del denominador que contienen

a E' se simplifican. Entonces:

~ j £.€ " sdpg
(&s) = fe_pos

D

Primer resultado importante: si queremos calcular el valor medio de un térmseparable de |
energia (cualquiera sea su pinta, solo tiene queeparable), no hay necesidad de incluir todadagsa

sino solo lo que corresponde a es término.

» Pero sigamos. Consideremos la integral del denalomalamémosla:
| = J'e“;SSdpS
La integral del numerador se puede obtener a phetiderivandal respecto deg (dado que los limites

de la integral no contienenf2):

e _al _ 6(e_ﬁ‘95)
Igseﬁ dps__ﬁ__.[ 0,3 Ps
Entonces:

al
(&g)= ?ﬁ=—£8(Inl)=—sg[ln(je‘ﬁ%dps)]

Segundo resultado importante: el valor medio de cualquier término de la enegapuede realizar

como la derivada logaritmica de la intedral

* Notar que todavia no usamos qge es una funcion cuadratica. Es decir, los dos tados
importantes anteriores son totalmente validos cieilg sea la pinta de;.
» Ahora es el turno de considerar qag es una funcion cuadratica gm,. Hacemos el siguiente

cambio de coordenadas:



1 1
x=p%ps = dx=p2dp,
2 _1 2
J-e'ﬁ‘depS = J-e'ﬁb'%dpS =p Zje'bx dx
__i _% -bx? :_i _1 ® b -
(gg)= aﬂ[ln(ﬁ [e dxﬂ 6[3( 2In,[>’+|nj_me dxj

6(?8( In ,8) aﬂ(lnj e‘bxdx)

=0

La segunda derivada es nula pues la funcion neeceng S . Entonces:

=2 tng) k= [T

Noten que no tuvimos que hacer ninguna integral!

Tercer resultado importante: si un sistema clasico esta en equilibrio térmicma cierta temperatufa

todo término de la energia cuadratico en una coatke o un impulso, aportéelkTaI valor medio de la

energia.

Este resultado es lo que se conoce cteuema de equiparticib’amos a ver algunos ejemplos.
1) Molécula monoatémica con 3 grados de libertad dsl&cion:
PR A A

2m  2m 2m

3 términos cuadraticos:

(e)= 2kt

2) Molécula diatdmica sin grados de libertad de vibéac

Una molécula como esta puede representarse conpesaa
Tenemos 3grados de libertad de traslacion y 2 graeolibertad de rotacion
(no tiene sentido considerar la rotacion alredeléosu propio eje):

£= px+py+pz
2m 2m 2m

+§|6?2 Izéj

Son 5 términos cuadratico&) :ng

3) Molécula diatomica con grados de libertad de viléac
Podemos representar esta molécula como si lostoim®a estuvieran unidos por un resorte. Recordemos

gue el potencial interatdmico es:



Los grados de libertad de vibracion provienen de lqs
V(r) atomos pueden realizar pequefas oscilaciones dbede
de su posicién de equilibrio. Entonces:

px + py + pz +_|02 |2922+1M2+1Kr2
2M 2M 2™ 2 2
T con:
M =m+
-V, m+m,
M= MM = masa reducida
m+m,

Con 7 términos cuadraticoés) =%kT

4) Sélido cristalino compuesto por N atomos

Los atomos son libres de hacer pequeiias oscilacialnededor de sus posiciones de equilibrio por
interaccidn con sus vecinos. Las oscilaciones pdahto, estan acopladas. Sin embargo, cada atomo
tiene 3 direcciones de oscilacion, los modos namatespecto de las cuales, las oscilaciones se
desacoplan. Entonces cada atomo se comporta caswl&dores independientes. Entonces:

3 2
P 1 2
= - +=Kk
z[zm ! aqaj

a=1

Son 6 términos cuadratico) =ng =3kT

Para un mol de este sélido:
(E) =3N,KT =3RT
Por lo tanto, la capacidad calorifica a volumenstante de un mol de este sdlido es:

0

\

=3R 06 cal/molK

Este resultado se confirma experimentalmente a dmtyras altas, totalmente independiente de la
temperatura y es lo que se llama la ley de DuloRgtit. Sin embargo, recordemos (ver clase 8) gsie |
capacidades calorificas tienden a cero Jara O .

La falla de esta teoria para explicar la dependesan la temperatura de las capacidades calajfeca
temperaturas bajas, fue el primer indicio de qge &hllaba en la teoria clasica. Jeans, en 182@, hi
notar que, a mediada que la temperatura descemnelitns tipos de movimientos parecian “congelarse”.
Esta idea, si bien era muy pictérica, no tenia imngustento fisico. Tuvieron que pasar 30 6 40 afos
para que apareciera la siguiente dificultad, t@&mlpelacionada con termodindmica estadistica, @&

vez, con un gas de fotones. Y eso ya es temasiglanda parte del curso.



Tema extra:Teoria elemental de fendmenos de transporte.

Hasta ahora, siempre nos han ocupado las sitwscmequilibrio, por lo que no ha sido necesario e
detalle las interacciones que llevaron a esa sdoate equilibrio.

Muchos de los problemas fisicos se refieren aaibmes de no equilibrio. En ese caso, interesan la
interacciones especificas que conducen al equilibral del sistema. Por ejemplo, supongamos una ba
de cobre con sus dos extremos a distintas tempasattista es claramente una situacion de no eduilib
Va a haber un flujo de energia en forma de calsdelel extremo a maydr hacia el de mendr. En este
caso, la velocidad de transferencia energéticaide por la conductividad calorifica. Si bien loscc#os
de este tipo pueden ser muy complicados, en el daslos gases diluidos pueden ser relativamente
simples. Aungue los calculos no son totalmenterogps en lo cuantitativo, nos van a dar muchassidea
vélidas y resultados utiles que, en un gran nantErocasos van a dar estimaciones numéricas
aceptablemente buenas, y predicen correctamenteelEsgones existentes entre todos los parametros
significativos.

Las moléculas de un gas interactian entre sivasrde sus choques mutuos. Si un gas no esta en
equilibrio, estas colisiones son las responsabdéegud acabe en una situacién de equilibrio. Vamos a
considerarlas siguientes condiciones:

a) Cada molécula pasa una fraccion relativamente grdedsu tiempo a distancias grandes de las
otras moléculas=> no hay interaccion a distancia, es decir, el tiempedio entre colisiones es
mucho mayor que el tiempo involucrado en la catiggor eso es una colision).

b) Las colisiones multiples son muy improbables frenkas de dos particulas.

c) La separacion media entre moléculas es grande ceadgacon las “dimensiones” de las

moléculas.

e Camino libre medio

Los choques entre moléculas en un gas diluidogruednsiderarse al azar, es decir, la probabiligad
que una molécula sufra un choque erdiise supone independiente de su historia de cho@seslps.

En cualquier instante, tiene una probabilidgd) de continuar moviéndose durante un tiemhpmtes
de que choque con otra molécula. El tiempo medentre dos choques sucesivos (para la misma
molécula) se llamé@empo libre medim tiempo de relajacionAnalogamente, la distancia mediantre
dos choques sucesivos se denonsaraino libre medio

* Vamos a calcularg t(.)Notemos queg(0) = Xuna molécula no tiene posibilidades de chocar en

At=0),y g(t) - 0.

» Para describir los choques, definamos:
adt = probabilidad de que una molécula sufra un choqtre éry (t + dt)

« = probabilidad por unidad de tiempo. Esta cantidathdependiente de la historia pasada, pero resulta

mMAas 0 menos obvio que va a depender de la velodeléalmolécula , es deci, = v ()



e La probabilidad de supervivencia durante un tiemmgt), se puede calcular considerando:
g(t +dt) = g(t)@L - adt

es decir:

probabilidad de que una molécula no choque dure(medt)=

=(probabilidad de que no choque durante t)x(prothdiaid de que no choque enttey (t + dt))

Entonces:

dg
d

gt) + it) dt = g(t) - g(t) et = — 390 _ _,

g(t) dt
Entre choqueda velocidad de la molécula no varia (o bieniararmuy poco en ese tiempo tan corto, en

el caso en que esté en un campo externo), camelo q

gt)=Ce“  normalizando:|g(t) =€

» La probabilidad de que una molécula, después dewely sin choques durante un tiempaufra una

colisién en el intervaldt,t + dt):

G(t)dt = e “ et

El tiempo 7 sera entonces:

r= <t> = J':tG(t)dt (noten que usds t (pues, comor = tiempo medioentre choquestengo que

garantizar que haya un choque al final del intexyval

r:j”a)te““dt:i
0 w

Noten quer puede depender de la velocidad. EI camino libreiongeta, entonces:
A={vr(v)) = jD vr(V)F (Wdv

dondeF ¥ )es la funcion de distribucion escalar de velocidade

En forma méas aproximada, se puede considerar glas tas moléculas se mueven al azar con i@x)al

Entonces:

A=(V)1

e Faltaria determinac. (o 7). Para eso, vamos a examinar los choques molesutan mas detalle.

Supongamos dos moléculas que se acercan unara,laan velocidad relativ@7>, de tal modo que los

centros de ambas se acercarian a una disthisciao se desviaser E parametro de impacto).
Vamos a suponer que se comportan como esferaagjgid

es decir, solo entran a interactuar cuando lartigiaentre

b$ sus centros eB< a, +a,.

&



La condicion necesaria para la existencia de uquse puede entender muy facilmente si imaginamos
a la molécula 1 como portadora de un disco de rfaji® a,), orientado perpendicularmente(@i). Se
producira el choque solo si el centro de 2 est&rdeel area barrida por ese disco:

En ese caso:

0= +a,)’

La cantidado se denominaeccion eficaz de chogue

de difusion.

Noten que usamos este modelo de esferas rigidadodaha
fortisima repulsidbn entre moléculas a distanciagtaso

(recuerden el potencial de Lennard-Jones).

V Vr

» Con estor se calcula aproximadamente de la siguiente maSamongamos, para simplificar, un gas

diluido de moléculas idénticas por unidad de volameEl disco imaginario de area barre, en un

tiempot, un volumen:

a<\/>t = si este volumen contiene, en promedio, una moléenlanced =7, es decir:

1
oV )T|p=1=|T=
Vemos que:
P << (gasmuydiluido)
r esgrandesik 0 << (seacion eficazchica)

(V)<< (velocidadrelativachica)

* El camino libre medio sera, entonces:

N/
A —<V>T —mﬁ
Ahora bien (V') = (V, - V,)
)= dam)

=0: el costiene= prob deser>0 que<0

Despreciando la diferencia em<rvé2> y (V)

1
(V)= [<v1>2 +(v,)* [ =+/2(v) sii las moléculas son idénticas.



« Con esto:

p=_ 2t
J2po
Para un gas ideab:g:%? N /‘:\/EKTT<p>

« Por ejemplo, & =300°K (T ambiente) yp atmosférica p =10°bar):

A=2x10°%cm y 1 A 05x10%%s ((v)= 4><1O“%1 con esos datos)

(V) S

= la frecuencia de los choques® 1l 10gé
r

Q

o]

Noten que el diamétro molecular és=10°cm= A >>d

* Vamos a aplicar estos conceptos en algunos fen@wntvansporte.

» Transporte de cantidad de movimiento: viscosidad

Supongamos un objeto macroscopico sumergido dluido en reposo, no sometido a ninguna fuerza
externa. Si el objeto también esta en reposo, taiméstara en equilibrio. Si el objeto se mueveyaa
estar en equilibrio. Las interacciones moleculagsponsables de que se alcance la situacion déequi
se manifiestan produciendo a escala macroscopiaguaniza de rozamiento que actia sobre el objero

movil, de modo que su velocidad va disminuyendo:
f =-nv =el valor real de la fuerza depende de una propiettadiuido que es lo que llamamos
viscosidad

* Vamos a definir el concepto de viscosidad. Supomgamm fluido cualquiera y en él, un plano con su
normal en una direccion que vamos a llamar

El fluido por debajo del plano ejerce cierta fuemzadia por unidad de

Z area; esto es lo que llamanmssiéon media
L» b, (P) = P,

X
‘ P, Ahora bien, si el fluido inferior no esta en eduild, también ejerce en

direccion x una cierta fuerza por unida de argg sobre el fluido
superior. Notar que, si se mueve con velocidacoumié (fluido en equilibrio),p,, = for simetria (notar

quezindica la orientacion del planoxya de la fuerza).



» Supongamos que el fluido se mueve en direccidon una velocidad que dependezda, (z) .

Por ejemplo, podria ser un fluido que se mueveeedts

u, =u, u, Juy
2 —»  chapas, una que se mueve agyy la otra en reposo. Como
—>
== . ou L
> p,, =0 sii —= =0, entonces es logico suponer que:
u, =0 u =0 0z
ou . .
P, = Pyl 3 X) = hacemos un desarrollo en serie y ,suponiendo
Z
ou, A
que 3 <<, nos quedamos con el término a orden 1.
2
du, _ . : : . . . . 0u
p, 0-n % donde 77 =coeficiente de viscosidad. El signo negativo vielee que si ax >0 (u,
y

aumenta con), el fluido por debajo del plano tiende a frenauperior con una fuerza ex)

* Vamos a calculary para un gas diluido desde un punto de vista niémeo. Supdngase gas con
(V,)=(V2 y un planoz = cte

Cual es el origen microscopico de,? Las moléculas por

ZA
ux(Z+/]) au
J ® """""" ¢—> """"" encima del plano tienen, s:}?x # 0, distinta velocidad que
A ® ____________ T_> __________ las de abaje> transportan distinta cantidad de movimiento.
u,(z-A1) , . .
Una molécula, al atravesar el plano gana (o pierdejidad

Xy

de movimiento en la direcciom = hay transferencia de
cantidad de movimiento enal atravesar el plano. Entonces:

p,, =ganancia media por unidad de tiempo y de area dengonente de la cantidad de movimiento

del gas situado por encima del plano, debido arases moleculares.

) . N .
» Para calculary, supongamos que todas las moléculas se mueve{rv):oﬁl hay o :V moléculas por

unidad de volumen} de ellas tienen velocidad en la direcciyla mitad de estasé() haciaz>0. Por

3

lo tanto, hay%%(vﬁAque cruzan el plano hacia> , por un area, en un tiempd, y, por lo tanto,

EE<v> por unidad de area y unidad de tiempo.

6V
* De la definicion deA, las moléculas que cruzan el plano habran sufsidaliltimo choque, en
promedio, a una distancid del plano; por lo tanto, su velocidad &nes u,(z—A ). Entonces, la
componente de la cantidad de movimiento por unidad de araaigad de tiempo transportada a traves
del plano hacia arriba es:

1

v muz- )]



Igualmente, hacia abajo:
<y (Vlmuz+ )

Entonces,p,,:

1N
=——(vimu,(z-A)-u(z+A
P = gy (VmU(z= ) ~uy(z+ D)
Como A <<:
U (z+ ) Ou,(2) + 9% )
0z
u (2= ) Ou,(2) - 2%
0z
Con lo que:
1N Ju ou 1IN
== (Wm - 255 ) | = -5 S =~ m{W/
Pax 6V<V>'T{ az} 15 = 173y ™Y

Grosso modp(v) = 3‘% /1=\/§VN :n:\/g%\/ka
o

Noten quesn es independiente de la densidad de moléculase 8uglica el nimero de moléculas, se

reduce a la mitad el camino libre medio, por lo guede transportar una cantidad de movimiento
determinada durante la mitad de la distancia amtesia velocidad neta de transferencia no varia. Este

hecho fue observado experimentalmente. Sin embagje, resultado no puede mantenerse para todo
N .
valor dev . Supusimos:

1) A>>d (dimensiones de las moléculas)

2) A << L (dimensiones tipicas del recipiente)

2)=> queges suficientemente grande como para que las makchloquen entre si antes que con las

paredes del recipiente. Si el gas se diluye dem@asiatiene que decrecer (notar que p&\’}la_, 0,

p,, — 0; en este limited =L ). Sin embargo, se debe notar que el rango dedbetes para los que se

satisface 1) y 2) es bastante grande> A >>10%cm.
» Otro hecho importante es que la viscosidad de sragmenta con la temperatura. Para un liquido es al
revés, y esto se debe a que, en un liquido, lagdamials estan muy proximas, y la transferencia de la
cantidad de movimiento a través de un plano séuom por las fuerzas entre las moléculas, ademas de
movimiento molecular a través del plano.

_______________ [Jommmmmmmmmmmmeeee



» Transporte de energia: conductividad térmica

Supongamos una sustancia que presenta un gradien@mperatura en una direccidbn que vamos a
llamarz, es decir,T =T(z). SeaQ, =calor que se transmite por unidad de area de uno @& cte, por
unidad de tiempo, hacepositivo.

Q, se denomindensidad de flujo térmico

T
z 2 Si no hay un gradiente de temperaturazemo va a flujo
Q,
"""" T ieeeeeeeeo- 2=CE tgmmico, es decit) = 0= Q,=0=Q, = Qz(a—T)
0z 0z
Tl

. . oT -
Si hacemos un desarrollo en serie, cosqo«, podemos escribir:
y;

Q, D—K%—T dondeK =coeficiente de conductividad térmica.
z

El signo negativo se debe a q@ <Osi 3—T>O (el calor fluye de la temperatura mas alta haaia |
z

temperatura mas baja).

« El mecanismo de transporte de calor se debe adaférencia de energia a través del plano. Si las
moléculas tienen una energia me(ﬁ?: EM);comoT=T(2)=>e=€k)

» El procedimiento es totalmente anélogo al casaiant&ntonces:

Q, -——< vez=2) - &(z+ )]

Considerando qud <<

g(zxA) Oe(2) J_ra—g/}
0z

Con lo que:
AN 008 |y - AN, 06 0T
Qz_6V<V>[ Zaz}/‘ 3V<V>/]6T 0z

0& _ - .
dondea—_l_ =¢, =calor especifico a volumen cte por molécula

1IN oT 1IN
Q= 3y e g, = K =5y e
., 3KkT \Y
Tamb -
ambién(v) ~ ToNg
3k3
= o \/_




Dentro de nuestra aproximacion, es |ndepend|ente\7deEI argumento es anéalogo al anterior: si se

duplica el numero de moléculas, se reduce a ladmita> puede transportafe durante la mitad de la

distancia anterior.

» Transporte de carga: conductividad eléctrica

Sea un sistema que contiene particulas cargadadibeotad de moverse. Si se aplica un campo
eléctrico E = E 2, va a aparecer una densidad de corrignteSi definimos un plana = cte:
j, =(0) que cruza por unidad de area y unidad de tiemeetido+ z
Si el campo eléctrico es poco intenso:
J,=0.E dondeo, =conductividad eléctrica.

Esto no es otra cosa que la ley de Ohm.
e Supongamos un gas diluido de particulas de mmagacargaq, intera=ctuando con otro sistema de

particulas que pueda difundirlas. Por ejemglg; moléculas neutrase en un metal, difundidos por los

atomos en vibracién de la red cristalina (estoasm verlo en la Ultima clase, clase 30) tienensgue
tratados con la estadistica de Fermi-Dirac. Nosrirabs, por ejemplo, a un niumero pequeficede®
iones de un gas en el que e dispersan por colisiones con las moléculasasutr

» Cuando se aplica el campo eléctrico, las particdagadas adquiere{nz> .
. _ N N_ . . :
I, =Vq(vz> dondev =numero de estas particulas por unidad de volumen

Tenemos que determinéwz> . La ecuacion de movimiento de las particulas efdsechoques:

deZ =qE =y, :vm+q—E
dt m

=(v,) :<vzo>+q—r5<t> donde(v,,) = valor medio dev,después o en el momento del choque; como

después del choque la velocidad es aleatoria, mﬂczinm) =0(estamos suponiendo que las particulas

difusoras tienen una masa mucho mayor que losdmw#da de carga, de lo contrario, estos retendrian

algun recuerdo de su velocidad de antes del choque)

Ademés,(t) =valor medio del tiempo entre choques

* Entonces:
2
(v,) “9E, o, ~No',
m Vir
- Vv N, _ , . ,
En un gas diluidor =——— donde—2% =densidad de moléculas difusoras.
Nyo(v,) Y



Supongamos quey, >>m=>(v,) O(v) con(v) :1/3% =velocidad de las particulas cargadas.

Entonces:

1 Nof

0, =—F=—"t—
® V3 N,omkT

La conductividad eléctrica disminuye con la tempee= la agitacion térmica conspira contra un flujo

definido, en este caso, de cargas.
_______________ [Jommmmmmmmmmmmeeee

» Transporte de moléculas: autodifusion
Supongamos una sustancia compuesta por moléauddsgas, pero algunas de ellas pueden estar

marcadas de algun modo (por ejemplo, isotoposatiites). Sea, =densidad de moléculas marcadas.

En equilibrio, n,es uniforme.

» Supongamos una situacion de no equilibrio, por pjenrm, =n,(z), aunque se supone, ademas que
(n) = cte, donde(n) = densidad total, es decir, no existe un movimieeto de todas las moléculas.

» Considerando, como siempre, un plare cte, definamos:

J, =Enumero medio de moléculas marcadas que cruzampiadide tiempo y unidad de area hatca

I, D—D%—nl con D = coeficiente de autodifusion
z

Si a—nl > 0= flujo de particulas en direcciénz, de forma tal se tienda a igualar la concentracion
p;

Notar quen, cumple una ecuacion diferencial simple. Supongamagsroblema unidimensional. Como el

nimero total de moléculas marcadas se mantien¢acmes

La variacion por unidad de tiempo del nimero de écuhs dentro del

A
volumen= nimero que entra-nimero que sale:
d
2 (nAdD) = A, (D) - Al (z+ )
on, : : 0j
—tdz= - +—2d
=5 42 1.(2) (JZ(Z) % Zj
. 2
:>a—nl=—% o bien: a—nl= Da—rzll
ot 0z ot 0z

* Vamos a calculaD , Procediendo como siempre (lo dejo como ejercicesulta:

D —1A<v> ot 1l

3 \/EW m




