FISICA TEORICA 1 — 1ler. Cuatrimestre de 2025

APUNTE DE FORMULAS PARA SEPARACION DE VARIABLES

Coordenadas cartesianas

Ortogonalidad:
a

/ dx sin(k,x) sin(k,z) = 5(5,1”/ , kn=mn7/a

Tstk—k), k>0

/ dx sin(k'x) sin(kx) =
0 2

+o00
/ drsin(k'z)sin(kzx) = 7ok — k'), k>0

o0

+oo
/ drcos(k'z)cos(kx) =nd(k— k), k>0

o

/ dr =K —ors(k — k), keR

—0o0

Coordenadas esféricas

Coordenadas y etiquetas: g € [0, 7] ¢ € [0, 27] leNy;=l<m<Il,meZ

Armonicos esféricos: Yim (0, ) = /2L E;;Z;IP;"(COS 0)eme

Funciones asociadas de Legendre: ~ P/"(z) = (—1)™(1 — 2®)™/2L_P(x) (m > 0)

dx'm

Polinomios de Legendre: P,(z) = ﬁ%(ﬁ — 1)
Ortogonalidad: (x = cos 6)
ST dip [ sin(8) dO Vi, (6, 0) Vi (0. ©) = 0116 T, do Pi(@) Pu(z) = 52500
f_ll dx P (x) P (x) = 2[+1 51 " fo% dp emee= ' = orf,
Completitud:
i zl: Y (0,0 Y (0, ) = d(p — ¢")d(cos§ — cos b))
1=0 m=—1

Teorema de adicién de armoénicos esféricos: [cosy = cos € cos @ + sin @ sin @ cos (¢ — ¢') |

P(cosy) = 21 1 Z ¢")Yim (0, )



Propiedades:

Yiom(0,0) = (—=1)™Yp5,(6,0) P () = (—1)" 4 P ()
Recurrencia: 221 () — =1 () = (21 + 1) P(x P(—z) = (=1)'P(x
dx dx
0 si [ esimpar
F(0) = B(1)=1
2/2(L)

Primeros polinomios de Legendre:

Po(x)=1 P(z)=2 Pz)=30B2*—-1) Py(z)=3(2%—-3z) Py(x)= (352" — 302* + 3)
Primeros arménicos esféricos:
3/00(‘97 90) = \/%
Yio(0, ) = /2 cosf Yi1(0,¢) = —\/ & sinf e’
Yao(0,9) = /2 (3 cos?0— 1) Yo(0,9) = —y/22 sinf cosfe®  Yao(6,p) =1 /22 sin® e
Coordenadas cilindricas
Coordenadas y etiquetas: A p Qy) | Z(2) R(p)
2 _ 1
pel0.21] veN, R S (k). N, (k)
k=0 0 | Ly 1,In(p)
0 2 Five 1’ z Tv
De la separacion de variables: ¢ ~ Q(¢)Z(2)R(p) 2’/ € P
v =0 Lo +ikz
Q"(¢) = —BQ) —k? e € L(kp), K, (kp)

Z"z) = XNZ(z)
R'(p)+ R (p)/p = (B8/p°—X)R(p)

Para cada v, las funciones {.J,(kp), N, (kp)} son independientes y forman base si:

intervalo finito: p€l0;al - k=ky=xum/a
intervalo infinito: p € [0;00) — k € [0;00)

con {Xun }nen las infinitas raices de J, ().




Ortogonalidad de las funciones de Bessel J,

CL2

/Oa dpp J(yn pfa),(Tun p/a) = 5 [J\Vl-x-l(xvn)}

5(k — k)
K

2
5nn’

/Ooo dp p J,(kp)J,(K'p) =

Propiedades: (x > 0)

v [ 2
Jo(0) =1, J,20)=0, z<1: J(2)~mpm(3) >0 J(x)= gcos<:c————

N,(z — 0) = oo veN: J  (z)=(-1)"],(x), [dxa¥ J,_(x) = 2" J,(z)

Formulas de recurrencia: 2u
Qa(w) + Q@) = 2 ()

dsl,
Qy1(z) = Qya(z) =2 d (z)

Donde €, representa a cualquiera de las funciones J,,, N,,, H, 51) =J,+1N,y H,S2) =J,—1N,.

Para las modificadas:

Iy(0) =1, I,-0(0) =0, I,(z 5 0) >0 K, (xr—0)— 00, K,(t —00)=0
_[_l/:_[y7 K_,=K,
Wronskiano: WK, I](z) = K, ()1} (z) — K, (2)I,(z) = +

Sobre la delta de Dirac §(p — p') en cilindricas, notar que si p’ = 0, vale:

e>0
/ dps(p) = 1
0

Funciones trigonométricas: definiciones y propiedades

tan(r) = %((xx)) sec(z) = —= coth(z) = %&3)) cosec(z) = gy

sin?(z) +cos?(z) =1 sin®(z) = 1(1 —cos(2z))  cos®(z) = 3(1 + cos(2z))

2sin(z) sin(y) = cos(z — y) — cos(z + y) sin(z £ y) = sin(x) cos(y) =+ sin(y) cos(x)

2 cos(z) cos(y) = cos(x — y) + cos(x +y)  cos(z £+ y) = cos(z) cos(y) F sin(x) sin(y)

tan(z)ttan(y)

2sin(z) sin(y) = sin(x — y) + sin(z + y) tan(z +y) = Ttan(s) tan(y]



Funciones hiperbdlicas: definiciones y propiedades

—x

sinh(z) = <=¢

cosech(x) = Sinlll(x)

cosh?(z) — sinh?(z) = 1

tanh(z)+tanh(y)

tanh(x + y) = 1+tanh(z) tanh(y)

sinh(z)

cosh(z) = “H—  tanh(z) = )

sech(z) = coslll(x) cotanh(z) = ijﬁ((z))

sinh(x + y) = sinh(z) cosh(y) 4 sinh(y) cosh(z)

cosh(z £ y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(x) sinh(y)



