Fisica Tedrica 3 — primer cuatrimestre de 2025

Clase practica del 17/3 - Repaso de cosas nunca vistas

Los postulados y las ecuaciones fundamentales

m En esta primera clase presentamos las ecuaciones fundamentales, un concepto intro-
ducido por Gibbs, y la formulacién de la termodindmica en términos de postulados, popu-
larizada por Callen. Ustedes estdn acostumbrados a una presentaciéon de la termodindmica
basada en ciclos termodindmicos, maquinas de Carnot, etc. Eso sigue, en lineas generales,
el desarrollo histérico, pero es un poco incémodo. Ahora vamos a partir desde otro punto.
El método que seguiremos es el que propone Callen, cuya intencién es una construccién
axiomdtica de la termodindmica. No es el método que se prefiere para una primera
presentacién del tema, por eso no lo han visto en Fisica 4 pero, como base para la mecénica
estadistica, es mucho méas comodo. El punto de partida son ciertas definiciones y una lista
de postulados.

Se asume que una descripcion macroscopica de los sistemas termodindmicos requiere
de unas pocas variables. Para fijar ideas, vamos a tratar con sistemas compuestos por
subsistemas hidrostaticos homogéneos. Para cada subsistema, las variables macroscépicas
que consideraremos en primer lugar son la energia interna U, el volumen V' y el nimero de
particulas N. Diremos que un sistema descripto por las variables U, V y N es un sistema
simple. Mds generalmente, podria haber varias especies de particulas.

Las variables U, V y N tienen la propiedad de ser extensivas: la explicacién operacional
intuitiva puede resumirse asi: si consideramos un sistema simple con energia U, volumen
V' y ntimero de particulas N y lo dividimos en dos mitades, entonces la energia, el volumen
y los ntimeros de particulas de cada una de estas mitades serdn iguales a la mitad de los
valores originales. Eso puede ser obvio para el volumen y el niimero de particulas, pero
no es estrictamente cierto para la energfa. La energia de las partes no tiene por qué ser
igual a la energia del todo. La extensividad de la energia interna requiere que la energia
de interaccion entre las partes macroscépicas de un sistema sea despreciable.

Pasemos ahora a los postulados. El principal postulado es la existencia, para los
sistemas simples, de una funcién continua y diferenciable S(U,V,N), llamada entropia.
Todo lo que puede deducirse a través de la funcién entropia como funcién de las variables
U, Vy Ny de los postulados que ahora enunciaremos es, por definicién, la termodindmica
del sistema. La funciéon S(U, V, N) es la ecuacion fundamental del sistema en las variables U,
V y N. La funcién entropia dependerd, en general, del sistema considerado.

El segundo postulado se refiere a la entropia de sistemas compuestos. Hasta ahora
s6lo hemos postulado la existencia de una funcién entropia para los sistemas simples. De
acuerdo al segundo postulado, la funcién entropia de un sistema compuesto por varios
subsistemas simples es igual a la suma de las funciones entropia de cada subsistema. Por

ejemplo, supongamos que hay un sistema A, caracterizado por variables Ua, VAo v Na,
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y andlogamente un sistema B. Entonces, segiin este postulado, la funcién entropia del

sistema compuesto es
Sas(Ua, Va, Na, Up, Ve, Ng) = Sa(Ua, Va,Na) + Se(Us, Vs, Ns) . (1)

Esta no es una propiedad de las funciones entropia Sa y Sg, sino un postulado acerca de
cémo definir la entropia de un sistema compuesto. Continuidad y diferenciabilidad son
propiedades de las funciones S y Sg. La Ec. (I) es un postulado acerca de cudl es la
funcién entropia del sistema compuesto por los subsistemas A y B. De la misma manera,
podriamos haber postulado que la entropia del sistema compuesto es el producto SaSg.

La funcién Sag depende separadamente de las variables que cada subsistema. Ahora
vamos a decir algo muy obvio, pero que conviene tener en mente antes de enunciar el si-
guiente postulado: si mantenemos constante la energia total, U = Ux +Usg, y redistribuimos
U entre los sistemas A y B en distintas proporciones, la funcién Sag tomard diferentes
valores. El punto esencial es que la asignacién de los valores U, y Ug, sujetos a la condicién
U = Ua + Ug, se determina externamente. Debe ser posible construir barreras entre los
dos subsistemas para que estos no puedan intercambiar energia espontdneamente. Y lo
mismo podemos decir acerca del volumen y del ntiimero de particulas. Debe ser posible
tijar externamente el volumen y los ntimeros de particulas de cada subsistema. La entropia
Sag dependerd de como distribuyamos entre los dos sistemas la energia, el volumen y las
particulas. Esto parece una trivialidad, pero aqui reside la mayor dificultad para entender
el significado del siguiente postulado, que es la propiedad esencial de la entropia.

El postulado fundamental acerca de la entropia es que, si eliminamos un vinculo interno
entre los dos subsistemas del sistema compuesto, el nuevo equilibrio estd determinado por
la condicién de que la entropia Sap sea méaxima con respecto a las variables que estaban
limitadas por el vinculo. Por ejemplo, si eliminamos el vinculo que impide el intercambio
de energia, el estado final de equilibrio sera aquel que maximice Sag respecto de U, y Ug,
sujeto a la condiciéon U = U, + Ug. Del mismo modo, si ahora eliminamos un vinculo que
les impide a los dos subsistemas intercambiar volumen, el nuevo equilibrio corresponde a
los valores de VA y Vg que maximizan la funcién Sag sujeta a la condicién Va + Vg = V.
Noten que la eliminacién del vinculo que limita los volimenes se realiza junto con la
eliminacién del vinculo que limita el intercambio de energia. Eliminar el vinculo entre los
volimenes sin eliminar el vinculo entre las energias conduce a algunas complicaciones.
Pueden buscar en la literatura “adiabatic piston paradox”.

Callen agrega a su lista de postulados tres propiedades de la funcién entropia de los
sistemas simples: extensividad, monotonia y el tercer principio. En realidad, estos no
son postulados esenciales. Algunos sistemas los cumplen y otros no. A veces hay buenas
razones para suponer que un sistema debe satisfacer alguno de estos postulados. Entonces,
si al deducir su termodindmica a partir de la mecdanica estadistica, el postulado en cuestién

no se cumple, eso puede ser una indicacién de que uno no esta aplicando bien la mecanica
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estadistica, o de que las razones que teniamos para suponer que el sistema debia tener
la propiedad antes referida no eran tan buenas. Esto, que parece tan inocente, ha sido el
comienzo de discusiones todavia sin resolver. La mas famosa es acerca de la extensividad
de la entropia de un gas ideal.

Volviendo a los tres postulados no esenciales que incluye Callen: un sistema es exten-
sivo si su entropia es una funciéon homogénea de grado uno de las variables extensivas.

Formalmente, esto significa que, para cualquier A > 0,
S(AU,AV,AN) = AS(U, V,N). (2)

Es decir, la entropia escala linealmente con el tamafio del sistema. La extensividad tiene
algunas consecuencias précticas simplificadoras. Pero no pierdan de vista que no es una
propiedad general. En las siguientes guias nos encontraremos con algunos sistemas no
extensivos. Por ejemplo, las estrellas no son sistemas extensivos. Muchas veces un sistema
se vuelve extensivo sélo en el limite en el que U, V y N tienden a infinito, manteniendo
las razones U/N y V/N finitas y constantes. Los sistemas con un ntmero pequefio de
particulas suelen ser no extensivos.

La segunda propiedad usual de la funcién entropia de los sistemas simples, pero que
no es una propiedad esencial, es la monotonia. En caso de cumplirse, la entropia es una
funcién estrictamente creciente de la energia interna. En la préctica, eso significa, como
veremos en un momento, que la temperatura del sistema es no negativa. Existe toda una
clase de sistemas en los que la temperatura puede ser negativa.

La tercera propiedad usual, pero no siempre satisfecha, de la funcién S de los sistemas
simples es la de cumplir con el tercer principio de la termodindmica. Hay varios enunciados
de este principio. Sin entrar en detalles, podemos considerar el siguiente: la entropia de un
sistema tiende a una constante no negativa cuando la derivada de S respecto de U tiende
a infinito. Callen propone una forma un poco menos general: la constante a la que tiende
la entropia es cero. Puesto que, como veremos en un momento, la derivada de la entropia
con respecto a U es el reciproco de la temperatura, el tercer principio dice que cuando la

temperatura tiende a cero, la entropia tiende a una constante no negativa.

El primer principio y el postulado de maximizaciéon de la entropia
En este contexto, el primer principio de la termodindmica,

TdS = dU + PdV — udN, (3)
no es mds que una serie de definiciones. Es decir, asignamos los siguientes simbolos a las

derivadas de la entropia de un sistema simple, como podriamos asignar otros cualesquiera:

GR 1 GR P G n
E(U’V)N)_T) W(u)\/)N)_T» aN(u)V)N)_ T (4)
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Evidentemente, esto se hace asi porque ya sabemos que lo que definimos aqui como T va a
ser la temperatura, P va a ser la presion y u el potencial quimico.

Se pueden dar argumentos de plausibilidad para estas identificaciones mediante la apli-
cacién del postulado fundamental de la entropia de un sistema compuesto. Por ejemplo,
consideremos de nuevo dos sistemas, A y B, descriptos por sus respectivas variables.
Si estos sistemas son puestos en contacto de modo que puedan intercambiar energia sin
intercambiar volumen ni particulas, entonces el postulado de maximizacién de la entropia

afirma que el estado final de equilibrio ser4 tal que

S Ag dS A
— Z°AB qu
dSas U, + oUg

dUB = O; UA + UB =U. (5)

Esta es la condicién de extremo, después deberiamos verificar que la solucién encontrada

corresponde a un méximo; mdés adn, al maximo global. Escribiendo Sag = SA + Sg y

usando que dU, = —dUg, encontramos la siguiente condicién:
0S 0S
ﬁ(uA)vA»NA) - auz (Ug, VB, Ng) | dUa = 0. (6)

Dada la arbitrariedad de dUx, lo que debe ser cero es la expresion entre corchetes. Pero
cada una de estas derivadas es lo que definimos como las funciones [Ta(Ua, Va,Na)l™!
y [Tg(Up, Vp,Ng) ']. Entonces, la conclusién es que Ta debe ser igual a Tg. Esto es
consistente con el concepto usual de temperatura: cuerpos en contacto térmico tienen la
misma temperatura. Es cierto que alcanzaria con que las funciones T; fueran funciones de
la temperatura. Aqui estamos haciendo la identificacién mas directa.

Faltaria verificar atin que el punto estacionario es un méximo. Eso hace necesario
estudiar el problema de la estabilidad; tal vez lo veamos mas adelante. La estabilidad
requiere que las derivadas segundas de las funciones S; respecto de la energia sean nega-
tivas. Ustedes pueden demostrar que esta propiedad implica que los puntos estacionarios
de la entropia con respecto a la energfa son maximos.

Hay argumentos analogos para hacer plausible la identificacién de la derivada de la
entropia respecto del volumen con lo que habitualmente llamamos presién, a menos de
un factor 1/T. En este caso, los dos sistemas estdn dentro de un cilindro separados por un
tabique. Al principio este tabique esta fijo y no transmite el calor. He ahi el vinculo interno.
Luego se permite al tabique desplazarse y transmitir el calor. El estado de equilibrio serd

aquel que corresponde a la posicion del tabique para la cual la entropia S es maxima.

Uy, Vi, Na




CLASE PRACTICA DEL 17/3 - REPASO DE TERMODINAMICA 5

Entonces, debe ser

d d d d
SAB dUn + SAB dUg + SAB dVa + SAB

dSap = dU dUg OV Vs

dVg = 0;

Ua + Ug :U, VA+VB =V. (7)

Esto implica, como antes, la igualdad de las temperaturas, pero también implica

S, 9Sg
VA  0Ve )

Segun la notacién que empleamos antes para las derivadas de la entropia, debe ser

P P
e 0
De la igualdad de las temperaturas se deduce la igualdad de las cantidades Po y Pg.
Intuitivamente, sabemos que, al liberar el tabique, en el equilibrio, la presién a ambos
lados de la divisién debe ser la misma. Esto indica que lo que llamamos P debe estar
relacionado con la presion. Esta relacion termina siendo la mera identificacién de P con la
presion.
Y asi también se demuestra que el equilibrio ante el intercambio de energia y de
particulas implica la igualdad de las cantidades pa y pg. No estamos en la carrera de
Quimica, pero si lo estuviéramos, no tardariamos en sospechar una relacién entre p y el

potencial quimico. Esta relacion es la siguiente: p es el potencial quimico.

La energia interna como ecuaciéon fundamental

La funcién S(U, V,N) es la ecuaciéon fundamental del sistema en las variables U, V y N. Si
podemos invertir la funcién S y escribir U(S, V|, N), esta ecuacién también es una ecuacién

fundamental, pero ahora en las variables S, V y N. El primer principio en estas variables es
dU =TdS — PdV + ndN. (10)

Noten que no hemos hecho nada méds que reescribir la Ec. (3)). Solo necesitan recordar
una de estas ecuaciones. Lo mds sencillo, posiblemente, sea recordar la Ec. : el calor
entregado es igual a la variacion de la energia interna mas el trabajo realizado por el
sistema. Lo tinico que requiere cierto esfuerzo inicial es recordar el signo con el que aparece
el término pdN. En el diferencial de la entropia aparece con signo negativo; en el diferencial
de la energia, con signo positivo.

A partir de la Ec. (10]), vemos que la temperatura, considerada como funcién de S, V'y
N, estd dada por

ou
T—E(S>V)N)> (11)
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y ahora la presién queda definida por la siguiente derivada parcial:

ou

p=_—_
%

(S, V,N). (12)
Es muy importante recordar que esta definicion requiere que U esté expresada como
funcién de la entropia, del volumen y del ntimero de particulas. Si en lugar de U(S, V,N),
conociéramos U(T,V,N), entonces —P no seria, en general, la derivada de esta funcién
respecto del volumen. No hace falta buscar mucho para encontrar un ejemplo: para un gas
ideal, U(T,V,N) = %NkT, de modo que oU(T,V,N)/0V = 0.

Es posible trasladar los postulados fundamentales formulados para la funcién entropia
a enunciados sobre la funcién energfa. En particular, al postulado de maximizacién de la
entropia corresponde un postulado de minimizacién de la energia. Lo que nos interesa por
el momento es sélo el hecho de que la ecuacion U(S, V,N) tenga la categoria de ecuaciéon
fundamental. Los potenciales termodindmicos que definiremos a continuacién se expresan

de manera mds sencilla en términos de U que de S.

JPor qué U(T,V,N) no es una ecuaciéon fundamental?

Resulta natural formularse la siguiente pregunta: experimentalmente, mucho maés sencillo
que medir la energia de un sistema como funcién de la entropia es medir la energia
como funcién de la temperatura (ni siquiera tenemos muy claro como medir la entropia).
Entonces, ;por qué no usar como ecuaciéon fundamental directamente la funciéon U(T, V, N)?
La respuesta es que esta funcién no permite reconstruir toda la termodindmica del sistema.
Es decir, hay informacion acerca del sistema que esta contenida en la ecuacién U(S,V,N),
pero no en la ecuacién U(T,V,N). Esta ecuacién resulta incompleta desde el punto de
vista de la termodindmica. No se necesita mirar muy lejos para encontrar algo que esta
contenido en la primera ecuacién y no en la segunda: segiin mostraremos méas adelante, la
propia funcién U(S, V,N) no puede deducirse a partir de la funcién U(T, V,N). La funcién
U(S, V,N) es parte de la termodindmica del sistema, porque es una consecuencia (trivial)
de la funcién U(S,V,N). Si no podemos obtener esta funcién a través de U(T, V,N), esto
significa que esta tltima funcién no contiene toda la termodindmica del sistema y, por lo
tanto, no es una ecuacion fundamental.

Primero veamos cdmo obtener U(T) a partir de U(S). Aqui el resto de las variables no
juega ningtin papel, asi que las omitiremos. S6lo por esta vez seremos extremadamente
formales y escribiremos u(T) para referirnos a la primera funcién y U(S) para referirnos
a la segunda. Esto no se hace nunca, a menos que intenten comunicarse con una com-
putadora. El nombre de las variables que aparecen como argumentos de una funcién es
suficiente para saber de qué funcién de trata. En un contexto més formal, si escriben U(T)
o U(S), alguien podria entender, con todo derecho, que se trata de la misma funcién U( - ),

de la misma manera que al escribir sin x o siny nos referimos a la misma funcién sin( - ).
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El primer paso para escribir U(T) a partir de U(S) es expresar T como funcién de S:
T(S) =U'(S). (13)
El segundo paso es invertir esta ecuacion, escribiendo S como funcién de la temperatura:
S(T)=u""'(T). (14)

Por tltimo, debemos componer las dos funciones:

U(T) = U(sS(m) =u(uw-"(m). (15)
Esta es la funciéon buscada. Escribirla requiere calcular derivadas, invertir y componer
funciones. Salvo por el primer paso, es un cambio ordinario de variables.

Acabamos de ver que es posible escribir U(T) conociendo U(S). Ahora veremos que
no se puede ir en la otra direcciéon. Para tratar de volver de U(T) a u(s), lo primero
que podemos intentar es desenredar un poco la composiciéon de funciones e inversas de
funciones que aparecen en la Ec. (15)). Evaluando la Ec. (15) en U’'(S), resulta

U(u'(s)) = u(s). (16)

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden para U(S). Vemos entonces que el
proceso inverso no se limita a calcular derivadas, invertir funciones y componerlas, sino
que requiere resolver una ecuacién diferencial. La solucién dependerd de una constante
arbitraria. Es decir, tendremos una familia de soluciones de la forma U(S, a). Esto ya es ar-
gumento suficiente para demostrar que U(S) es inaccesible a través del mero conocimiento
de U(T). A partir de la funcién U(S) podemos encontrar H(T), pero no hay una relacién
uno a uno. Toda una familia de funciones U(S, a) conduce a la misma funcién U(T). No se
puede invertir una relacion si no hay una correspondencia uno a uno.

Por si esto no quedara claro, supongamos que la funcién de partida sea U(S). Entonces
cualquier funcién de la familia U, (S) = U(S + a) es solucién de la Ec. . En verdad:

~

W(UL(S)) = U(UW(S+a)) =U(S +a) = Uqy(S). (17)

a

En la primera igualdad, se usa simplemente la definicién de U,. La segunda igualdad es
consecuencia de haber asumido que U es solucién de la Ec. (16). En la dltima igualdad, se
vuelve a usar la definicion de U,. Todas las funciones de la forma U(S + a) conducen a la
misma funcién U(T). Por lo tanto, no es posible invertir esta relacion.

El problema es atin mds grave, porque originalmente U(S) también es funcién de V' y
de N. La constante a es, en realidad, una funcién arbitraria de V y de N. De modo que la
familia de funciones U(S, V, N) que conducen a la misma funcién U(T, V, N) es mucho mas
amplia:

U(S+a(V,N),V,N). (18)
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A partir de U(T,V,N) es posible determinar esta familia resolviendo la ecuacién difer-
encial (16). Pero no podemos decir cudl de todas estas funciones es la que realmente
corresponde al sistema de partida. Es claro que la termodindmica dependera de la funcién
a(V,N), asi que no se trata de un problema de definicién irrelevante, como lo seria la
eleccion del cero de la energia.

En esencia, la cuestion es tan sencilla como esto: tomando derivadas e invirtiendo
funciones encontramos una tnica funcién U(T) asociada a U(S). Pero para pasar de u(m)
a U(S) hay que resolver una ecuacién diferencial. Como generalmente la solucién de una
ecuacion diferencial depende de funciones arbitrarias, no es posible identificar cual es la
funcién U de partida.

Usualmente, cuando cambiamos de variables mediante funciones invertibles, siempre
es posible recorrer el camino en las dos direcciones. Si tenemos una funcién f(x) y una
funcién invertible g(x), siempre podemos definir la funcién f(y) =f (g_1 (y)) y, a partir
de f (y), podemos recuperar f(x), escribiendo f(x) = f (g(x)). Uno se pregunta entonces:
(por qué no podemos hacer lo mismo con U(S) y U(T)? La respuesta es que en este
caso la funcién g no es un dato externo, sino que estd determinada por la misma funcién
U(S). Cuando pasamos de U(S) a u(T) podemos determinar la funcién g(S), pero esa
informacién no est4 contenida en la funcién U(T), de manera que no es posible invertir el
cambio de variables. La funcién U(S) define la funcién del cambio de variables g(S), pero
no hay forma de saber cudl es la funcién g a partir de U(T). Podemos llegar hasta cierto
punto, pero no mds alla.

Hay un argumento grédfico que hace que todas estas cuestiones sean mds claras. La
funcién U(T) contiene la siguiente informacioén: alli donde la derivada de la funcién U(S)
toma el valor T, la funcién U(S) toma el valor U(T). Entonces, si elegimos cierto valor
de T, digamos Ty, lo tinico que podemos decir es que la curva U(S) cruza la linea de nivel
Uy = U(To) con pendiente Ty, pero no podremos indicar dénde se produce ese cruce. Todas

las funciones que muestra la figura cruzan la linea de nivel Uy con la misma pendiente T,.

u

En otras palabras: todas estas funciones conducen a la misma funcién U(T), porque todas

estas funciones toman el valor U, alli donde sus derivadas valen Tj.
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La transformada de Legendre

La observacién fundamental de la seccién anterior puede resumirse asi: conocer el valor
de una funcién como funcién de su derivada no da suficiente informacién para reconstruir
la funcién. La figura anterior sugiere una posible solucién: si en lugar de dar sélo la
pendiente Ty de la grafica de la funcién U(S) alli donde la funcién vale Uy, especificiramos
completamente cudl es la recta tangente a la curva, entonces quedaria determinada cuél
de todas las posibles funciones es la que buscamos. Una manera de especificar la recta
tangente es dar, ademds de su pendiente, su ordenada al origen, por ejemplo, F(To).
Entonces, en principio, la informacién que tendriamos serfa la siguiente: alli donde la
funcién U(S) tiene derivada T,, U vale Uy = U(To) y la recta tangente tiene ordenada al
origen F(Ty). Pero es facil convencerse de que esta no es una solucién aceptable, porque
estamos dando dos funciones, U(T) y F(T). Deberia bastarnos con una sola funcién.

La solucién de este problema también puede encontrarse graficamente. Imaginemos
que el dato es tnicamente F(T). La funcién F(T) define una familia de rectas. En efecto,
dado un valor de T, que es la pendiente de la recta, la funcién F(T) determina la ordenada
al origen. Estos dos valores, T y F(T), definen una recta. Elijamos, entonces, un valor de T,
calculemos F(T) y grafiquemos la recta asi definida, como en la figura de la izquierda. Esta
recta es tangente a la gréfica de la funcion U(S) en algtn punto, por ahora indeterminado.
Ahora bien, si en lugar de graficar una sola recta para un tnico valor de T, graficamos
varias rectas para un conjunto de valores de T dentro de cierto intervalo, obtendremos lo

que muestra la figura de la derecha.

~
P
P2

P
g~

/

Es evidente que si graficamos un ntiimero muy grande de estas rectas tangentes, para lo

NN

que sOlo necesitamos conocer la funcién F(T), la grafica de la funcién U(S) se volvera
cada vez mas definida, de un modo que tal vez no sepamos expresar articuladamente en
palabras, pero que es claro a la vista. En términos matemadticos, la funcién U(S) es la curva
envolvente de la familia de rectas definida por F(T). Deberia existir una forma de encontrar

la envolvente si conocemos la familia de sus rectas tangentes.
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La figura anterior sugiere que el conocimiento de F(T) deberia ser suficiente para encon-
trar U(S). La siguiente construccién grafica muestra como hacer esto: consideremos la
curva de la funcién U(S) y elijjamos dos puntos muy préximos sobre esta curva. Si trazamos
las rectas tangentes, las ordenadas al origen también serdn muy proximas, y el punto de
interseccion de las dos rectas sera muy cercano a los dos puntos que elegimos inicialmente
sobre la curva. Si acercamos estos dos puntos, el punto de interseccién de las rectas se
aproximard cada vez mds a estos puntos. En el limite en el que los dos puntos coinciden,
el punto de intersecciéon de las rectas converge a ese punto.

Es claro, entonces, lo que tenemos que hacer para obtener la curva (S, U) a partir de F(T):
elijamos dos valores de T muy préximos, digamos T y T+ 0T. La funcién F define entonces
dos rectas tangentes. Calculemos el punto de interseccién de estas rectas y hagamos tender
dT a cero. Entonces, en el limite cuando 8T — 0%, el punto de interseccién nos dard un

punto de la curva (S,U). Las ecuaciones de las dos rectas son:

yi1(S) =F(T) + TS, Y2(S) =F(T+6T) + (T +8T)S. (19)
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El punto de interseccion se determina escribiendo y;(S) = yz(S), lo que implica

F(T)+ TS =F(T+8T) 4+ (T + 8T)S. (20)
A primer orden en 6T, obtenemos F'(T) = —S. Entonces, el punto de interseccién tiene
coordenadas

(S,U) = (— F/(T),F(T) — TF’(T)). (21)

Esta ecuacion define paramétricamente la funcién U(S). Lo esencial aqui es haber mostrado
que la funcién F(T) permite encontrar U(S).

El problema de calcular F(T) dada U(S) es sencillo, aunque tiene algunas sutilezas.
Fijado S, es inmediato calcular el valor de F que corresponde a ese valor de S. Basta con
encontrar la interseccién con el eje vertical de la recta tangente a la grafica de la funciéon U
cuando la coordenada vale S:

F=U(S) — U'(S)S. (22)

Esto da F como funcién de S. El objetivo es escribir F como funcién de T. Parte del trabajo
ya estd hecho, porque, por definicién, U'(S) = T. Lo que resta hacer es escribir U y S
como funciones de T. Esto se consigue invirtiendo la relacién U’(S) = T. Entonces, por
definicién, U(S(T)) = U(T). En definitiva,

F(T) = W(T) — TS(T) = U(S(T)) — TS(T). (23)

Esto resuelve el problema. Por lo tanto, hemos mostrado como recorrer el camino de U(S)
a F(T) en las dos direcciones, algo que no pudimos hacer con U(S) y U(T). La conclusién
inmediata es que F(T) contiene la misma informacién sobre la termodindmica del sistema
que la funcién U(S).

La funcién F(T) es la transformada de Legendre de la funcién U(S). Formalmente, la

manera de pasar de una funcién a la otra se expresa de manera muy sencilla:
F=U-TS, U=F+TS. (24)

En términos operacionales, esto no es suficiente para escribir la funcién F(T) conocida U(S)
o la funcién U(S) conocida F(T). Las relaciones anteriores son vélidas. Pero, en la préctica,
si queremos llevar a cabo el paso de U(S) a F(S), tal como hemos visto, el procedimiento
es mds complicado.

Aunque ha quedado escrito més arriba, es importante volver a notar la siguiente relacién
entre las derivadas de U(S) y de F(T). Por un lado,

du = U’(S)dS = Tds. (25)

Esto es algo que ya sabiamos: U’(S) = T. Por otro lado, escribiendo formalmente la Ec. (23)
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como F = U — TS y diferenciando, resulta
dF =dU —TdS — SdT = —SdT. (26)

Es decir, F/(T) = —S. Esto indica cémo pasar en la préactica de F(T) a U(S), més all4 de
la relaciéon formal U = F 4 TS. Primero calculamos F/(T). Luego invertimos esta ecuacién
para escribir T(S). Con T(S) expresamos F como funcién de S, esto es, F(S) = F(T(S)).

Finalmente,
U(S) = F(S) + T(S)S = F(T(S)) + T(S)S. (27)

También podemos notar la siguiente equivalencia formal entre las dos transformaciones.

La ecuacién F = U — TS puede reescribirse como

F=Uu-—Su’. (28)
Por otro lado, la Ec. puede reescribirse como

U=F—-TF. (29)

Las dos ecuaciones son formalmente andlogas. Si F es la transformada de Legendre de U
respecto de S, entonces, con la misma légica, podemos decir que U es la transformada de
Legendre de F con respecto de T. Esto significa que la transformada de Legendre es su

propia inversa: la transformada de la transformada es la identidad.

La energia libre de Helmholtz como ecuacién fundamental

Restituyendo el resto de las variables, la funcién F(T, V, N) es la transformada de Legendre
de U respecto de S,

ou
F=U-cS=U-Ts. (30)

Puesto que esta funciéon permite recuperar la ecuaciéon fundamental U(S, V, N), la funcién
F(T,V,N) es también una ecuacién fundamental. No hay nada que esté en la funcién
U(S,V,N) que no esté en la funcién F(T, V,N), y viceversa.

Veamos cémo encontrar F(T,V,N) en un ejemplo concreto tomado de la vida diaria.
En primer lugar, no es estrictamente necesario que la ecuaciéon fundamental esté dada
en la forma U(S,V,N). Es cierto que F es la transformada de U, pero podemos trabajar
directamente con la funcién S(U, V, N), que es la ecuaciéon fundamental mas usual. En este
ejemplo,

5 \% 3 2ol
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Aqui o es una constante con dimensiones. Notemos, de paso, que S es extensiva y es
mondtona creciente con respecto a U. Es decir, satisface dos de los postulados no esenciales
de Callen. Ustedes pueden demostrar que no satisface el tercero, el relativo al tercer
principio de la termodindmica.

Para calcular F, primero calculamos T(U),

1T 0SS 3Nk
TTou" 2u (32)
lo que implica
3
U(T,V,N) = szT. (33)

Esto deberia ser un indicio suficiente acerca de cudl es el sistema al que corresponde la
ecuacién fundamental (31). Reemplazando en la Ec. (31, escribimos S como funcién de la
temperatura,

S(T,V,N) = Nk B + log(%) + ; log(ockT)] . (34)

Finalmente,

F(T,V,N) = U(T,V,N) — TS(T,V,N) = —NkT {1 +log (%) + glog(ockT)] . (35)

Habria sido muy engorroso si forzosamente hubiésemos tenido que escribir U como fun-
cién de S. Asi que tomen buena nota de esto: sila informacién es S(U, V, N), no es necesario
invertir esta ecuacion para calcular F(T, V, N).

La transformada de Legendre de la energia respecto a la entropia se conoce como
energia libre de Helmholtz. Dar la funcién F(T,V,N) es dar una ecuacién fundamental
del sistema y, por lo tanto, toda su termodindmica. En términos de F, la forma diferencial

del primer principio se escribe como

dF = dU — d(TS) = TdS — PdV + udN — (TdS + SdT)

(36)
= —SdT — PdV + pdN.
Esto resume la informacion sobre las derivadas parciales de F:
oF oF oF
ﬁ(T)va):_S> W(T)V»N):_Pv N(Tv\/)N):p" (37)

Potenciales termodinadmicos

La energia libre de Helmholtz es un ejemplo de potencial termodindmico. La energia
interna es otro. Al transformar respecto de otras variables, se obtiene un conjunto de

funciones, cada una de las cuales, expresada en las variables adecuadas, proporciona
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una ecuacién fundamental. Estas funciones suelen llamarse potenciales termodindmicos.
Existen transformadas respecto del volumen y del nimero de particulas, y también se
pueden definir transformadas dobles, en especial, respecto de T y de V o de T y de N.
Ahora analizaremos puntualmente varios de estos potenciales.

La transformada de Legendre respecto del volumen es la entalpia H. Cuando uno
transforma respecto de cierta variable, lo que obtiene es una funcién de la derivada de la
energia respecto de esa variable. Asi, cuando transformamos respecto de S, obtuvimos una
funcién de T. Si ahora transformamos respecto del volumen, obtendremos una funcién de
la presion:

ou
H:U—WV:U%—PV. (38)
Esto es s6lo una relacién formal. La entalpia debe quedar escrita al final de todo como una

funcién de S, P y N. En términos de H, la forma diferencial del primer principio es

dH = dU + d(PV) = TdS — PdV + pdN + (PdV + VdP)
(39)
= TdS + VdP + udN,

lo que es una forma compacta de resumir las derivadas parciales de la entalpia. Esta
ecuacion es equivalente a escribir

oH oH oH

K(S)P)N):T) ﬁ(S)P)N):\A ﬁ(SJ))N):U" (40)

La transformada respecto del nimero de particulas no tiene un nombre estdndar. Que-
dan las transformadas dobles. Al transformar respecto de la entropia obtuvimos la energia
libre de Helmholtz. Si transformamos F respecto del volumen obtenemos la energia libre
de Gibbs. La regla es siempre la misma:
oF

G=F— T V=F+PV=U-TS+PV. (41)

La energia libre de Gibbs es una funcién de T, P y N. La energia libre de Gibbs también
puede pensarse como la doble transformada de la energia respecto de la entropia y del

volumen:

ou . au
G=U-—c5— V. (42)

El primer principio escrito en términos de la energia libre de Gibbs se lee como

dG = dF + d(PV) = —SdT — PdV + pdN + (PdV + VdP)
(43)
= —SdT + VAP + pdN,
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lo que es una forma de decir que las derivadas parciales de G son

0G 0G 0G
ﬁ(_u P) V) = _S) ﬁ(T) P»V) - V) ﬁ(Ta P) V) = K. (44)

La otra funcién que usaremos mucho es la transformada de la energia respecto de la
entropia y del namero de particulas. Esta funcién se llama gran potencial o potencial de

Landau, y suele representarse con el simbolo Q:
Q=U-TS—uN=F—puN. (45)

El gran potencial es una funcién de T, V y p. La forma diferencial del primer principio en

términos del gran potencial es
dQ = dF — d(uN) = =SdT — PdV — Ndp. (46)

A manera de ejemplo, calculemos el gran potencial para el sistema descripto por la
Ec. (31). Ya tenemos F; lo que necesitamos es expresar N como funcién de Ty p. La
relaciéon que debemos usar es p = 0F/0N. Con la Ec. a la vista, resulta

oF F V 3
= — = — = — 1 — —1 B 4
L=N "N + kT kT [og(N) —l—z og(ockT)} (47)

Entonces, por ahora,
Q = NKT. (48)
De la Ec. eliminamos N:

w3
logN = T + 7 log(akT) + log V. (49)
Finalmente, reemplazando en la Ec. (48), resulta

Q(T,V, 1) = («kT)3/2Ver/ T, (50)

Esta es la ecuacién fundamental del sistema en las variables T, V y p.

Segun dijimos antes, las funciones U, F, H, G, QO y toda otra funcién obtenida a partir
de una o mas transformadas de Legendre de la energia reciben el nombre de potenciales
termodindmicos. Sin embargo, en general, cuando uno habla de potenciales termodinami-
cos, suele estar pensando tnicamente en estos cinco: U, F, H, G y Q. En los libros
de termodindmica, Q) es excluido de la lista. Cuando estos potenciales estdn escritos en
términos de sus variables naturales, lo que tenemos son cinco ecuaciones fundamentales
equivalentes. Las transformadas de Legendre de la entropia, y la propia entropia, también
son potenciales termodindmicos, pero no tienen una nomenclatura uniforme. Se los conoce
generalmente como funciones de Massieu. Muchas veces uno cree estar trabajando con los

potenciales estdndar cuando, en realidad, esta trabajando con las funciones de Massieu.
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En mecénica estadistica, los potenciales mas importantes son la entropia, la energia libre
de Helmholtz y el gran potencial. Su importancia reside en el hecho de que estos son los
potenciales que se calculan con del formalismo de la mecénica estadistica y, por lo tanto,

establecen la conexién entre la mecénica estadistica y la termodindmica.

Relaciones de Maxwell

Los potenciales termodindamicos son funciones de estado: dependen del estado del sistema
y no de como el sistema lleg6 a ese estado. La variacion de un potencial termodindmico
entre dos estados de equilibrio es simplemente la diferencia de los valores que toma en
cada estado. A partir de las formas diferenciales de cada potencial, uno puede calcular, a
menos de una constante aditiva, el potencial en cuestién. Esta lista de propiedades justifica
que estas funciones se designen como potenciales. Comparten las mismas propiedades que
los potenciales que aparecen en mecanica o en electromagnetismo.

Las formas diferenciales de los potenciales termodindmicos son una fuente de identi-
dades termodindmicas que serian dificiles de obtener por otros medios. Como se trata de
diferenciales exactos, las derivadas parciales segundas cruzadas deben ser iguales. Asi,

puesto que el diferencial de U es
dU =TdS — PdV + udN, (51)
podemos afirmar que
ay (% OPY (% Ty _ (% (52)
oV /s N B GRYAVANE ON /sy B oV /)sn’ ON /sy ~\ oS VN
Lo cierto es que estas relaciones no son las més interesantes. A partir de
dH = TdS + VdP + udN, (53)
se obtienen las identidades
oy (v vy (o oTy (o 5
0P /s N - \os PN ON /s - \op SN ON /s - \osS PN

Estas relaciones tampoco son causa de gran fascinacién. Las relaciones que se usan con

mayor frecuencia son las que se obtienen a través de F y G. La ecuaciéon
dF = —=SdT — PdV + pndN (55)
implica

sy _(op PN (i /Y (m (56)
oV /)y \3T/)yn’ \ON/py o \av/ " \oN/iy \aT /)y

Aqui, la ecuacién importante es la primera, porque relaciona una derivada de la entropia,

que no sabriamos muy bien cémo medir, con una derivada que es muy facil de medir. Por
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altimo, a partir de la forma diferencial de G,
dG = —SdT + VAP + udN, (57)

resulta, entre otras dos que no interesan mucho, la relacién

(@), =&, &

Esta es otra ecuaciéon que relaciona una derivada dificil de medir con otra que es facil de
medir.

Todo este conjunto de identidades entre derivadas cruzadas se conoce con el nombre de
relaciones de Maxwell, y puede extenderse considerando otros potenciales. Sin embargo,
las relaciones mds ttiles son las que involucran las derivadas de la entropia que hemos

sefialado antes.

Ecuaciones TdS

Muchas relaciones termodindmicas para los sistemas hidrostaticos pueden obtenerse a
través de las llamadas ecuaciones TdS. Manteniendo el nimero de particulas constante,

para estos sistemas el primer principio se lee como
TdS = dU + PdV. (59)

Al mismo tiempo, podemos escribir
TdS=T 0 dT+T 95 dv,
oT/, ov ),
0S 0S
=55 ~ | dP
TdS T(aT>PdT+T<aP)T ) (60)

ras=1(25) aver(2) an
oV /), oP/
Aqui simplemente hemos escrito las expresiones diferenciales de la entropia considerada
como funcién de distintos pares de variables. Nuestro objetivo es expresar estas ecuaciones
en términos de cantidades directamente medibles. La idea usar las relaciones de Maxwell
para expresar estas ecuaciones tnicamente en términos de las capacidades calorificas, de
la compresibilidad isotérmica y del coeficiente de expansion a presién constante (ademads
de las variables V' y T). En el camino deduciremos varias relaciones importantes.
Consideremos primero a S como funcién de T y de V, de modo que su forma diferencial
esté dada por la primera Ec. (60). Por definicién, en un proceso reversible a volumen
constante 6Q = CydT y ademads Q = TdS, por lo tanto, si dV =0,

TdS = CydT. (61)
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De modo que

2
1(2) e @
y
2s
TdS = CydT+T(—) 4aVv. (63)

Pero, por otro lado, mediante la primera relacion de Maxwell de la Ec. (56)),
0S oP
) S 4
(6V>T <aT)v, 6

Tds = CvaT+T(22) av. (65)
T/,

obtenemos

Finalmente, usando las relaciones

<g_‘];)v %) %) - (66)
(%> - [(%H] ! (67)

p (),
),

El coeficiente de expansion térmica a presion constante y la compresibilidad isotérmica se

1 [0V 1 [0V
=v(w), vlm), .

Asi, la primera ecuaciéon TdS se lee como

encontramos

definen segtn

.
TdS = CydT + K—“dv. (70)
T

La segunda ecuacién TdS puede obtenerse de manera similar. Ahora las variables son
Ty P, de modo que necesitamos las relaciones de Maxwell asociadas con la energia libre

de Gibbs, Ec. (58)),
0S oV
i = == = -V« 1
(5P)T (aT)p Ve ()
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Entonces,

0
Tas = CodT—T (2% ) ap, (72)
oT ),

o, en términos del coeficiente de expansion térmica a presién constante,
TdS = CpdT — TVadP. (73)

Esta es la segunda ecuacion TdS.
Si intentdsemos seguir el mismo método para obtener la tercera ecuaciéon TdS, en
seguida nos encontrarfamos con una dificultad dificil de resolver: no hay un potencial

termodindmico cuyas variables naturales sean V y P, y a partir del cual podemos calcular

(@), v (&),

La estrategia consiste en expresar dT en términos de dV'y dP y usar las otras dos ecuaciones

las derivadas

TdS. Tenemos

ol ol 1 KT

Entonces, a partir de la primera ecuacién TdS, Ec. (70),

C C
TdS = (T—“ + —V> dv + —Tgp, (75)
kKt V& 14

Si, por el contrario, partimos de la segunda ecuacién TdS, Ec. (73)), obtenemos otra expre-

sién para TdS en términos de dV y dP,

Tds = SP v 4 (—TVoch C‘:XKT) ap. (76)

Vo

Las dos expresiones tienen que ser equivalentes, de modo que la tercera ecuaciéon TdS se
puede escribir como

Tas = <Py + ST
Va

~dP. (77)

Lo notable es que, de la comparacién entre las Ecs. y (76), surge la siguiente identidad:

TV&?
Cr—Cy = . (78)

Es cierto que hay dos pares de términos para comparar, pero las dos comparaciones dan
por resultado la misma identidad.
Para obtener la otra relacién que figura en la guia, la idea es considerar como variables

a V, Py S. Cualquiera de estas variables puede ser escrita como funcién de las otras dos.
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(%) (% (g_]s))v = (79)
(&)= [(®),(&).] - ®
(%)) =), o

Entonces, la Ec. puede reescribirse como
( oS )
oP
v (82)

a_S )
v/,

donde ks es la compresibilidad adiabética. Las derivadas que figuran en el miembro de la

Por lo tanto,

Esto implica

Pero, por otro lado,

— Vkg = —

derecha estdn dadas explicitamente por la Ec. (77). Asi, luego de algunas simplificaciones,

CP KT
Cv ks

(83)
Resulta interesante que, usando las Ecs. y (83), las capacidades calorificas puedan
escribirse inicamente en términos de T, V, «, K, y Ks:

kso? TV ATV

Cy=—""—, Cp =
KT (KT — Ks)

: 84
— (84)

Finalmente, comparando las derivadas segundas cruzadas en las Ecs. (65) y (72)) obte-
nemos como varian las capacidades calorificas en respuesta a cambios infinitesimales en V

y P, respectivamente:

9Cy 2P 9Cp 02V
V) =T (= =) =—T(=—=) . 85
()., (), (G), ®



