Sobre algunos problemas de la guia 2

Problema 8.c

Laidea es contar la cantidad de maneras de distribuir n libros indistinguibles en m cajas indistinguibles.
Supongamos, para simplificar un poco el asunto, que m > n de manera que cualquier distribucién que
se nos ocurra es posible; de esta manera no restringimos la posibilidad de, por ejemplo, poner inicamente

un libro por caja. En este caso, es bastante sencillo convencerse de que

1. el problema es equivalente a contar las particiones enteras del nimero n; paran =4y m =7, por

ejemplo, podemos escribir
n=4=24+1+1=24+1414+0+0+0+0, (1)

e identificar esta particion con la situacién en la que ponemos 2 libros en alguna de las cajas, 1 libro

en otras dos cajas, y dejamos las demés vacias, y
2. mientras se satisfaga la condicion m > n, el valor de m, la cantidad de cajas, se vuelve irrelevante.

La cantidad de particiones p,, enteras (es el nombre usual, pero en realidad nos restringimos a los
enteros mayores o iguales a cero) de un nimero n es algo notoriamente dificil de contar: no existe una
formula cerrada que sea valida para cualquier n. Sin embargo, lo que si se puede obtener es una férmula

relativamente explicita para la correspondiente funcién generatriz
oo
F(z) =) ppa". (2)
n=0

En lo que sigue, vamos a ver que F'(z) puede expresarse en términos de una productoria infinita de la

siguiente manera:
o0

P(z) =[] -2""". (3)

i=1

Para convencernos de que esto es correcto, necesitamos considerar la expansiéon en serie de Taylor de
F(x). Esta expansién se arma a partir del producto de las expansiones de cada uno de los términos de
la productoria. Asumiendo que 0 < z < 1 (sin pérdida de generalidad dado que se trata de una variable

meramente auxiliar) tenemos la serie geométrica

1 _1331» = @) (4)
n; =0

Por lo tanto, tenemos

0

i=1 \n;=



Volvamos al caso de n = 4 y m = 7 para ver como funciona esta expansién. Las particiones no equivalentes

resultan ser

n=4=440+0+0+0+0+0
=3+14+040+0+0+0
=2424040+0+0+0
=2414140+0+0+0
=1+14+141+0+0+0,

4

o sea que py = 5. Esto deberia corresponder al coeficiente de la potenica xz* en la expansién en serie

de F(z) alrededor de z = 0. Ahora bien, la expansién del factor (1 — 2%)~! sélo contiene potencias no

4

negativas de z°, con lo cual lo tinico que puede contribuir a un término de orden z* es el término inicial

(2°)? = 1. Est4 claro que lo mismo vale para cualquier término con (1 — 29) con ¢ > 5. Por lo tanto,

podemos concentrarnos en el producto
4

i1 1
Fif@) =] -2t = (1—2)(1 —a2)(1 — 23)(1 — z)

i=1

:(1—|—:L‘—|—:E2—i—ac3—|—m4+---)(1—|—$2+x4—|—---)(1—|—m3+m6+--~)(1+x4—|—x8—|—---)

El punto es que, una vez hechas todas las distributivas relevantes, tendremos una contribucién a la potencia
x* por cada manera de combinar las potencias de cada factor de manera tal que sumen n = 4. Estas

combinaciones son

$4+0+0+0 ,$0+4+0+0 $0+0+0+4 ’$1+0+3+0 ,:L‘2+2+0+0 . (6)

9

A primera vista, si bien el resultado se corresponde con py = 5, no da la impresién de estar contando lo
mismo. La identificacién es un tanto mas abstracta: la idea es identificar a una potencia de la forma z"

. . <z 4 . . ey ’ .
proveniente de una combinacién de la forma n =), ,(n;4) con una particiéon donde el nimero i aparece

n; veces:
gHIH0H0H0 ey 4 =14141414040+0,
gOFPPEH0H0 ey 4=24240+04040+0,
gOFOTOF ey 4 =440+0+0+0+0+0,
g IFOFDSH0 ey 4 =341+4+040+0+0+0,
AT 4 =24 1414+04+0+0+0.

Esta identificacién funciona para cualquier caso. Es por esto que Fy(x) define una funcién generatriz para
las particiones enteras de n = 4, mientras que F'(z) directamente la define para todos los valores de n a la

vez.



La biyeccién que hemos establecido también nos permite estudiar qué sucede cuando m < n. En el
ejemplo anterior podriamos tomar m = 2, lo que nos darfa un total de 3 particiones pues dos de las que
teniamos deben ser descartadas: las que tienen mas de dos niimeros no nulos. En general vamos a necesitar

calcular
Dn,m = # maneras de escribir an como suma de exactamente m enteros positivos (7)

El resultado final a nuestra pregunta original (donde permitimos que haya cajas vacias) tomara entonces

la forma
m
# maneras de escribir an como suma de exactamente m enteros no negativos = E Pr,m - (8)
k=0

A primera vista, encontrar una funcién generatriz para py, ,, puede parecer mas complicado que para p;,.
Sin embargo podemos usar una simetria diagramatica muy simple para reformular la pregunta. Volvamos
a nuestro ejemplo de n = 4. Lo que vamos a hacer es asignar un diagrama de Young a cada particion.
Para esto, alineamos el total de n libros (cuadraditos) en distintas filas segiin en qué cajas los ponemos.

Por ejemplo, tenemos

| ‘ ~ 4=3+4+1 & 4=2472

Esta identificacién es uno a uno en términos de las distintas particiones. Ahora bien, existe una simetria

de reflexion, asociada a la operacién de trasponer filas y columnas:

L1 S

Lo interesante es que esta operacién asocia una particién en la que hay exactamente m = 2 cajas (la
cantidad de filas en el diagrama de la izquierda) a otra particién en la que la cantidad méxima de libros
por caja es también m = 2 (la cantidad de columnas en el diagrama de la derecha). Como la identificacién

es uno a uno y es valida para cualquier diagrama (particién), concluimos que
Pn,m = # maneras de escribir an como suma de enteros positivos menores o iguales a m . (9)

Pero esto es mucho mas facil de contar! Simplemente necesitamos no permitir que en la particién aparezcan
factores (1 —z%)~! con i > m. Por lo tanto, siguiendo la légica del problema anterior, vemos que la funcién

generatriz toma la forma

=1

Gm(r) = an,mxn = H(l - xi)_l . (10)
n=0



En nuestro ejemplo, teniamos m = 2, por lo que basta ver que

— 1 — 2 3 4 PR 2 4 e
Ga(z) = ) =(l+z+a?+2’+a" + ) (2P +a2" + )

:---—|—x4X1+O+x2X1+1X2+x0+2X2—|—---

donde, en el Wltimo paso, nos concentramos en potencias de la forma z* porque tenfamos n = 4. Cémo
esperabamos, con la restriccion de tener a lo sumo 2 cajas quedan quedan 3 de las 5 particiones originales.

Para ser precisos, las que quedaron fueron

D:I:I:‘ < 4=1+1+1+1 « 4=24+1+1 < 4=2+2

que son las armadas con nimeros menores o iguales a 2. Las que corresponden a separar en como mucho

2 cajas seran entonces las reflejadas:

~ 4=44+0 | ‘ ~ 4=3+1 & 4=2+2

Problema 9

Cantidad de maneras de distribuir n libros indistinguibles en m cajas distinguibles que, ademas, pueden
contener hasta k libros. Definimos a esta cantidad como py, 4, k-

Haciendo uso de la misma légica del problema anterior, vamos dar la intuicién y proponer una funcién
generatriz de manera directa. Si nos concentramos en una caja, las distintas posibilidades de ocupacién
(cantidad de libros que ponemos en esa caja) son 0, 1,2,...,k, lo que puede capturarse con los coeficientes

del polinomio
k

ij:1+x+x2---+xk. (11)
§=0

Podemos hacer lo mismo para cada caja. Ademds, las ocupaciones de las distintas cajas son todas inde-
pendientes entre si, salvo por la restriccién de que el total de libros tiene que sumar n. Por lo tanto, la

funcién generatriz toma la forma
o0
Hog(@) =Y prgmga” = (L+ @ + 2%+ 25)™. (12)
n=0

En otras palabras, p,m, i es el coeficiente de la potencia 2" en la expansién en serie de H,, (x). Por

ejemplo, para k = 1 tenemos

(1+2)" = i (Z:) 27 S Pumi = (Z) . (13)



Simplemente estamos eligiendo qué n cajas van a tener un (tnico) libro de las m totales. Este caso tiene
relevancia en modelos de fermiones, donde cada caja representa un estado, y cada libro una particula, de
manera que, por el principio de exclusién de Pauli, cada estado no puede estar ocupado por més de una
particula.

Para el caso general, usamos que

) X 1— xk+1
l+x+z°-+2x =4 (14)
-
de manera que
1— l‘k—H m
Hp i(2) = (1—95) : (15)

Usando que

(1 _ mIc—i—l)m _ zm: (T) xj(k—i—l) (16)
=0

y que

(14a) ™ =1 —ma + sm(m + 1o ~ %m(m )22 4= 3 (1) <m _@'1 + Z):p (17)
i=0

y masajeando un poco el producto de sumatorias, llegamos a nuestra expresién final
) _i(_l)r<m1+nr(k+l)><m> (18)
n’m’k_rzo m—1 r)’
donde R es la parte entera de n/(k + 1).
Les queda convencerse de que esto es cierto, usando por ejemplo el método de inclusién-exclusién, es

decir, contando el total de posibilidades sin restricciones y restando las situaciones en donde hay r cajas

con mas de k libros, como hicimos en clase para otros problemas.

Problema 17

En clase resolvimos el problema 18 calculando de varias maneras el nimero de desarreglos de una secuencia
de n numeros. Dada una permutacion al azar, la probabilidad de que se logre desarreglar n niimeros que

obtuvimos era de la forma

k=0

Quedo pendiente usar esto para contestar la pregunta del problema 17: jdada una serie de permutaciones
de N elementos elegidas al azar, en promedio, cuantos nimeros quedan fijos en su posicién original?

Lo que queremos calcular es, por definicién,

N
(ny=> nPy(n), (20)
n=0



donde hemos introducido
Py (n) = probabilidad de que exactamente n elementos (de N) queden fijos ante una permutacion al azar .

Usando los desarreglos, podemos calcular esta probabilidad de la siguiente manera:

Py(n) = @) dven = 37 <JZ> (N = n)lpx—n = ~pv . (21)
En pocas palabras, elegimos los elementos que van a quedar fijos y desarreglamos los demés. Por lo tanto,
tenemos N N Nen
<n>=20:!pN_n=Z PN 212 n_w (22)
n— n=1 k=0

Un poco sorprendentemente si pensamos el problema de esta manera, el resultado muy simple, y en

particular es el mismo para cualquier valor de N:
(n)y=1. (23)

Para ver que lo que habiamos obtenido es sélo una manera horriblemente poco practica de escribir al
numero 1, basta seguir los pasos
N-1 1 N—1 m N—1 m (_1)k N N-—n (_1)k
1= 1 —1)m k= — = — 24
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En el ultimo paso hemos definido n = m — k + 1.
Como podria esperarse, hay una manera mucho més directa de obtener este resultado. Para esto
haremos uso de la propiedad de linealidad del valor medio. Podemos definir variables booleanas x;(c) de

manera tal que, para cada permutacién o de la secuencia 123 ... N, tomen los valores

1 si el ntmero i queda fijo
€Ty = . (25)

0 si no

Asi, podemos escribir la probabilidad que calculamos arriba como
Py(n)=P(z1+ - +an=n). (26)

A partir de esta expresién, el valor medio toma la forma
= nP(z1+- +ay=n), (27)

por lo que podemos cambiar la suma en n por la suma sobre los distintos valores de los z; (sin dejar de

pesar correctamente cada caso):

<n) = Z (i1+"'+iN)P(x1:ilﬂxQZigﬂ”'ﬂa}N:iN)

11,12,...,in=0,1

= Z Z ({L‘l:ilﬂl‘gzigﬂ"'ﬂZUN:iN)

j=114;=0,1 'Lk#y—o 1



Pero en la ultima linea estamos sumando sobre todo lo que puede pasar con las variables x;.;, que es

equivalente a preguntarse solo por lo que pasa con x;. En otras palabras,

Z P(wl:ilmwg:igﬂ--'ﬁ.’BN:iN):P(.%‘j:ij).
ik =0,1

Para un 1unico elemento (cualquiera), es facil ver que

o (N —=1)! 1 _
de donde finalmente obtenemos
N 1 1
j=1
o simplemente
N 1

i=1

No hacia falta, entonces, calcular los desarreglos para responder esta pregunta!

(28)

(31)



