Fisica Tedrica 3 — primer cuatrimestre de 2025

Clase practica del 31/3 - Problema 9

m Definicién de gas ideal. Considere la clase de sistemas hidrostéticos simples definidos
por las siguientes condiciones:

e Si Ty N son constante, entonces la energia interna no depende de V.

e Si Ty N son constantes, entonces la entalpia no depende de P.

e El sistema es extensivo.

Nos referiremos a tales sistemas como “gases ideales”. Encuentre la ecuacién de estado, la

energia interna y la entropia.
m Solucién. Es claro desde el comienzo que debe ser

donde u y h son funciones todavia por determinar, pero que dependen de una sola variable.
¢Por qué es claro? Porque se dice que la energia considerada como funcién de Ty V no
depende del volumen y porque el sistema es extensivo; andlogamente para la entalpia. Si

la energia no depende del volumen, entonces
U(T, V,N) = U(T,N). (2)

Si esto tiene que ser una cantidad extensiva, la tnica posibilidad es que U(T,N) sea
proporcional a N, digamos, U(T,N) = Nu(T).

Puesto que H = U + PV, podemos concluir inmediatamente que PV = NJ(T), donde
F(T) = h(T) —u(T). A través del primer principio, las derivadas de U y H contienen
informacion acerca de las capacidades calorificas y de la ecuacion de estado. Dadas las

condiciones del enunciado, tenemos que

ou oH
(W)T,N =0 (wh =0 ®)

Para analizar las consecuencias de la primera condicién, necesitamos escribir el diferencial
de la energfa interna considerada como una funcién de T, V 'y N. A partir del primer

principio,
dU =TdS — PdV + udN. (4)

Aplicando la primera ecuacién TdS, obtenemos

oP ou
= — —P —T| = N.
dU = CydT {T ( aT)V,N } av + [u T < aT)WJ a (5)
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El tltimo término no habia aparecido en el Problema 7 porque alli asumimos que el ntimero
de particulas era constante; no es dificil de deducir y, ademads, en este problema no tiene

ninguna importancia. Entonces, segun la primera de las condiciones de la Ec. (3), debe ser

La segunda condicién en la Ec. (3) puede ser tratada de un modo similar. Tenemos
dH = TdS + VdP + udN. (7)

Usando la segunda ecuacién TdS, resulta

oV o
- 1 (Y T dN.
dH deT+[ T(5T>p,N+V} dp + {u T(aT>P’J (8)
Asi, la segunda condicion en la Ec. (3]) implica
vt (X)) . )
oT /o n

Las Ecs. () y (9) se pueden integrar inmediatamente:
V=APN)T, P=B(V,N)T. (10)
De la comparacién de estas dos ecuaciones, podemos concluir que
A(P,N)P =B(V,N)V. (11)
Esto es posible si y s6lo si
A(P,N)P =B(V,N)V =D(N). (12)
Reemplazando en la Ec. ([10]), obtenemos
PV =D(N)T. (13)
A su vez, la condicién de extensividad implica
D(N) = NK, (14)

donde K es cierta constante que puede depender, en principio, de la sustancia en cuestion.

Entonces,
PV = NKT. (15)

Vimos al comienzo que la extensividad y las condiciones (3|) restringen la forma de las

funciones U y H a las expresiones dadas en la Ec. (1. Podemos relacionar u y h con los
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calores especificos. Dado que U es independiente de V y H es independiente de P, resulta

ou oH
<ﬁ>v1\1 = Cy(T,N) = Ncy/(T), (ﬁ)PN = Cp(T,N) = Ncp(T). (16)
Comparando con las Ecs. (1)), vemos que
uw(T) = cv(T), R(T) = cp(T). (17)
Estas ecuaciones pueden integrarse:
T T
W) —uo+ | dTey(t), h(T)=ho+ | drenlr) (18)
To To

donde uy y hy son constantes de integraciéon y Tp es una temperatura de referencia arbi-

traria. Finalmente,

T T
U(T,V,N) =N [uo—l—J dT CV(T)] , H(T,P,N)=N [ho—l—J

To To

dT CP(T)‘| . (19)

Las constantes 1y y hp no son independientes entre si. Segtn el Problema 7, cp — cy = K.
A partir de la Ec. (18)) y de la identidad

P
h(T) =u(T) + WV =u(T) + KT, (20)
obtenemos
ho = ugy + KT,. (21)

Para calcular la entropia, notemos primero que, usando los resultados anteriores, la

primera ecuacién TdS puede escribirse como

dsS

Ney (T) NK 2S
- ar av+ (—) dN. 99
T Tyt (aN)T)V (22)

La extensividad implica que

S(T,V,N) :NS<T, %) (23)

Por lo tanto, la Ec. (22)) requiere que

0s . C\/(T) 0s o E
ﬁ(T)V) - T ) E(T)V) - v . (24)

Podemos integrar estas ecuaciones:

-
T

s(T,v) = so +J dT cv(T)
To Vo



4 Fisica TEORICA 3 - 2025 1cC

donde sy es una constante de integracion y donde Ty y vy son puntos arbitrarios de

referencia. Entonces,

+ Klog — (26)

JT ar V) Vi,
T T \)ON

S(T,V,N) = Ns(T, %) —N [so +

Sin més informacién, no es posible decir mucho mds acerca de los calores especificos, de
modo que la entropia depende de cierta funcién desconocida y de varias constantes por
ahora indeterminadas.

Si asumimos que ¢y = K¢, donde c es constante, entonces

U(T,N) = CNK(T —To) + Nuy,

(27)

So T A%
=NK |— log — + log —| .
S(T,V,N) {K +c ogTO—I— OgvoN}

Aqui uy es una constante. Para fijar ideas, supongamos que U(0,N) = 0. Entonces, la

entropia como funcién de la energia toma una forma relativamente simple:

u\“v
_ ) Y 2
st -l (4) Y1 -
donde
8o (cKTp)©
A—K log[ ™~ } (29)
El potencial quimico es
N u\“v

Esta expresion mezcla un poco las variables, ya que aparecen T y U, aunque la relacién
entre estas dos cantidades es muy simple. Como el sistema es extensivo, el potencial

quimico también puede obtenerse a partir de la relaciéon de Euler:

u\°v
Nu:U—TSJrPV:cNKT—NKT{A+log[<—> N”“\’KT

:—NKT{A_C_]JFIOg[(%)C%H.
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En términos exclusivamente de la temperatura, el volumen y el niimero de particulas,

N

:—KT{%—log[(diTO)c] —c—1 —i—log{(cKT)c %1} (32)
0

So T N Vv
—KT{-2 T—log|(=—] —1¢.
e () wl)

En términos de la temperatura y de la presion:

So To CPVO

w(T,V,N) = —KT {A— c—1+log {((:K)C X} }




