Fisica Tedrica 3 — primer cuatrimestre de 2025

Guia 3: Ensambles

1. Un sistema estd compuesto por N elementos distinguibles y no interactuantes. Cada

elemento puede estar en dos estados, con energias 0 y € > 0, respectivamente.

a)
b)

d)

f)

g

h)

i)

j)

Encuentre el nimero ()(E) de microestados con energia E.

En el ensamble microcanénico, asumiendo que las poblaciones de cada estado son
mucho mayores que uno, calcule S(E), B(E) y S(3). Escriba y grafique la entropia

por elemento en funcién de la fraccién x de elementos en el estado con energia e.

Calcule la funcién de particion en el ensamble canénico mediante los siguientes
métodos: i) a través de Q(E), organizando la suma sobre los estados del sistema
segin los valores de la energia; ii) organizando la suma sobre los estados del

sistema como una suma sobre los estados de cada elemento.

En general, ;bajo qué condiciones la funcién de particion de N elementos distin-
guibles, no necesariamente de la misma especie, puede escribirse como el producto

de las funciones de particiéon de cada elemento?

A partir de Z, calcule Q(E). Aunque en este sistema no hay una diferencia notable,
a veces es més fécil ir desde el ensamble canénico al microcanénico que a la inversa.

En el lenguaje de los problemas de combinatoria, ;qué es Z(3) en relacion a Q(E)?

En el ensamble canénico, calcule la energia media y la entropia como funciones
de B y escriba la entropia como funcién de la energia media. Compare con los

resultados del ensamble microcanoénico.

En el ensamble canénico, considere un elemento determinado del sistema. ;Cual
es, en funcién de la temperatura, la probabilidad de encontrar a este elemento en
cada uno de los estados posibles?

La misma pregunta, pero en el ensamble microcanénico. ;Cémo se comparan
estas probabilidades con las calculadas en el ensamble canénico? ;Cémo puede

interpretarse este resultado? ;De qué condiciones depende?

Demuestre que, en general, la variancia de la energfa en el ensamble canénico es

o = ((E—(E)) = (%)~ (B) = -2

Calcule la fluctuacién relativa o¢/ (E) para el sistema de los dos niveles. La equi-
valencia con el ensamble microcanénico requiere que og/(E) < 1. ;Bajo qué

condiciones esto es cierto?
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2. Un sistema estd compuesto por N elementos distinguibles, no interactuantes. Los esta-
dos de cada elemento estdn numerados por un indicen; =0, 1,...,coni=1, ..., N.

Un elemento en el estado n tiene energia E,, = hwn.

a) Muestre que la energia del sistema puede tomar los valores E,, = hwm, donde
m=20,1,...

b) Calcule la multiplicidad QO(m) del macroestado con energia E,,.

c) Asumiendo que m y N —m son mucho mayores que 1, calcule la entropia, primero

como funcién de la energia y luego como funcién de (3.
d) Calcule la funcién de particiéon en el ensamble canénico.
e) Encuentre la energia media y el calor especifico y grafiquelos como funcién de (3.

f) Calcule la entropia y compare el resultado con el del ensamble microcanénico.

3. El método del término maximo. Muchas veces es necesario calcular sumas de la forma
N
Z=) o(N,j),
j=1

donde N >> 1. Estas sumas no suelen tener una expresion en términos de funciones

elementales y, ademads, no estamos interesados en Z, sino en log Z. Muestre que si
log o(N,j) = Ng(Z) + o(N),

y g(x) alcanza en [0,1] su médximo en un tnico punto x* en el interior del intervalo,
entonces
: 1 1 1 N %
]&gnooﬁlogz = Jgnwmaxﬁlog o(N,j) = g(x*).
Esto justifica la aproximacién % log Z ~ g(x*) cuando N > 1. Este resultado, con algunas

variaciones, se usa en muchos problemas.

4. Defectos de Frenkel. Una red cristalina estd formada por N particulas que pueden
ocupar dos clases de sitios: los N sitios regulares de la red y N’ sitios intersticiales (ver
la figura de la pagina siguiente). Los ntiimeros N y N’ son mucho mayores que 1y del
mismo orden de magnitud. Cada particula en un sitio intersticial representa un defecto
Si W > 0 es la energia necesaria para producir un defecto, encuentre el nimero medio n

de defectos como funcién de T y su varianza. Muestre que si e P < 1, entonces
n =~ vNN/e BW/2,

Resuelva este problema en los tres ensambles. En el ensamble microcanénico, asuma
que N —n, N’ —n y n son mucho mayores que 1. En el ensamble canénico, use el
método del término maximo. En el ensamble gran canénico, note que el valor medio del

namero de particulas tiene que ser igual a N.
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Cuando N, N’ y n son mucho mayores que 1, n deberia ser el mismo en los tres
ensambles, pero las fluctuaciones serdn, en general, diferentes. En este aspecto, jcudl

ensamble se ajusta mejor a un sistema real?
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5. (Dalvit et al., problema 3.24). Un fluido de particulas que interacttian con un potencial
repulsivo puede ser modelado como un “gas reticular”. Considere un recipiente de
volumen V dividido en N celdas, cada una de volumen v = V/N, comparable al volumen
de una particula. Una celda desocupada u ocupada por una sola particula tiene energia
cero. Una celda ocupada por dos particulas tiene energia € > 0, y ninguna celda puede
estar ocupada por mds de dos particulas. En el ensamble gran canénico, encuentre la
energia media por celda, la concentracién de particulas ¢ (ndmero medio de particulas
por celda) y la presién P en términos de la temperatura y de la fugacidad. En términos
de T y c, encuentre expresiones aproximadas para la energia media por celda y para la
presién en los limites en los que ¢ es muy pequefia 0 muy cercana a su maximo valor.
Finalmente, resuelva el problema en el ensamble canénico y compare los resultados de

los dos métodos.
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6. Un sistema estd formado por las N? casillas fijas y distinguibles de un tablero cuadrado
de ajedrez, con N > 1. Cada casilla puede estar en dos estados: en uno de los estados
estd ocupada por una torre y su energia es € > 0; en el otro estado, estd vacia y su energia
es 0. Hay, ademds, una energia de interaccién entre las casillas. Si las torres ocupan
posiciones no atacantes, la energia de interaccién es 0. Si hay dos torres en posicién de

atacarse entre si, la energfa de interaccién es infinita. El sistema estd a temperatura T.

a) Primero péngase de acuerdo en cudl es el sistema: ;las casillas o las torres?
b) Encuentre el nimero medio de torres sobre el tablero en funcién de N, T y e.

c) Calcule la entropia del tablero.

)¢

L

)¢

2

Una configuraciéon de torres no atacantes en un tablero de 8 x 8.

7. Un grafo es un conjunto de vértices o nodos distinguibles, donde cada par de nodos
puede estar conectado a lo sumo por una arista. Los estados del grafo se especifican
indicando qué pares de nodos estan conectados por una arista. En la figura se muestran
dos estados posibles de un grafo con seis nodos y tres aristas.

Vaaya

Considere un grafo con k nodos y suponga que cada arista tiene una energia € > 0.

a) ;Cual es el nimero méximo de aristas N?
b) Calcule el nimero medio de aristas en funcién de f3.

c) El grado g de un nodo es igual al ntimero de aristas que se conectan con él. Elegido
un cierto nodo, escriba la distribucién de probabilidad para g y calcule su valor

medio como funcién de la temperatura.
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8. Gas ideal

a) Resuelva el gas ideal en el ensamble microcanénico calculando el volumen de la
region acotada por la superficie de energia E,

d3NT dBNp
S(E,V,N) =k logQ(E,V,N), donde Q(E,V,N) :J — SN
ypr<eme  TNI
b) Encuentre la funcién de particiéon Z(3,V, N) del gas ideal en el ensamble canénico.
Calcule F, U, S, P y u como funciones de T, V y N. Compare con los resultados del
ensamble microcandnico.

c) Encuentre la funcién de particion Z(B,V,z) del gas ideal en el ensamble gran
canoénico. Obtenga la ecuacion de estado y la fugacidad z(T, V, N). Calcule S(T, V|, N)
y compare con los resultados de los otros ensambles.

d) Resuelva el gas ideal en los tres ensambles para el caso bidimensional: ¢y, S(T, V, N),
U(T,V,N), P(T, V,N) y z(T, V,N).

e) Resuelva el gas ideal en dos y tres dimensiones, en los tres ensambles si ahora las
particulas son ultrarrelativistas, e(p) = cp.

9. En dos dimensiones, el problema del gas ideal relativista de particulas con energia

e(p) =/ (me2)2 + (pe)?
puede resolverse en términos de funciones elementales.

a) Calcule la funcién de particién canénica para N particulas.

b) Encuentre la ecuacién de estado, P(T, A, N}, donde A es el drea ocupada por el gas.
¢) Encuentre la entropia por particula, s(T, A, N).

d) Encuentre la energia por particula, u(T, A, N), y grafiquela como funcién de T.

e) Encuentre el calor especifico por particula a drea constante, ca (T, A, N). Grafiquelo.

f) A partir de las funciones 1y c, analice los limites no relativista y ultrarrelativista.

10. Un gas ideal cldsico estd compuesto por N particulas de masa m atrapadas en un
potencial armonico isétropo, V(r) = Jmw?r?.

a) Usando el ensamble microcanénico, encuentre S(U,w,N), U(T,w,N) y el calor
especifico a w constante.
b) Calcule la funcién de particion canénica. Verifique los resultados del item anterior.

) Usando el teorema de equiparticion, encuentre (r?) para una particula del gas.
¢Cudl es la escala tipica de la densidad de particulas? ;Cémo debe tomarse el

limite N — oo para que la densidad media permanezca acotada.
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11. Cuando se calcula la funcién de particiéon de un gas ideal, debe integrarse en el espacio
de fase. Considere un gas ideal bidimensional en la superficie de una esfera. Elija
coordenadas generalizadas, escriba el hamiltoniano y calcule la funcién de particién
canénica, la energia media y la ecuacién de estado. Idem para un gas ideal en la

superficie de un toro no degenerado y sin auto-intersecciones.

12. Un gas ideal compuesto por N particulas de masa m estd contenido en una caja ctbica

de volumen 2V. Una mitad de la caja esta a potencial cero y la otra a potencial € > 0.

a) Encuentre la fraccién de particulas, la energia y la presién en cada mitad de la caja
en funciéonde T, V y N.

b) Calcule la probabilidad de que haya n particulas en una mitad u otra de la caja.
Verifique que los valores medios de particulas coincidan con los del item anterior.

¢) Calcule la varianza en el namero de particulas en cada mitad de la caja. Analice los

casos extremos € = 0y € — oo. Grafique cada varianza como funcién de x = e P¢.

13. Una superficie con sitios adsorbentes estd en equilibrio con un gas ideal de particulas
de masa m, a temperatura T y presiéon P. Cada sitio puede adsorber una particula. Un
sitio vacio tiene energia nula. Un sitio ocupado tiene una energia —e,. Muestre que la
fracciéon media de sitios ocupados es

P
O(T,P) = ———
y escriba la funcién Py (T).
- oo v i
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14.

15.

16.

17.

18.

El modelo BET. Una superficie con sitios adsorbentes esta en equilibrio con un gas ideal
compuesto de particulas de masa m, a presion P y temperatura T. Cada sitio adsorbente
es capaz de alojar un namero arbitrario de particulas, formando una multicapa. Un sitio
vacio tiene energia cero. Un sitio con una sola particula adsorbida tiene energia —ey;

por cada particula adicional, la contribucién a la energia del sitio es —e;.

a) Encuentre la funcién de particién gran canénica de un sitio adsorbente.
b) ¢Cual es el niimero medio de particulas adsorbidas por sitio como funcién de T y P?

c) Encuentre la fraccion media de sitios ocupados como funcién de T y P.

s 898

Una superficie con sitios adsorbentes esta en equilibrio con una mezcla de dos gases
ideales a temperatura T. Las fugacidades de cada especie de particulas son z; y z,.
Cada sitio puede adsorber hasta dos particulas. Las energias de adsorcién por particula

son —e; y —€;, dependiendo de la clase de particula.

a) Encuentre el niimero medio de particulas por sitio de cada especie.

b) Encuentre la fraccion media de sitios para cada posible estado de ocupacién.

Una superficie con sitios adsorbentes estd en equilibrio con un gas ideal de particulas
de masa m, a temperatura T y presion P. Cada sitio puede adsorber una particula.
Un sitio vacio tiene energia nula. Los estados de una particula en un sitio ocupado se
caracterizan por un ntimero enteron =0, 1, ... y tienen una energia e(n) = —eo + hwn,
con w > 0. Muestre que la fraccién de sitios ocupados puede escribirse igual que en el
problema (13| y encuentre la funcién Py(T).

Calcule la funcién de particién canénica de un cuerpo rigido de masa m y momentos de

inercia principales I; < I, < I3 respecto de su centro de masa.

Modelo cudntico para una sustancia paramagnética. La proyeccién del momento mag-
nético de una particula en la direccién del campo magnético externo B es gugm, donde
m puede tomar los valores j, j — 1, ..., —j + 1, —j; g es el factor de Landé y up es
el magnet6n de Bohr. Aqui, j > 0 es un multiplo de 4, cuyo valor estd fijo. Calcule
la magnetizacion M (momento magnético por unidad de volumen) de un cuerpo que
contiene n de tales particulas por unidad de volumen. Encuentre la susceptibilidad
magnética, x = 0M/0B|g_o, y compare este resultado con la ley de Curie. Suponga que

la interaccién entre las particulas es despreciable.
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19.

20.

21.

22.

Modelo clasico de Langevin para una sustancia paramagnética. Antes del surgimiento
de la mecénica cuantica, Langevin explicé el paramagnetismo suponiendo que cada ion
paramagnético posee un momento magnético permanente u, libre de orientarse en todas
las direcciones y que, sometido a un campo B, tiene una energia E = —u - B. Calcule
la magnetizaciéon y la susceptibilidad en este modelo y verifique que se obtienen los
resultados del problema [18|en el limite j — oo, identificando |u| con gug;j.

Suponga que el momento magnético de un sistema es m. En los casos mds sencillos, el
efecto de la interaccién con un campo magnético externo B es la adicién de un término
Bm - B al factor de Boltzmann. Puesto que la magnetizacién media no necesariamente
estd en la direccién del campo externo, en general la susceptibilidad es un tensor, cuyas

componentes cartesianas son:

Xy = 0Bj |p_o

En las situaciones més simples, Xi; = X8ij. Muestre que el tensor susceptibilidad puede

escribirse como:

Xy = B ((mimy) — (my) (my) ) [5_, -
La utilidad de esta expresion estd en que no es necesario calcular (m) como funcién de B.

Dos dipolos magnéticos tienen momentos 1y = Hony y 12 = HoNy, respectivamente. Los
versores n; pueden orientarse en cualquier direcciéon. Los dipolos estdn en posiciones
tijas y su energia de interaccién es E(py, ny) = —J py - py. El sistema estd en equilibrio a
temperatura T y el campo magnético externo es nulo. Se define K = 3Ju3.

a) Calcule la funcién de particién canodnica.
b) Calcule y grafique la energia media como funcién de K.

¢) Encuentre la susceptibilidad como funcién de K y analice su comportamiento en
los limites K — —oo y K — oo. Interprete los resultados comparandolos con la

susceptibilidad de un solo dipolo.

Una cadena lineal esta formada por N elementos, donde N es par. Cada elemento puede
estar en dos estados, con energias cero y € > 0, respectivamente. No hay una direccién
privilegiada desde la cual leer la secuencia de los estados de los elementos. Por ejemplo,
si N =4, los estados 1000 y 0001 son indistinguibles. Se define x = e P¢.

a) Encuentre la funcién de particién en el ensamble canénico.
b) ¢Es extensivo el sistema respecto a N? ;Qué sucede en el limite N — o0?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que el sistema esté en una configuracién simétrica?

(Qué sucede en el limite N — co?
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23. N espines ocupan los N sitios de una cadena lineal. Cada espin puede estar en dos
estados, | y 7. Un espin en el estado | tiene energia cero. Un espin en el estado 1 tiene
energia €. Ademds, no puede haber dos espines consecutivos en el estado 7.

a) ¢Cudl es el numero Q(j) de estados de la cadena con j espines en el estado 1?

b) Escriba la funcién de particién exacta Z(3,N) en el ensamble canénico.

¢) Asumiendo que N > 1, encuentre la fraccién media X([3) de espines en el estado 7.
Cuando Be — 0, ja qué valor tiende x(f3)?

d) Encuentre la dispersiéon cuadrética media de x, es decir, <(x — >_<)2>.

Ayuda: Para N =4y j = 2, hay tres estados. Si se agrega un espin | al final de la cadena,
el namero de estados sigue siendo Q(j), pero ahora es mas fécil contarlos: las cadenas
de N +1 espines, terminadas en un espin | y que no tienen dos espines 1 consecutivos se
pueden descomponer en bloques de dos tipos: bloques de pares de espines 1| y bloques
de un espin |. Todo lo que resta es permutar esos bloques.
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