Fisica Teérica 3 — primer cuatrimestre de 2025

Guia 7: cadena de Ising abiertd|
m Problema 2. Considere una cadena abierta de N espines.

a) Muestre que la funcién de particion estd dada por Zy = Tr(qN'Q), donde q es la

matriz definida en el Problema 1 y Q es la matriz con elementos Qs = e3bls+s) _
y%(s+s’ ).

b) Para calcular Zy;, es necesario conocer los elementos de qN~'. Usando notacién de

Dirac, q* = A* (J4) (+]) + A* (|-) (—]), donde q|+) = AL |£). Como la matriz q
es simétrica, es suficiente introducir un sélo conjunto de autovectores. Puesto que
son vectores ortonormales en el plano, [+) y |—) tienen componentes (cos @,sin @) y

(sin @, — cos @), respectivamente. Demuestre que

cot 2¢ = e*“sinh b. (1)

c) Con estos resultados, calcule explicitamente Zy.

d) Muestre que ]\}im ﬁlog Zn = logA;, de modo que, en ese limite, se recuperan los
—00

mismos resultados que para la cadena cerrada.
m Definamos K = 3] y b = 3uB, como en el Problema 1. La funcién de particién es

ZN — § eKS1SZebS1 eKSZS3eb52 .. eKSN,25N71 ebSN,Z eKSN,1SNebSN,1 ebSN . (2)

{s}
Podemos escribir el término general en esta suma como

e% bsy eKS]Sze%b(S]+32)eKSZS3e%b(Sz+S3) %

X esN-2sNa e%b(SNfzJFSNfl)eKSNf] SN e%b(SNquSN)e%bSN .

Introduciendo la matriz de transferencia ¢, queda

le] leN —
e qS]quSZS:), "'qSN725N71q5N71SNeZ - q3152q5253 "'qSN725N71q5N71SN QSNS1’ (4)

donde Qqy = y2(:+s'), con y = e®. Luego,
Zn =Tr(q" Q). (5)

Cuando calculamos la funcién de particién para la cadena cerrada, s6lo fue necesario

conocer los autovalores de q,

Ay =eX (COShb + V/sinh? b + e*4K> . (6)
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Ahora necesitamos conocer todas las componentes de q™N~'.

La matriz q es simétrica.
Usando la notacién de Dirac, sean |[+) y |—) sus autovectores normalizados, correspondi-

entes, respectivamente, a A y A_. Entonces, la matriz q puede escribirse como

q=Ay (I+) (+) +2A- (=) (=D (7)

Esta notaciéon nos evita tener que diagonalizar explicitamente la matriz q. Como los

autovectores son ortonormales, es f4cil ver que
q* =A% () (+H) + A5 (=) (D). (8)

Para poder avanzar, necesitamos calcular los autovectores |+). Empezaremos por escribir
las ecuaciones que determinan los autovectores sin normalizar [V,). Arbitrariamente,

podemos elegir sus primeras componentes iguales a 1:

Va) = (1,a)". (9)
Entonces,
Xy — As + oax . (10)
Esto implica
o = —e*Fsinhb + \/1 + (e2K sinh b)*. (11)

Vi) = (1,—2:1: V1 +ZZ)T, (12)

donde z = e*sinhb. Puesto que los autovectores |+£) son vectores ortonormales en el

plano, debe ser posible encontrar un angulo ¢ tal que
[+) = (cos @,sin@)", |=) = (sin@,—cosp)". (13)

Para calcular ¢ es suficiente con los autovectores sin normalizar:

1
tan @ = & = 5 (14)

Es decir,
tan @ = —z+ /1 +z2. (15)

No es especialmente dificil escribir esta relacién en términos mds simples: cot 2¢ = z. Por

construccién, 0 < ¢ < 17 Asi,

1
COSZ(P = SiDZ(P = ﬁ. (16)
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Volviendo a la Ec. (), luego de unos calculos que no ofrecen mayor dificultad, obtenemos

e 2X +sinh?b

Ve4K +sinh? b

e 2X +sinh? b

Ve4K +sinh?b

In = 7\?’1 lcoshb +

+ AN [coshb —

En el limite termodindmico, lo que nos interesa es la energia libre por espin:

F 1
—% = NlogZN.

Para analizar esta expresion cuando N — oo, reescribamos la Ec. (17) como

_JK . hz
VAN, :qu lcoshb—l— ¢ - sinh’ b ]

Ve4K +sinh?b

il (A_)N_1 coshbv/e4K +sinh?2b — e 2K —ginh? b
Ay coshbv/e—4K £ sinh? b + e—2K 4 sinh? b .

Debido a que A > [A_|, cuando N — oo,

BF
_W — IOg }\+,

que es el mismo resultado que obtuvimos en el Problema 1 para la cadena abierta.

(17)

(18)

(19)

(20)



