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Segundo parcial resueltdf’]

m 1. Un recipiente de volumen constante V estd dividido en dos compartimientos mediante
un tabique movil y conductor del calor. Los compartimientos tienen voltiimenes variables
Vi y V.. En el primer compartimiento, hay N bosones de espin s;, mientras que en el
segundo, hay N bosones de espin s, > s;. Las degeneraciones son g; y g,. Las dos clases
de particulas tienen la misma masa m. El sistema estd a temperatura T. Los dos gases estdn
en el limite termodindmico. La idea es describir el comportamiento de la fracciéon V;/V,

como funcién de T.

a) Calcule V;/V, a temperaturas lo suficientemente altas como para que valga el régimen

clasico. Dé las condiciones para la validez del resultado.

b) Para una temperatura T lo suficientemente alta como para que no haya condensados,
encuentre el sistema de dos ecuaciones que permite calcular V;/V, para un valor dado
de alguna de las fugacidades, y diga como se relaciona dicha fugacidad con T.

c) Calcule la primera correccién cudntica al resultado del item

d) Imagine ahora que se parte del régimen clasico y se hace descender la temperatura
muy lentamente. Diga qué gas condensa primero y dé un sistema de dos ecuaciones

que permita calcular V;/V, en la correspondiente temperatura critica.

e) Describa como evoluciona el sistema si se sigue bajando T a partir de la primera
transiciéon de fase. Muestre que, antes de que condense el segundo gas, el tabique

llega hasta una de las paredes, cuando T es atn finita, y explique como es posible.

f) Explique qué sucede si luego se sigue bajando la temperatura hasta T = 0, y, en

particular, indique si el sistema atraviesa una segunda transicién de fase.

m Solucién. En el item [a)| trabajamos en el limite cldsico. Aqui ambos gases se comportan
exactamente de la misma manera, por mas que tengan espines distintos: ambos son gases
clasicos ideales. Por lo tanto, como N; =N, =Ny Ty =T, =T, tenemos las ecuaciones de

estado
P1V; = NKT, P,V, = NkT, (1)

donde Vi + V, = V es el volumen total. Entonces, la condicién de equilibrio mecanico
P; = P, implica que V; =V, = %V. Este resultado es vélido a temperaturas muy altas,
tales que NA* < g;V;. La primera correccion cuantica vendra de considerar las férmulas
generales
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donde hemos ignorado por ahora la contribucién del fundamental, pues nos interesa
simplemente la primera correccién, que entra en juego mucho antes que cualquier tipo de
condensacioén de Bose-Einstein. Entonces, las condiciones Ty = T, = T y P; = P, implican

que las fugacidades y los volimenes tienen que cumplir

91V193/2(z1) = 92V293/2(22), 9195,2(21) = 9295,2(22). (3)

Cualquiera de las fugacidades estd relacionada con T a partir de la definicién del corres-
pondiente N; = N.

La idea es utilizar la expansién a z chico como hicimos en clase,

g(z):iizzjté%— (4)
= nv ZV
De aqui se obtiene
NAS 1 /NAN? 3 1 NA
i = — Ei=sNKkT (1 — 55— +... |.
z giVi 23/2 <91V1) + ’ 2 ( 25/2 givi * ) (5)
Por ende, igualar las presiones ahora implica (a primer orden)
1 1T NA° 1 T NA°
—NkT |1 —5— | =NKkT (1 — 5 . 6
Vi ( 25/ 91V1> Va ( 25/ 92V2) )

En realidad, en los términos asociados a las correcciones podemos usar el resultado de

orden cero, Vi =V, = 1V, y por ende podemos despejar

Vi T NEN /T NEN
Vz - 25/2 91\/1 25/2 QZVZ

1 NA3 1T NA3 NA3 1 1
23/2. g1V 23/2 g,V 23/2V \g2 ¢

Lo interesante es el signo de la correcciéon. Sabemos que los gases de bosones dismi-

(7)

nuyen su presion al incluir las correcciones cudnticas, pero en esa correccion aparece g;
dividiendo. Por lo tanto, el cambio en la presién no es el mismo para ambos gases: el
que tiene mayor degeneracion se corrige menos, y por lo tanto, a iguales volimenes, hace
mayor presiéon. Entonces, como g, > g; deberiamos obtener que V, > V;. En efecto,
1/92 < 1/g1, y por lo tanto la correccién a V;/V, que obtuvimos es negativa.

Ahora pensamos en ir disminuyendo la temperatura muy lentamente, de manera tal que
el sistema esté siempre en equilibrio. Para saber qué gas condensa primero, lo importante
es la segunda condicién en (). Recordemos que la funcién gs,,(z) es creciente y finita en
el rango de interés 0 < z < 1. En consecuencia, para g, > ¢; sélo podremos satisfacer
esta condicién si z; > z,. Intuitivamente, para un gas de bosones el valor de z aumenta

a medida que disminuye la temperatura. La discusién anterior muestra que el gas con
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menor degeneracion llegard primero a su temperatura critica. En otras palabras, en algtin
momento se alcanzard z; = 1 con z, < 1. Por ejemplo, para g; = 1y g3 = 3, el resultado
numérico es que, cuando z; alcanza el valor 1, z, ~ 0.41. Finalmente, para calcular V;/V,
al llegar a la TV, donde todavia no hay un niimero macroscépico de particulas en el estado
fundamental del lado del gas con degeneracién g;, basta con insertar z; = 1 en el sistema

de condiciones anteriores. Obtenemos entonces

91V1¢(3) = 92V293/2(22), 910(3) = 9295,2(z2). (8)

Para el mismo ejemplo numérico que antes, V;/V, ~ 0.56.

Es interesante ver qué sucede si se sigue bajando la temperatura. En la fase condensada,
las tnicas particulas que contribuyen a la presién son las de los estados excitados, que son
precisamente las que estan dadas por la misma férmula que antes pero con z = 1. En otras
palabras, para un gas de bosones genérico cuando hay fase condensada tenemos

gV 3V 2E ¢
Nexe = == 1 E=-—=kT 1 P=_-—==kT 1). 9
Pero entonces, al igualar las presiones al seguir bajando la temperatura perdemos la primera
condicién de la Ec. (8)) (porque no es cierto que N = N) pero mantenemos la segunda

91¢(3) = 9295/2(22). (10)

Esto vale siempre y cuando no condense el otro gas, jpero resulta que esto no puede pasar!
En efecto, la condicién que acabamos de escribir implica que la fugacidad z, queda fija
aungue sigamos bajando T, al menos mientras Vi no se anule.
Esto permite inferir la evolucién del sistema al seguir disminuyendo T. Dado que el
segundo gas no condensa, tenemos
92V
N=N; = Tgs/z(zz)- (11)
Lo importante es que acabamos de mostrar que la condicién de equilibrio mecanico sim-

plemente implica que z, es una constante, por lo que a N fijo obtenemos

1

VZN‘[T/Z'

(12)

Lo que sucede es que al bajar la temperatura el segundo gas se expande hasta ocupar toda

la caja. Pero entonces, necesitamos entender qué pasa con el otro gas. Tenemos

N — 91\/1

exc }\3 93/2(1) ~ 91V1T3/2- (13)

Vemos que al disminuir la temperatura y tomar V, — V, tenemos V; — 0, y por lo
tanto Nexe — 0. Entonces, se obliga a todas las particulas del primer gas a acumularse

en el fundamental, de manera que su presion tiende a anularse. Esta es una conclusién
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importante: un gas de cuantico de bosones, a diferencia de uno clasico, es infinitamente
compresible gracias a la condensacién de Bose-Einstein.

Para estar seguros de nuestra conclusion, basta ver que, mientras V; > 0, si ambos gases
condensaran llegariamos a una contradicciéon. En efecto, igualar las presiones con ambos

gases en la fase condensada, es decir, con z; =z, =1, daria

919s5/,2(1) = g295,2(1), (14)

que obviamente no se cumple.

En resumen, vemos que después de la primera transicién, V, aumenta como T3/% al
disminuir la temperatura. Esto sucede hasta que llegamos a V, =V y V; = 0. A partir de
este punto el problema cambia, porque la presién que mantiene el equilibrio mecénico ya
no la ejerce el primer gas: proviene de la pared del recipiente en si. Las particulas del gas
con degeneracién g; ya estdn todas en el fundamental, y no se mueven de ahi. Entonces,
el problema se vuelve el de un tinico gas, el que tiene degeneracién g,, en un recipiente de
volumen fijo V, = V. Ahora si, al seguir bajando la temperatura ya no hay razén para que

z, permanezca constante. Por lo tanto, al llegara T = T tal que

N2
=), 15)

tendra lugar la segunda transicién de fase. Luego, al disminuir T atin mas las particulas
del segundo gas se iran acumulando en el estado fundamental, hasta llegar a NZ =0a
T = 0. Al final de la evolucién, el equilibrio se mantiene trivialmente porque P; =P, =0
ya que no hay particulas excitadas.

m 2. Considere un gas de electrones como un gas ideal de fermiones de espin 3. Existe una
reacciéon e~ + e~ = B que permite que los electrones se combinen de a pares, formando
particulas bosénicas. Estas particulas tienen espin cero y masa mp = 2m., de manera que
la masa total Nm. se conserva. Los dos gases se encuentran en equilibrio a temperatura T

en un recipiente de volumen V.

a) Utilizando la condicién de equilibrio quimico 2p. = pp, muestre que, en el régimen

clasico, el nimero de electrones es mucho mayor que el nimero de bosones.
b) Muestre que a T = 0 sucede lo contrario: el sistema es puramente bosénico.

c) Muestre que hay una transicién de fase y determine la temperatura critica T(*): i) en
términos s6lo de la energia de Fermi correspondiente a la densidad del sistema, y ii)

sOlo en términos de la temperatura critica del gas de Bose a la misma densidad.

m Solucién. (Es el Problema 11 de la Guia 6). Las fugacidades estan relacionadas por
z2 = zp. En régimen clasico, deben ser mucho menores que 1. Eso implica zg < z.. Puesto

que, en este régimen, los nameros de particulas son N; ~ g;z;V/ 7\{”, resulta Ny < N..
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En general, el nimero de electrones es

N, = %fs/z(\/z_)- (16)

La fugacidad zp debe ser menor que 1. Entonces, N, estd acotado por N. < 2¥f3,,(1).
Cuando T — 0, esto implica N. — 0.
Si no hay condensado,

yAYS 2V
N :Ne+2NB :A_ﬁfg/Z(\/ZB)+E93/Z(ZB)' (17)
En el limite termodindmico, el maximo valor que puede tomar zg es 1, de modo que,
considerado como funcién de zg, si no se incluye la poblacién del fundamental, N esta

acotado. Entonces, por debajo de cierta temperatura, va a aparecer una fase condensada y,

2 _

por lo tanto, serd zg = 1. Debido a que zZ = zg, la fugacidad de los electrones también serd

igual a 1. La temperatura critica estd determinada por la condicion

yAY 2V

N = —13,5(1) + =593,2(1). (18)
Ad AR
Luego,
NAL?
2V = f3,2(1) +2%/%g3,2(1). (19)
O, mads explicitamente,
hZ 1N 2/3
kTl = P {[fs/zﬂ) +23/293/2(1)} ﬁ} : (20)

Para un gas de electrones con densidad m.N/V, la energia de Fermi estd dada por

h2 (3\/& N )2/3. o

T 2mm, \ 4 2v
Esto significa que
3ym 23

Por otro lado, la temperatura critica del gas de bosones a la misma densidad es

KT,

2 2/3
h 1 N} (23)

B ZT[me [23/293/2(1)W

Entonces,

T(C) . ] I f3/2(]) —2/3 T(C) (24)
B 23/2g3,5(1) 0
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m 3. Los espines de una cadena de Ising abierta de longitud N tienen momento magnético
1y constante de acoplamiento J. Sélo sobre el primer espin acttia un campo externo B. Se
definen K = 3] y b = fuB. Encuentre el valor medio de s;. Ayuda: no es necesario escribir

ninguna matriz; si s = 1, cosh Ks = cosh K y sinh Ks = ssinh K.

B Solucidn. El factor de Boltzmann se escribe como

e—BH((s)) _ gbs:

=€ " (sy,5:055,535 «+ - Gsn1,s00 (25)

donde ¢, s, = €*%. La funcién de particién puede calcularse sumando desde el ultimo

espin, como en el Problema 3 de la Guia 7:

VANI= Z e®s1(2cosh K)N=T = 2N(cosh K)N~1 cosh b. (26)

S1

El valor medio del espin s; esta dado por

P

L (27)

< > — L ebs] . =
SJ - qS];SZ cee quqysj S) qu>Sj+1 qSN—I)SN —
VAN N

{sin

N

El subindice en {s}; indica que la suma incluye las variables de espin de 1 a {. Podemos
empezar a sumar desde el dltimo espin. La suma que aparece en la expresién anterior

avanza sin sobresaltos hasta que llegamos a s;:

Aj=(2coshK)NT ¥ eP1qq, 5, .. s s, 85 (28)
{s}

La suma sobre s; da

Aj=(2coshK)NT 3 eP1qq, o, qs s, (€99 —e R (29)
{s}j—1

Pero eXs — e = 2sinh Ks = 2ssinh K. Entonces, queda

Aj =2sinhK (2coshK)NT Y e®1qq, o, ... Qs s Sio1- (30)
{s}h—1

Esto es lo mismo que aparecia en la Ec. (28) pero con un espin menos, de modo que

podemos iterar el procedimiento hasta detenernos en s;. El resultado final sera

A;j = (2sinh K)~1(2 cosh K)N-) Z ebs1s; = 2N (sinh K) 7' (cosh K)N 7 sinh b. (31)

S1

Entonces,

(s;) = (tanh K)' " tanh b. (32)



