Fisica Teérica 3 — primer cuatrimestre de 2025

Segundo recuperatorio resueltd’|

m Problema 1. Dentro de un cilindro hay un gas ideal de N fermiones de masa m y espin 5.
El cilindro tiene un pistén maévil sobre el que se ejerce una presion externa P. Hay aplicado
un campo magnético B = Bz. La proyeccién del momento magnético de las particulas en
la direccion z es ps, donde s es el signo de la proyeccion del espin. El gas esta en equilibrio

a temperatura constante T = 0.

a) Escriba las ecuaciones que determinan la energia de Fermi y el volumen. Ayuda: si tiene

que calcular la presion del gas, tome el limite T — 0 en la expresién general.

b) ;Cuadl es el valor médximo de la presion tal que, para P < P, s6lo estdn ocupados los

estados con una de las proyecciones del espin?

¢) La presion se mantiene en el valor calculado en el item anterior y se aumenta lentamente

el médulo de B. ;Qué sucede con el volumen ocupado por el gas?

m Solucién. Puesto que el problema es encontrar la energia de Fermi y el volumen, es
razonable escribir antes que nada las ecuaciones que determinan el ntiimero de particulas

y la presion del gas a temperatura igual a cero. El namero de particulas estd dado por

_ 4nv o 5 p?

N = 3 Z JO dpp @(eF—ZerspB)
s==+1

(1)

_ 4mV(2m)3/2

3/2 3/2
3 [@(ep+u3) (er + uB) 2 1 @(ep — uB) (er — uB) / ]
Para la presién, conviene usar el resultado general para sistemas extensivos, BPV = log Z,

y estudiar el limite cuando T — 0. En primer lugar,

V 00 2
BPV = % Z Jo dp p* 10g{1 + zexp [—[5 (szl —suB)]}
s==%1
(2)
Vv

= }\—3 [f5/2(zeB“B) + f5/2(Z€76HB) ] .
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Cuando T — 0,

5/2
(%)

f5/z(Z€iB”B) — J dx Xa/z@[B(GF + uB) —x] = 5/2

0

Ofer £ uB) (er £ uB)™". (3)

r3)
Entonces,

8[35/2

PP = 5 /mns

[@(eF + uB)(er + uB)S/Z + O(er — uB) (er — uB)S/Z]. (4)

El parametro 3, que podria ser problemético cuando T — 0, se cancela, y queda

8m(2m)3/2 5/2 5/2
Pzw[@(epqtul%)(epqtul%) / + O(er — uB)(er — uB) / ] (5)
Esta ecuacion determina por si sola la energia de Fermi; luego la Ec. (1)) determina V.

Si ep < |uB|, s6lo uno de los escalones es distinto de cero y tinicamente los estados con
momento magnético paralelo al campo estdn ocupados. El valor méximo de P estd definido

por la condicién er = |uB|, es decir

3/2
Pmax = %(leﬂﬂ)wz. (6)

Si la presion se mantiene constante en el valor calculado anteriormente y se aumenta
el médulo del campo magnético, se refuerza la condicion de que los estados con momento
magnético antiparalelo al campo se mantengan desocupados. Las ecuaciones que definen

el namero de particulas y la energia de Fermi son

N 47tV (2m)3/2
N 3h3

Al aumentar [B|, para que la presién no cambie, la energia de Fermi debe disminuir, de

_ 8m(2m)3/2

(€F+IHB|)3/2> P = 15h3 (€F+!HBD5/2- (7)

modo que er + |uB| se mantenga constante. Como el ntimero de particulas esté fijo, la

primera ecuacién implica que el volumen tampoco varia.

m Problema 2. Considere un gas de electrones como un gas ideal de fermiones de espin 1 y
masa m.. Existe una reaccion e +e~ = B que permite que los electrones se combinen de a
pares, formando particulas bosénicas. Estas particulas tienen espin cero y masa mp = 2m,,
de manera que la masa total Nm. se conserva. Los dos gases se encuentran en equilibrio a

temperatura T en un recipiente de volumen V.

a) Muestre que hay una transicién de fase y determine la temperatura critica T(¢).

b) Encuentre las ecuaciones paramétricas que definen e = E/(NkT) como funcién de T.

Sé6lo deben intervenir e, T = T/T(¢) y z., donde z. es la fugacidad de los electrones.
m Solucién. Las fugacidades estdn relacionadas por zﬁ = zp. Si no hay condensado,
2V

2V
N =N, +2Ng = Fﬁ/z(\/ZB) + 7\—393/2(213)- (8)
e B
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En el limite termodindmico, el maximo valor que puede tomar zg es 1, de modo que,
considerado como funcién de zg, si no se incluye la poblacién del fundamental, N estd
acotado. Entonces, por debajo de cierta temperatura, va a aparecer una fase condensada y
serd zg = 1. Debido a que z2 = zp, la fugacidad de los electrones también serd igual a 1.

La temperatura critica estd determinada por la condicién

2V 2V
N =—f3,2(1) + 593/2(1). (9)
A N

Luego, teniendo en cuenta que Aj = 273/2A3,

3
NAL
2V =f3,2(1) +2°/2g3,2(1). (10)
Es decir,
©_ 3/2 ' N
kT :27'[111 {[f3/2(1)+2 93/2(])} W} . (11)

Pasemos al célculo de la energia. Por encima de T!¢)

3V
E = 27\3kT|:2f5/2(Ze)‘|—2 /29 /2( )] (12)

Conviene reescribir la Ec. como

2V

N = N [fa/z(le) +2%/2g3,,(z )} (13)

€ = ——

NkT - Z fg/z(Ze) +23/293/2(Z )

E 3 fs/2(ze) +2'%g5,2(22)
= /2 (14)

Para definir € como funcién de T = T/T(®) en forma paramétrica, hay que escribir T como
funcién de z.. A partir de las Ecs. y (13), obtenemos

3/2 2/3
_ [ f3/2(1)+2 93/2(1)):| ) (15)

f3/2(ze) +23/2g3/2(22

Las Ecs. y definen e paramétricamente como funcién de T para T > T,
Por debajo de T!®), es posible definir € como funcién de T sin la mediacién de un

parametro. Primero,

3V

= [szm +23/295/2(1)]. (16)

Ahora usamos la Ec. (10} para eliminar V/N, con el siguiente resultado:

_ 3 f52(1) +2'%g5,5(1) 32
2 f3,2(1) +23/2g3,2(1) '
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m Problema 3. Los N espines de una cadena de Ising cerrada estdn numerados de 1 a N,
tienen momento magnético p y constante de acoplamiento J. Sélo sobre el espin sy acttia un
campo externo B. Se definen K = 3] y b = uB. Calcule la funcién de particion y encuentre

el valor medio de s;. Ayuda: para calcular Z, use matrices; para calcular (s;), use Z.

m Solucién. La funcién de particion es

7 — Z ebs1 eKS1Sz ) Kst1 Z ebs1 s sy -+ + Qsns) - (18)
{si} {si}

Esto puede escribirse como

0 e®

Z=Tr(RqV), R:(eb 0 ) (19)

En general, cuando un campo B acttia sobre todos los espines,

q =Alq, AL, AL =eN (coshb + Ve < +sinh’b) (20)
cos? @ sin @ cos @ sin? 0] —sin @ cos @
qi = 9o = o (21)
sin @ cos @ sin? @ —sin @ cos @ cos? @
cot 2¢ = e*sinh? b. (22)

En estas ecuaciones, cuando b =0, A, =2coshK, A_ = 2sinhK, ¢ = J—JT, y

1 1 1 1 -1
q ZE(ZCOShK) (1 : ) z(ZsmhK) (_1 : > (23)

Sin mucha dificultad se encuentra

—_—

Z = 2N (cosh™ K + sinh™ K) cosh b. (24)
El valor medio de s; es
10Z
_loz _ , 2
(s1) = 730 = tanhb (25)

Final alternativo

Sumando explicitamente sobre s; en la Ec. (18),

Z=¢e%7Z, +e’Z_, (26)
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donde

/ /
Z:I: _ Z eiK(sNJrsz)H eKsasb. (27)

{Si} {Cl,b}

La suma primada es sobre todas las variables de espin excepto s;, y la productoria primada
es sobre todos los pares de espines acoplados que no involucran a s;. El cambio de variables
si — —s; muestra que Z; = Z_. Si b =0, la funcién de particion es la del sistema usual sin

campo, de modoque Zo =72, +7Z_ =27,,donde
Zo = (2cosh K)N + (2sinh K)N. (28)
Esto implica,
Z, =2 (cosh™ K + sinh™ K) . (29)
Finalmente, volviendo a la Ec. (26)),
Z =2N"" (cosh™ K+ sinh™ K) (e® + e ®) = 2™ (cosh™ K + sinh™ K) cosh b. (30)

Es muy sencillo generalizar este resultado para cualquier red de Ising con acoplamientos

de la forma —J,pSqSp. El resultado siempre es
Z = Zycoshb, (31)

donde Z, es la funcién de particién cuando no hay aplicado ningtin campo externo.



