1. Teoria de Grandes Desviaciones

1.1. Motivacion

En esta clase vamos a hablar acerca de la teoria de Grandes Desviaciones (Large Deviation Theory, LDT). Este
es un tema que no estd en el libro, a pesar de su importancia, porque cuando armamos el curso con Juan Zanella,
todas las aplicaciones de la teoria que conociamos concernian més a la termodindmica a secas que a la termodindmica
fuera de equilibrio. Sin embargo, recientemente he visto una serie de papers de Nahuel Freitas que aplican la LDT en
problemas fuera de equilibrio [} [2, 3} 4], finalmente justificando su inclusién.

Sin embargo, antes de llegar a éso, vamos a describir un problema de termodindmica a secas que la LDT explica,
y que es el motivo por el cual pensamos que valia la pena hablar de ella, para después explorar qué tiene que decir la
LDT sobre sistemas fuera de equilibrio. El problema en cuestion es ;de donde sale la Regla de Maxwell?

1.2. La Regla de Maxwell

Cuando un sistema aislado estd en equilibrio, cualquier desviacién del equilibrio tiene que hacer disminuir la
entropia, para que la entropia pueda aumentar cuando el sistema relaje nuevamente al equilibrio. Si el sistema esta
en contacto con un bafio térmico, vale lo mismo para la energia libre (que tiene que aumentar si nos alejamos del
equilibrio). Estas consideraciones conducen a una serie de desigualdades termodindmicas, que basicamente expresan
la convexidad de funciones de estado como la entropia y la anergia libre [5].

Por ejemplo, una desigualdad termodindmica tipica vincula la presién con el volumen: a temperatura constante,
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es obviamente negativa, e incidentalmente, la energia libre
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es una funcién convexa. Pero para un gas de van der Waals
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existen valores de a y de b que hacen que
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en un rango de valores de V' (ver fig.[I), lo cual se correlaciona con que la energia libre
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Figura 1: El diagrama PV de la ecuacién de Van der Waals por debajo de la temperatura critica
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no es convexa en ese rango. Como la desigualdad termodindmica expresa la Segunda Ley, estamos violando la Segunda
Ley de la Termodindmica (ver fig. [2).

2 4 6 8 10 12 14
-1.81 |4

—2.01
—2.21
—2.41
—2.61
—2.81

F

Figura 2: La energia libre extraida de la ecuacién de Van der Waals por debajo de la temperatura critica

La explicacién convencional es que si empezamos con el sistema (siempre a la misma temperatura) en un volumen
pequeiio, donde vale la Segunda Ley, es decir, en la fase liquida, y lo expandimos, entonces la presion disminuye hasta
que encuentra la presion de coexistencia liquido-vapor a la temperatura dada. Si continuamos la expansion, la presién
permanece constante, pero se empiezan a formar burbujas de la fase vapor. Cuando se llega a un cierto volumen, todo
el sistema se encuentra en fase vapor, y a partir de ah{ vuelve a regir la ecuacién de van der Waals.

Entonces, la solucién es que en el grafico P — V, hay que reemplazar la curva de la ecuacién de van der Waals
por un segmento horizontal. Eso produce dos jorobas, una por debajo del segmento y otra por encima, y la Regla de
Maxwell dice que hay que poner el segmento a la altura que hace que las dos jorobas tengan la misma drea. Si uno usa
ahora la curva intervenida para calcular la energia libre, obtiene una funcién convexa.

Lo curioso es que la regla de Maxwell nos hace abandonar la curva de van der Waals en un rango de valores de V'
que es mas amplio que la “region espinodal” en que efectivamente se viola la desigualdad termodindmica. La pregunta
entonces es porqué, si la Segunda Ley parece estar siendo respetada. Esta es la pregunta que vamos a contestar usando
laLDT.

1.3. La teoria de grandes desviaciones

Tenemos un sistema descripto por una variable X (que puede ser un vector, por ahora es mds cémodo tomarla
como una unica variable) con una funcién de distribucién de probabilidad

f=e 2 (8)

Obviamente, ® es real, no necesariamente positiva. Asumimos que existe un pardmetro N que fija el tamafio del
sistema (un volumen, masa, nimero de particulas, carga total, etc.) y que en el limite macroscopico N — oo tenemos

X =Nz )
(X)) = No(x) (10)
Como sabemos, cuando tenemos una funcién de distribucién es 1til buscar el funcional generador
M = (vX) = /dX o) FyX (11
Cuando N es grande
M — N / d e~ N(6(@)—ya) (12)

Como N es muy grande, la integral es abrumadoramente dominada por la regién préxima al valor * que minimiza el
exponente. Haciendo una aproximacion gaussiana alrededor de ese valor
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Tomando el logaritmo
1
Wyl = —Nv(y) + 5 InN +0(1) (14)
donde
¢(y) = min, [¢(x) — y] (15)

Con N = 10?3, cuanquier término excepto el primero es completamente despreciable.
Hay una propiedad que nos interesa subrayar

1.3.1. Un funcional generador es siempre una funcién convexa

Esto se deduce de la desigualdad de Hélder: si 1/p + 1/q = 1, entonces (asumimos f, g > 0, si no, tomamos los

modulos)
1/p 1/q
/dw fg < [/dm fp} [/dm gq] (16)

(ver Apéndice) Entonces
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lo que establece la convexidad. En términos de la funcién ¢
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1.4. LDT y transformadas de Legendre

Si la funcién ¢ es diferenciable, para hallar el minimo en la ecuaci6n [I5] planetamos la ecuacién

Ao . _
Iz (=) =y (20)
y entonces
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De esto se deduce que
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Por lo tanto, podemos pensar a ¢ como la transformada de Legendre de v
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donde y* es la solucién de la ecuacién[22]con z en el lado derecho. Ahora
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Por lo tanto, si ¢ — yx es un minimo en x*, entonces 1 + xy es un mdximo en yx. Por lo tanto, si pensamos en
como una generalizacion de la transformada de Legendre para funciones no diferenciables y/o no convexas, entonces
la transformada inversa se generaliza a

¢ (x) = max, [ (y) + 2y (25)

Si ¢ es convexa, ¢ = ¢, pero si no, no. Entonces vemos que transformar y antitransformar Legendre consecutivamente
es una manera de convertir a cualquier funcién en una funcién convexa, la envolvente convexa. Entonces, podemos
usar ese truco para ver de donde sale la regla de Maxwell, como veremos a continuacion.

1.5. LDT y regla de Maxwell

Volvamos a la regla de Maxwell. El problema que teniamos era que la curva F' = F (V) que obteniamos de
integrar (—P), dada por la ecuacién de Van der Waals, por debajo de la temperatura critica, no puede ser la energia
libre de nadie, porque no es convexa. Entonces la pregunta era: ;Como es la verdadera energia libre?

Para simplificar las cuentas vamos a considerar el caso en que (ver fig.[3)
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Figura 3: La funcién ¢.
Para transformar Legendre tenemos que resolver (ver fig.
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Figura 4: y = do¢/dx

Lo cual es posible pero engorroso, y ademas innecesario, porque podemos arreglarnos con la representacion pa-
ramétrica

v o= A {(Jc2 — a2)2 —4x (IQ — az)}
= 4z (2° —a?) (28)



Ahora vemos el problema: definida de esta forma, ¥ no es univaluada. Existe un rango de valores de y para el cual las
tres raices del polinomio [27]son reales, resultando en tres valores valores distintos posibles para 1 (ver fig. [5).
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Figura 5: La funcién ¢ (y).

Sin embargo, la generalizacion [T3] de la transformacién de Legendre resuelve este problema: en cada caso, nos
debemos quedar con la raiz que hace que 1 sea minima. De esa manera obtenemos la forma definitiva de la funcién v

(ver fig.[6).
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Figura 6: La funcién 1 segiin la ecuacién

El principio de conservacion de la dificultad se expresa en el hecho de que 1) no es diferenciable: en y = 0 las
derivadas laterales existen, pero no son iguales. De hecho, di/dy (07) = a, y di»/dy (07) = —a. Entonces, cuando
antitransformamos para encontrar gz~5 que ya sabemos que no va a ser igual a ¢, encontramos que si |z| > a, lo podemos
encontrar de la manera usual, derivando . En este rango, efectivamente recuperamos la funcién original ¢ (ver fig.
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Figura 7: di)/dy = —x en el rango en que ¢ es derivable.

Ahora, si —a < x < a, entonces tenemos que buscar el méximo de ¥ + zy a pulso, y es fécil ver que ese maximo
estieny = 0 (ver ﬁg., de donde obtenemos ¢ = 0 para |z| < a (ver fig. EI)



Y+ y/2
-2.61.51.80. _ 51.01.52.0

1.0
—1.51
—2.0
—2.5
—3.04

Figura 8: Si |z| < a, el mdximo de ¢ + zy estieny = 0.
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Figura 9: La funcién ®.

Para terminar, si (5 es la verdadera “energia libre”, entonces la verdadera “presién” es § = dq} /dx. El resultado es
que § = y si |z| > a, pero § = 0si |x| < a. Eso excede el rango de la “regién espinodal” (ver fig. .
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Figura 10: La verdadera “presién” .

Efectivamente, la regién espinodal es aquélla donde dy/dx < 0, violando la Segunda Ley para este problema. De
Vemos que

dy , a2
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de manera que la regién espinodal se limita a || < a/v/3.

1.6. LDT y sistemas fuera de equilibrio

Ahora podemos volver al tema de este curso. Nos interesan especialmente los estados estacionarios fuera de
equilibrio (Non equilibrium steady states, NESS), estados en los cuales el sistema estd fuera de equilibrio pero sus
caracteristicas no varian en el tiempo; la barra de hierro con sus extremos a dos temperaturas fijas es el ejemplo para-
digmatico. Dado que estos estados no parecen mucho mas complejos que los de equilibrio, aparece la pregunta de si no



es posible extender a elos el esquema de la termodindmica. En particular, si existe un potencial termodindmico cuyos
minimos identificaran los NESS, como la energfa libre caracteriza los estados de un sistema en equilibrio en contacto
con una fuente térmica; ver la seccién 6.9 del libro. Como vamos a ver, en ciertos casos la LDT da herramientas para
buscar tales potenciales.

Tenemos un sistema descripto por variables X = (X1,...X4), que pueden ejecutar transiciones etiquedas por
pardmetros «: en la transicién «, tenemos que X 5 X+ &a. Para cada transicién existe su inversa —q, es decir
A=A,

La probabilidad de que ocurra la transicién « por unidad de tiempo, cuando el sistema se encuentra en el estado

XesT, ()Z ), que asumimos no depende explicitamente del tiempo. Por las relaciones de trabajo, tenemos que

M = o [F(R)-F(X-Ea)+Wa(X)] (30)
r, (X)

donde F' es la energia libre termodindmica, W, es el trabajo realizado durante la transicién, y ponemos kg7 = 1 por
simpleza.

La probabilidad P [)? , t} de que el sistema se encuentre en el estado X en el instante ¢ evoluciona segin la
ecuacion maestra

op[R]= ) v (% - &) P[% - Kout] -1y () P [£.1]] G31)
y buscamos una solucién de la forma

P [X-t] — —®(X1) (32)

Ahora nos metemos en el radar de la LDT. Asumimos que existe un pardmetro N tal que X = N7, y cuando N — oo

cp()?,t) — No(it)
F(}Zt) = Nf(it)
I, ()?) S )
W, ()?) = wa (D) (33)

La cuarta hipdtesis es quizas la mas controvertida. Pensemos en un sistema de capacitores donde las X son las cargas
en cada capacitor y cada « consiste en agregar o quitar una carga de un nimero finito de capacitores - s6lo transiciones
“elementales” van a tener una probabilidad de transicién en un intervalo d¢ que es O (dt). Cuanto més capacitores
tengo mds probable es que alguno intercambie carga con otro, pero el trabajo necesario para hacer el intercambio
permanece finito. En todo caso, los articulos en la bibliografia contienen ejemplos concretos en que estas leyes de
escala se satisfacen.

En todo caso, cuando N es grande encontramos

Quedédndonos sélo con el término principal cuando N — oo, y usando que por las relaciones de trabajo, en este limite

an(a;)) — o [(Bar9)F(R)+wa(@)] 35)
obtenemos
_% 78] = > 7o (@) [elE=T)@-NEN @] _y (36)

Es curioso que esta ecuacién tiene la misma estructura que la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi de la mecénica
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En todo caso, si los w,, = 0, recuperamos los estados de equilibrio exactos, ¢ = f.
Hubiera sido posible modelar el sistema como una ecuacion tipo Fokker-Planck, pero no hubiera dado tan bien.
Para eso, expandemos la ecuacién [31]en potencias de las componentes de las A,
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Supongamos que las A7, no dependen de 7. Entonces
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Y usando las relaciones de trabajo en el limite de grandes desviaciones
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que para una solucién del tipo P = e~ V% se convierte es

Q(;a [X.t] =

Na JPZ A Ya Hl - e[(ﬁa-V)f(;z)wa(f)q L1

; {1 + e[(ﬁa'v)f(f)wa(f)]} (ﬁa : v) 4 42)

Adn en el caso en que los w,, = 0, la solucién exacta s6lo se recupera a primer orden en los A7 .

Apéndice: la desigualdad de Holder

Recordemos que el logaritmo es una funcién convexa
1 1 1 1
—-Inz+ -lny<In [x—ky} (43)
p q p q
de manera que
pyl/a < 1 1
Pyt < —x+ -y (44)
p q

ahora tenemos

( fp)l{pﬁ%fQQ)l/q B / (/’J}i’)l/p (fg;)l/q : / B ff;p + ;fg;q} =1 (45)

que es la desigualdad que buscamos.
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