
Variedades invariantes

Uno de los objetivos declarados: 

𝜃!! + sin 𝜃 = 0

Y dibujar…
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Variedades invariantes

Existen trayectorias particulares que  ordenan al resto.

Son variedades invariantes ante la dinamica, que
incluyen (tocan) a puntos estacionarios

Y se conocen como las variedades estables, inestables o centrales de los puntos fijos.

Son elementos importantisimos de la descripcion de un sistema no lineal, porque
ayudan a ordenar lo global!
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Variedades invariantes

Existen trayectorias particulares que  ordenan al resto.

Modelado del continuo

Laboratorio de 
sistemas dinamicos

G. M

Esto es irse un poquito mas alla de los
puntos fijos, para explorar lo global.

Y uno comienza a alejarse del punto fijo,
mirando la dinamica linealizada alrededor 
de los puntos fijos



Un breve repaso de lo que uno puede aprender linealizando

𝑑𝑥/𝑑𝑡
𝑑𝑦/𝑑𝑡

= 𝜕𝑓!/𝜕𝑥 𝜕𝑓!/𝜕𝑦
𝜕𝑓"/𝜕𝑥 𝜕𝑓"/𝜕𝑦

𝑥
𝑦

= 𝐴
𝑥
𝑦

Si existen 𝑉! 𝑦 𝑉" autovectores de 𝐴 con autovalores reales y distintos 

𝑉!

𝑉"

𝑥

𝑦 𝑉! 𝑡 = 𝑉! 0 𝑒#!$

𝑉" 𝑡 = 𝑉" 0 𝑒#"$

Y como. 𝑉! 𝑦 𝑉" son linealmente independientes, 
cualquier punto en el plano puede escribirse en terminos de
esos vectores, y entonces su evolucion sera: 



Un breve repaso de lo que uno puede aprender linealizando

𝑑𝑥/𝑑𝑡
𝑑𝑦/𝑑𝑡

= 𝜕𝑓!/𝜕𝑥 𝜕𝑓!/𝜕𝑦
𝜕𝑓"/𝜕𝑥 𝜕𝑓"/𝜕𝑦

𝑥
𝑦

= 𝐴
𝑥
𝑦

Si existen 𝑉! 𝑦 𝑉" autovectores de 𝐴 con autovalores reales y distintos 

𝑉!

𝑉"

𝑥

𝑦 𝑉! 𝑡 = 𝑉!𝑒#!$

𝑉" 𝑡 = 𝑉"𝑒#"$

Si  𝑥 0 = 𝑐! 𝑉! + 𝑐" 𝑉"

𝑥 𝑡 = 𝑐! 𝑉!𝑒#!$ + 𝑐" 𝑉"𝑒#"$



Un breve repaso de lo que uno puede aprender linealizando

𝑑𝑥/𝑑𝑡
𝑑𝑦/𝑑𝑡

= 𝜕𝑓!/𝜕𝑥 𝜕𝑓!/𝜕𝑦
𝜕𝑓"/𝜕𝑥 𝜕𝑓"/𝜕𝑦

𝑥
𝑦

= 𝐴
𝑥
𝑦

Supongamos autovalores complejos

𝑥

𝑦
0 −𝛽
𝛽 0

Que tiene autovalores ±𝑖𝛽
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Supongamos autovalores complejos

𝑥

𝑦
0 −𝛽
𝛽 0

%
& = −𝑖𝛽 %

&

−𝛽y = −iβ𝑥 𝑉! =
1
𝑖

𝑋 𝑡 = 𝑒'()$
1
𝑖 =

cos 𝛽𝑡 − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑡)
𝑖(cos 𝛽𝑡 − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑡)) =

cos 𝛽𝑡
𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑡) + 𝑖

−sin 𝛽𝑡
𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑡)



Un breve repaso de lo que uno puede aprender linealizando
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𝑥
𝑦

= 𝐴
𝑥
𝑦

Supongamos autovalores complejos

𝑥

𝑦

𝑋 𝑡 = 𝑒'()$
1
𝑖 =

cos 𝛽𝑡
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𝑉! 𝑉"
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−sin 𝛽𝑡
𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑡)

𝑉! 𝑉"

Y como antes, para cualquier condicion inicial,
proyectamos en 𝑉"(0), 𝑉!(0), y evolucionamos
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Un breve repaso de lo que uno puede aprender linealizando
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𝑥
𝑦

= 𝐴
𝑥
𝑦

Supongamos autovalores complejos

𝑥

𝑦
𝛼 −𝛽
𝛽 𝛼

%
& = −𝑖𝛽 %

&

𝜆 = 𝛼 + 𝑖𝛽 𝑉! =
1
𝑖

𝑋 𝑡 = 𝑒(+,())$
1
𝑖 = 𝑒(+)$

cos 𝛽𝑡
−𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑡) + 𝑖𝑒(+)$

sin 𝛽𝑡
𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑡)
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Que tiene que ver esta dinamica lineal con nuestro tema?

𝑑𝜃/𝑑𝑡
𝑑𝑦/𝑑𝑡 = 0 1

−cos(𝜃) 0
𝜃
Ω = 𝐴

𝑥
𝑦



Variedades invariantes

Existen trayectorias particulares que  ordenan al resto.

Son variedades invariantes ante la dinamica, que
incluyen (tocan) a puntos estacionarios

Y se conocen como las variedades estables, inestables o centrales de los puntos fijos.

Son elementos importantisimos de la descripcion de un sistema no lineal, porque
ayudan a ordenar lo global!
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Variedades invariantes

Existen trayectorias particulares que  ordenan al resto.

Son variedades invariantes ante la dinamica, que
incluyen (tocan) a puntos estacionarios

Y se conocen como las variedades estables, inestables o centrales de los puntos fijos.

Son elementos importantisimos de la descripcion de un sistema no lineal, porque
ayudan a ordenar lo global!

Invariante ante la dinamica es que
Como conjunto, se mapea sobre si mismo.

Una trayectoria,  bah.
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Variedades invariantes

ejemplo
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Vamos a hacer algo “muy poco nld”
(buscar soluciones analiticas)
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Notar que 𝑥 𝑡 = −(𝑦./3)𝑒'"$, 𝑦 𝑡 = (𝑦.)𝑒'$

𝑥 va a cer mucho mas rapido que y, o sea que cerca de cero, va tangente al eje y



Notar que la tangente de la variedad invariante estable,
es la variedad lineal estable!

𝑑
𝑑𝑡

𝑥
𝑦 =

1
0
0
−1

𝑥
𝑦



Notar que la tangente de la variedad invariante estable,
es la variedad lineal estable!

𝑑
𝑑𝑡

𝑥
𝑦 =

1
0
0
−1

𝑥
𝑦

Auto vector 1= !
. con autovalor 𝜆 = 1

Auto vector 2= .
! con autovalor 𝜆 = −1
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𝜃!! + sin(𝜃) = 0

𝑑𝜃
𝑑𝑡 = Ω

𝑑Ω
𝑑𝑡 = −sin(𝜃)

Puntos fijos. 𝜃 = 0, 𝜃 = π(= −𝜋)
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𝜃!! + sin(𝜃) = 0

𝑑𝜃
𝑑𝑡 = Ω = 𝑓! 𝜃, Ω

𝑑Ω
𝑑𝑡 = −sin(𝜃) = 𝑓" 𝜃, Ω

Puntos fijos. 𝜃 = 0, 𝜃 = π(= −𝜋)

𝑑
𝑑𝑡

𝜖/
𝜖0

=

𝜕𝑓!
𝜕𝜃
𝜕𝑓"
𝜕𝜃

𝜕𝑓!
𝜕Ω
𝜕𝑓"
𝜕Ω

𝜖/
𝜖0

=
0

−cos(𝜃)
1
0

𝜖/
𝜖0



Modelado del continuo

Laboratorio de 
sistemas dinamicos

G. M

𝜃!! + sin(𝜃) = 0

𝑑𝜃
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𝑑
𝑑𝑡

𝜖/
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=

𝜕𝑓!
𝜕𝜃
𝜕𝑓"
𝜕𝜃

𝜕𝑓!
𝜕Ω
𝜕𝑓"
𝜕Ω

𝜖/
𝜖0

=
0
1

1
0

𝜖/
𝜖0
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𝜆
𝑥
𝑦 =

0
1

1
0

𝑥
𝑦

𝜆𝑥 = 𝑦
𝜆𝑦 = 𝑥

𝜆 = 1, 𝑥 = 1, 𝑦 = 1
𝜆 = −1, 𝑥 = 1, 𝑦 = −1



𝜃!! + sin(𝜃) = 0

1. Encuentro el punto fijo
Verde (𝜋, 0)

2.  Linealizo, y encuentro
Las variedades locales estable
E inestable (autovectores
del problema linealizado)

3. Tiro una trayectoria 
Numerica, cerquita del punto
Fijo, y de la variedad estable
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𝜃!! + sin 𝜃 = 0
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Conexion homoclinica
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Si exploramos este sistema dinamico para distintos valores de 𝑝K 𝑦 𝑘

tenemos…
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1 → 3 𝑆𝑁

3 → 1. SN
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3 → 4. Hopf
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4 → 5. Homoclinic 
connection
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1 → 2 𝐻𝑜𝑝𝑓
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5 → 2. SNLC
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