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Repasamos un método para obtener la evolucién de rayos épticos y de haces gaussiano a través
de un sistema 6ptico, basado en matrices 2x2 que definen distintos componentes Opticos. Ademés
mostramos cémo este formalismo permite encontrar la solucién estable de modos confinados en cavi-
dades laser.

1 Introduccion

Una cavidad 6ptica (o cavidad resonante, o cavidad Fabry-Pérot) es un arreglo de espejos, cristales y otros
componentes 6pticos que forman una cavidad resonante para ondas épticas. Este tipo de resonadores
para ondas electromagnéticas son uno de los componentes principales de un laser: el medio de ganancia
o medio activo se ubica dentro de la cavidad, y ésta le da la realimentacion que produce la emisién
estimulada, ademas de definir un modo de propagacion de la luz confinado radialmente. Las cavidades
Opticas también se usan en otros sistemas épticos activos, como los osciladores paramétricos, y pasivos,
como interferémetros. La radiacién confinada en estas cavidades se refleja en los espejos varias veces,
produciendo modos con frecuencias de resonancia definidas. Los modos de estas cavidades se pueden
descomponer en una parte longitudinal, que difieren entre ellos en la frecuencia, y modos transversales,
que tienen distintos patrones de intensidad en la seccién del haz. El modo fundamental confinado en una
cavidad estable con simetria cilindrica es un modo con perfil gaussiano.

En general, las cavidades dpticas se disefian para tener un factor de calidad (Q = v/Av) grande;
por lo tanto pueden confinar un haz en su interior mientras éste se refleja varias veces con muy baja
atenuaciéon. Esto hace que el ancho de linea de las frecuencias resonantes Avg,, pueda ser muy pequerio;
mucho menor que el ancho de banda de la transicién radiativa del medio activo Avyaq.

Una clasificacién relevante de estas cavidades es si son estables o inestables. Una cavidad estable es
aquella que puede confinar un rayo de luz (o un haz laser) durante una cantidad arbitrariamente grande de
transitos por la misma —a menos de las pérdidas—, manteniendo al campo electromagnético siempre cerca
del eje de propagaciéon. En una cavidad inestable en cambio, el haz en sucesivos pasajes va extendiendo
su distribucién de energia cada vez méas lejos del eje éptico, eventualmente escapando del drea de los
espejos. En cierto tipo de laseres —pulsados, con mucha ganancia— estas cavidades son preferidas, pero
en general se busca que un laser tenga una cavidad estable.

Para obtener las condiciones de estabilidad, dado el arreglo de componentes 6pticos, se puede usar
el formalismo de matrices ABC'D, que vamos a ver a continuaciéon. Esta herramienta fue desarrollada
inicialmente para estudiar trayectorias de rayos en sistemas 6pticos, en el marco de la 6ptica geométrica
[1], pero en la década del 60 se mostré que servia para estudiar cavidades laser y propagacién de haces
gaussianos [2| [3]. Posteriormente, con la aparicién de laseres pulsados por mode-locking se extendié el
formalismo a la parte temporal (ray-pulse matrices) para modelar efectos de dispersién y no lineales sobre
el ancho de pulsos de l4seres de pulsos cortos y ultracortos [4].

2 Trazado de rayos. Matrices ABC' D

El andlisis de matrices de transferencia de rayos (también conocido como anélisis de matrices ABCD)
es una forma matemaética de realizar calculos de trazado de rayos en problemas que pueden ser resueltos
usando Optica paraxial (dngulos pequenos respecto del eje 6ptico). En este formalismo, cada elemento
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Figura 1: Tranformacién que lleva los parametros de un haz a la entrada de un componente éptico a los
de salida, por medio de una matriz ABCD.
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6ptico (superficies, interfases, elementos refractivos como lentes, espejos planos o curvos, propagacién
libre) estd descrito por una matriz de 2x2 que opera sobre un vector que describe al rayo de luz incidente,
para dar como resultado los parametros que caracterizan al rayo de luz resultante. Un sistema optico
completo compuesto por una sucesién de elementos épticos se puede describir multiplicando las matrices
sucesivas de todos los componentes. Notablemente, estas matrices también se pueden usar para resolver
problemas de propagacién de haces gaussianos (solucién tipica del campo electromagnético generado por
un laser).

Consideremos un rayo paraxiaﬂ que atraviesa un elemento 6ptico. Si z es el eje de simetria cilindrica
del problema, a este rayo a la entrada del componente se lo puede definir a partir de la distancia del rayo
al eje, r y su pendiente dr/dz = r'. La idea del formalismo es obtener una matriz de 2 X 2 que relacione los
pardmetros a la salida del elemento 6ptico, (Tout, 75,:) con los pardmetros a la entrada (r;,, 74,) (figura
de la forma

Tout| A B Tin
T(/)ut N (C D> ’I";n . (1)

Supongamos que tenemos una lente de distancia focal f. Las relaciones entre las distancias al eje z y
las pendientes a la entrada y a la salida de la lente se pueden escribir

Tout = Tin,
o Tin (2)
out — 'in .
!

La primera de las relaciones se obtiene directamente de la definiciéon de lente delgada, y la segunda se
puede deducir del trazado de los rayos principales que se usan usualmente para la formacién de imagenes.
Las relaciones se pueden reescribir usando algebra de multiplicacién de matrices como

-(4 1)

donde f > 0 para lentes convergentes y f < 0 para lentes divergentes [figura )]
De la misma forma, para un haz que se propaga libremente una distancia d, se pueden obtener las
relaciones

Tin

’
Tin

Tout
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Tout = Tin + d Tin»

(4)
r/out = r;n'

Al igual que con el caso de la lente delgada, se puede obtener la matriz caracteristica de la propagacién

libre como
(1 d
49
como se representa en la figura [2b).

A las matrices que describen distintos elementos 6pticos como las definidas en y |5)) se las llama
matrices ABCD. En la tabla 1 se muestran matrices ABCD para distintos elementos 6pticos. Una
propiedad importante de estas matrices es que el determinante de las mismas es igual al cociente entre
los indices de refraccién a la entrada y a la salida, 1, /nou:. Si el indice es el mismo a la entrada y a la
salida (la situacién més comin), esta propiedad se reduce a

Tin

!
Tin

Tout

!/
Tout

()

det(M) = AD — BC = 1. (6)

1El 4ngulo de propagacién de un haz paraxial respecto del eje 6ptico cumple @ ~ sin @ ~ tan @
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Figura 2: Efecto de una lente delgada de distancia focal f y una propagacion libre sobre una distancia d
sobre un haz de luz definido a partir de su posicién y derivada respecto del eje éptico z

!

EJEMPLO 1: la matriz correspondiente a una propagacién durante una distancia d;, seguida por
la refraccién en una lente de distancia focal f y posteriormente otra propagacién una distancia do

se escribe:
(1 d 1 0\ (1 di\ _(1—do/f di+dy—dida/f
u=(p DG D6 D=0 “Ear) o

Si queremos saber qué pasa con una lente en configuraciéon 2f-2f, dy = do = 2f y entonces la

matriz del sistema queda
-1 0
M= <_1 _1> . (®)
f

EJERCICIO 1: Calcular qué pasa en el plano de salida con:

 un haz colimado (1, = z, 7}, = 0),
o un haz que pasa por el eje éptico con pendiente arbitraria (r;, = 0,7}, =m)y
o un haz que cruza por el centro de la lente (ry, = x, 7}, = —x/2f).

T y m son una posicién y una pendiente arbitrarias, respectivamente.

Este formalismo de matrices no sélo sirve para obtener la evoluciéon de un rayo de luz a través de un
sistema 6ptico, sino que, como veremos a continuacién, también puede calcular la evolucién de soluciones
del campo electromagnético relacionadas con los modos transversales de un ldser. Ademds, permite
encontrar las condiciones para que una cavidad sea estable, es decir que sea capaz de confinar un modo
transverso electromagnético (TEM).

3 Haces gaussianos. El parametro gaussiano q

Un haz laser tiene bastantes similitudes con una onda plana. Sin embargo su distribucién de intensidad
no es uniforme; se concentra cerca del eje de propagacion (perfil gaussiano) y el frente de fase en general
no es plano. Cerca del eje éptico, al modo éptico propagante de un laser o haz Gaussiano se lo puede
considerar como un campo transversal electromagnético (onda) con frente de fase esférico o casi esférico y
una distribucién de campo transversal descrita por funciones de Laguerre-Gauss o de Hermite-Gauss [5].
Los dos pardmetros de interés son: el ancho caracteristico del haz en en el plano transversal (el tamafio
del haz) y el radio de curvatura del frente de fase. Vamos a plantear sin mucho detalle las ecuaciones que
gobiernan el proceso y la solucién de primer orden conocida como modo gaussiano de primer orden.
Un campo de luz coherente satisface la siguiente ecuacién de onda escalar:

V2u + k*u = 0, (9)

donde k = 27/X es la constante de propagacién en el medio. A esta ecuacién se llega a partir de las
ecuaciones de Maxwell en un medio isétropo y homogéneo, y proponiendo una solucién del campo EM a
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“"t}. Para luz que viaja en la direccién z se propone:

variables separadas E(z,y, z,t) = Re [u(ac, y,z)e

u(z,y,z) = P(z,y,2)e™?, (10)

donde 1) es una funcién compleja lentamente variable que representa la diferencia entre un haz laser y
una onda plana: distribucién de intensidad no uniforme y divergencia o extension transversal del haz con
la distancia de propagacién (y por ende necesariamente una curvatura del frente de fase). Reemplazando
en @ se obtiene la ecuacion parazial de Helmholtz:

02 0? 0

G0 LY 5, (11)

oxr2 = 0Oy? 0z
Para llegar a este resultado se asume que la funcién varia suavemente en la direccién z por lo que se
desprecia 9%t/0z2. La resolucién de esta ecuacion se discute en forma detallada en Ref. [6], y la solucién
completa es

“(""“y’z):“O:zoz)eXp{—i[kz—n(z)]—TQ |:w21(2)+ ik ”

2R(2)

2
0 . kre 1

exp < —i [kz —n(2)] — z} .

w(z) { 2 q(2)

Este es un resultado importante y préactico. Aparecen definidos varios pardmetros nuevos, algunos con

significado fisico y otros de relevancia préctica. La solucién u(zx,y, z) tiene simetria de revolucién en el

plano tranversal al eje de propagaciéon. Esencialmente es un producto de un término oscilatorio, una

amplitud de normalizacién, y un término con dependencia cuadratica radial, con parte real e imaginaria.

El tamartio transversal o spot size del haz estd dado por w(z):

Az 2 22
1 =w?(1+5 ). 1
+<mw3>1 (14 %) )

Corresponde a la distancia sobre el plano transversal desde el eje de propagacién en la cual la amplitud
del campo es un factor 1/e menor que el valor en el centro.

A diferencia de lo que ocurre en el marco de la 6ptica geométrica, en la que se suponen frentes de
onda infinitamente extendidos en el plano transversal a la propagacion, el haz gaussiano estd confinado
o limitado transversalmente. La extension finita del modo gaussiano tiene como consecuencia inmediata
que en el foco, el campo no se concentre en un punto como predice la 6ptica geométrica, sino en una
mancha de un tamano finito, definido por la distancia focal de la 6ptica utilizada y por el tamano inicial
del haz. El pardmetro wq es el minimo valor que toma el tamafio del haz, y se lo denomina “cintura” del
haz. Lejos de la cintura, el haz diverge angularmente con un dngulo definido por difraccion, a través del
factor A/wy.

El radio de curvatura del frente de onda, R(2), es

L 1 LB A
+<)\z) _z< +22>. (14)
El frente de onda de un haz gaussiano es (casi) esférico, salvo en la regién cercana a z = 0. En realidad es
un frente parabdlico, ya que estd definido a partir de k [z + 72/ 2R] = constante, pero la diferencia entre
un frente esférico y uno parabélico es despreciable para r? < 22.

Inspeccionando la expresion se puede ver que el radio de curvatura R diverge (— oo) sobre la
cintura (frente de onda plano), y lejos de la cintura crece como la distancia al plano de la misma: R ~ z
para z > z2p.

Al pardametro zp se lo conoce como largo de Rayleigh, y queda determinado por la longitud de onda
del campo, por la cintura del haz wq y el indice de refraccién n:

(12)

:uo

w?(2) = wp

Tnwi

20 = B\ )

(15)
es la distancia medida sobre la direccién de propagacion del haz, desde la cintura al punto en el que se
duplica el area del haz. A veces se caracteriza esta condiciéon con el llamado “parametro confocal” b,
que es b = 2zy. Es una medida practica de la distancia sobre el eje de propagaciéon en la que un haz
"permanece enfocado”. En la figura [3] se muestra graficamente el significado de estos pardmetros y la
dependencia del tamano del haz y el radio de curvatura con la distancia de propagacién.
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Figura 3: Evolucion de los pardmetros del haz gaussiano w(z) y R(z). La relacién entre la cintura wp, el
largo de Rayleigh zg y la divergencia del haz esta regida por la difraccion del haz de extension transversal
finita. Para este cdlculo se utilizé6 A = 1064 nm y wy = 150 pm

Ademas de estas definiciones y pardmetros con sentido fisico, en la ecuacién (9) se define el pardmetro
del haz gaussiano ¢ (una cantidad con parte real e imaginaria), que retiene las caracteristicas principales
de un haz gaussiano, el tamano del haz y el radio de curvatura del frente de fase:

1 1 i A
W) R mne(z)

(16)

El parametro complejo ¢ es el que modula el perfil transversal del haz en amplitud y fase. Varia con
la posicién en el eje de propagacion z, segun las expresiones ([13)) y , describiendo evolucion del haz
gaussiano en una propagacién libre. Asimismo, cuando un haz gaussiano atraviesa una lente, se forma
una nueva cintura, y los parametros del haz cambian, como veremos en la siguiente seccion.

Finalmente queda por comentar brevemente el término de fase 7n(z), conocido como Guoy shift:

Az z
77(2) = arctan (an(%) = arctan (Zo> (17)

El desplazamiento de fase de Guoy es una propiedad fisica fundamental de cualquier tipo de onda sujeta a
algun tipo de confinamiento espacial transversal, como por ejemplo enfoque o difracciéon en una abertura:
una onda plana que se propaga en la direccién z acumula una fase zk. Para haces de extension transversal
finita esto no se cumple en forma exacta, y la evolucién de la fase se aparta de la de una onda plana. El
avance de fase por unidad de longitud no es constante, particularmente alrededor del foco. Es todo lo
que vamos a decir acd respecto de este término; para mas informacién se pueden ver Refs. 7, §].

4 Ley ABCD

En analogia con lo expuesto en la seccién [2] la idea es disponer de un formalismo préctico que permita
obtener la transformacién que sufre el pardmetro gaussiano generada por los distintos elementos 6pticos
que atraviesa el haz. No vamos a hacer la deduccién acé (se puede ver en [0, [3]) pero este formalismo
existe, y se lo llama regla ABCD (ABCD law): si llamamos g;, al pardmetro gaussiano de un haz a la
entrada de un elemento 6ptico descripto por una matriz ABCD, y qo: al de salida, la relacién que los
vincula es [3].

out — 5 18

dout = Cgin + D (18)
0, més practico, en funcién de 1/¢:

1/qout = ————+—. 19

[0t = T B 1 Jg (19)

De esta forma, el pardmetro complejo que describe un haz gaussiano a la entrada y a la salida de un
elemento 6ptico como los listados en la tabla 1 quedan relacionados a través de esta transformaciéon
bilineal. Es una herramienta muy poderosa para calcular la forma de un haz gaussiano que atraviesa un
sistema complicado (o no) de lentes y espejos, como vamos a ver a continuacion.
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EJEMPLO 2: enfoque de un haz gaussiano “colimado” con una lente convergente. Este ejemplo es
simple pero alcanza para ver la potencia del método. Supongamos que tenemos un haz gaussiano
(de un laser He-Ne; A = 633 nm), colimado o con divergencia muy baja, de aproximadamente
1 mm de didmetro. Qué le pasa después de atravesar una lente convergente? ;Dénde estara el
foco, y cudl serd el tamaifio del haz? (recordemos que en el formalismo de éptica geométrica, un
haz infinitamente extenso y colimado que incide sobre una lente se enfoca sobre un punto a una
distancia igual a f, la distancia focal de la lente) En el plano de entrada, el haz tiene un tamaiio
Win, y como estd practicamente colimado, podemos decir que 1/R;, ~ 0. El medio es aire asi que

n =~ 1. Entonces q A N
1/¢im == —1 5 N —i . (20)

, 2
Ry, mnwi, Wy,

queremos saber qué ocurre con el haz luego de pasar por una lente y propagarse una distancia
arbitraria, sobre el eje z. La matriz resultante consiste en primero incluir una lente de distancia
focal f y luego propagar una distancia u. Usando y (5) esta evolucién se escribe

(D07 ’

Al aplicar la ley ABC'D , obtenemos

1 1 A —3 — i
LI S L (22)
Qout Rout TW oot (1 _ ?) —1 “)2‘

W

in

Esta expresién contiene un cociente de ntimeros complejos de la forma (a + ib) / (¢ +id). De-
spués de un poco de manipulacién se reescribe de la forma [(ac + bd) — i (bc — ad)] / (¢* + d?) y
se identifican los pardametros del haz a partir de la parte real e imaginaria:

meo:<y_ﬂ +o (sr) (23)

z [fl + (m?fn)z} -
ot = (1-2) w22 (2 ) 2

De ([23)) se ve que para u = 0 (la posicién inmediatamente después de la lente), el radio de curvatura
es Ryt = —f y el tamano del haz sigue siendo w;,,. Para encontrar la posicion de la cintura, hay
que recordar que sobre la misma, el radio de curvatura es infinito. Entonces buscamos el valor de
u que anula el denominador de :

sl

w=f|——— (25)

L+ 72 ()

que es “casi” la distancia focal de la lente. En esta ubicacion, el tamano del haz toma su valor

minimo (la cintura), que es
A MO\
W = f 1 + ( J; ) (26)
w3,

Es interesante comparar este resultado con el tamano del disco de Airy generado por un frente plano
que incide sobre una lente de distancia focal f y diametro D: el radio r del disco de Airy en el plano
focal de la lente es [1]

Af

=1.22°2 27

El tamano de este disco se dice que estd limitado por difraccion. Es el mas pequeno posible y marca
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Figura 4: Evolucién de un haz gaussiano aproximadamente colimado con tamano de haz w;, = w(z =
0) = 400 pm al incidir sobre una lente convergente de f = 200 mm y propagarse libremente. El haz
se enfoca (converge) hasta llegar a su tamafio minimo (la cintura, wg) y luego se desenfoca nuevamente.
Las distancias sobre el eje de propagacién se miden desde la ubicacién de la lente (z = 0). Notar que
debido a la extensién finita del haz en el plano transversal, no existe un haz perfectamente colimado; la
condicién de 1/R = 0 es asintética.

el limite de resolucién de un sistema 6ptico. La aparicién de una limitacién en el tamafio (limite de
difraccién) viene del confinamiento del haz: el campo tiene una extension finita en el plano transversal.
Un haz laser o haz gaussiano también presenta este confinamiento transversal, por lo que el tamano de la
cintura también estd acotado inferiormente por la difraccién. En la figura [4] se muestra la evolucién del
radio de curvatura y del tamafo del haz al incidir en una lente de distancia focal f = 200 mm y luego
propagarse libremente. Los parametros del haz usados son A = 633 nm, w;, = 400 pm. En este caso,
usando y el “foco” del haz (la cintura) tiene un radio wp &~ 104 pm y se ubica a ug ~ 188 mm
de la lente.

Resumiendo entonces, si se conocen los parametros que definen un haz gaussiano w y R en forma
numérica, tedrica o experimental, es posible calcular a partir de ellos la evolucién del haz por un sistema
optico usando las matrices ABCD del mismo. El radio de curvatura es una cantidad dificil de medir, pero
si uno elige como plano de medicién el de una cintura del haz, puede despreciar el término real de 1/¢,
va que el radio de curvatura es muy grande sobre ese plano. Como comentario final, el modo gaussiano
no es la tnica solucién de la ecuacién [[Il De hecho es el modo fundamental de distintas familias de
modos transversales: las funciones de Hermite-Gauss y de Laguerre-Gauss. Estas tltimas tienen simetria
cilindrica, y son funciones gaussianas moduladas por polinomios de Hermite(Laguerre) [5]. La diferencia
operativa mas notable es que en una cintura, el tamafio de la misma disminuye con el orden del polinomio:
la menor cintura corresponde al modo gaussiano. En otras palabras, la estructura espacial mas compleja
de los modos de mayor orden producen una mayor extensién tranvsersal del modo en el plano de Fourier
(el foco de la lente). La transformacion es una herramienta practica y simple de usar. Ademads de
la aplicaciéon que acabamos de ver, esta “ley ABC D” permite obtener la condiciéon de estabilidad de una
cavidad laser, y en el caso de ser estable, el modo gaussiano aceptado por esa cavidad, como veremos a
continuacion.
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Figura 5: Esquema de una cavidad ldser compuesta por un espejo curvo Ej, una lente L y un espejo
plano Es, separados entre si por distancias Di y Ds. Para construir la matriz de ida y vuelta se elige
arbitrariamente un plano transversal y se multiplican las matrices de cada elemento 6ptico en un transito
completo por la cavidad. El plano de trabajo elegido es arbitrario.

5 Andlisis de estabilidad de una cavidad resonante. Modo re-
sultante confinado

Este formalismo es también particularmente util a la hora de modelar y predecir el comportamiento
de la luz dentro de resonadores 6pticos como las cavidades de un sistema laser. En su versién mas
simple una cavidad resonante para un ldser consiste en un par de espejos (uno de ellos con reflectividad
menor que el 100% que funciona como espejo de salida) separados una cierta distancia. Pero pueden ser
configuraciones més complicadas, incluso “plegadas” con varios espejos de distintos radios de curvatura,
incluir componentes intracavidad en dngulo de Brewster, o —menos usualmente— lentes intracavidad.
Incluso para las cavidades mads simples, no cualquier configuracién resulta estable, en el sentido que sea
capaz de confinar indefinidamente un haz de luz sin que éste se aleje del eje éptico con cada ida y vuelta
en el resonador.

Un resonador se puede describir como una sucesion de componentes épticos y tramos de propagacion
libre. En la figura [5| se muestra un ejemplo de una cavidad con un espejo plano, otro curvo y una lente
en el medio. La matriz de transito completo (de round trip o de ida y vuelta) se construye partiendo de
una posicién en la cavidad (gs) y recorriéndola una vez en forma completa, hasta llegar al mismo punto
de partida, pero luego de un transito completo (¢s41). Para el ejemplo de la figura [5| la matriz de ida y
vuelta es el producto de la secuencia

M=FE,-Di-L-Dy-Ey-Dy-L-D;

GG DEICDEIC )

Esta matriz representa una distancia de propagacién a, seguida por la refraccién en una lente de
distancia focal f, luego por una propagacién sobre una distancia b, una reflexiéon en un espejo plano (la
matriz de un espejo plano, es decir R = oo es la matriz identidad), luego al volver otra propagacién b
sobre el brazo Ds, luego nuevamente la lente, la propagacién en D; y finalmente la reflexién en el espejo
curvo Fj.

Queremos saber qué combinaciones de componentes y distancias definen una cavidad estable, capaz
de confinar un modo. Existen un par de formas de obtener esta informacién [6, 2]; la que se presenta a
continuacién permite ademds obtener los pardmetros del haz del modo confinado (si es que la cavidad es
estable). Si bien existen algunas reglas generales para saber a priori si una cavidad es estable o no, éstas
solo funcionan para configuraciones de cavidades de dos espejos.

Para que una cavidad sea estable, un modo del campo EM dentro de la misma debe reproducirse a si
mismo después de un round-trip. Por lo tanto, para cualquier plano de la cavidad debe cumplirse que

C+DX
1 = l = g_ (29)
qs+1 ds AJFBi
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La expresion es una ecuacién para ¢, que permite ademés de obtener el pardmetro gaussiano,
establecer las condiciones para que este pardametro esté bien definido, es decir, obtener la condicién de
estabilidad de la cavidad. Es un problema equivalente a resolver la ecuacién de autovalores de la matriz
M. Reescibimos y reorganizamos para obtener

B(qt)Q—s—(A—D)qls—C:O. (30)

cuya solucién es

<1> (D — 4)= /(D — 4> +4BC )
4/12 - 2B
y teniendo en cuenta que det(M) = AD — BC = 1, se puede reescribir
1 D—_A A+ D)’ —4
<) = ( ) + ( ) . (32)
q)qs 2B 2B

Por comparacién con la definicién del pardmetro gaussiano (16]), la solucién debe tener parte real y parte
imaginaria, por lo que aparece la condicién sobre el factor dentro de la raiz cuadrada:

1 1
(A+D)*—4<0 = 5 1A+D| =5[] < 1. (33)

Esta es la condicién de estabilidad de la cavidad: el médulo de la traza de la matriz de roundtrip
de la cavidad debe ser menor o igual que 2. De otra manera, la cintura del haz no esta definida, ya
que el parametro gaussiano no tiene parte imaginaria. Entonces, igualando y con la condicion

nos queda

1 1 . A D-A \4-(A+D)y
=——1 = -4 ) (34)
Geav R Tnw? 2B 2|B|

0, explicitamente, en el plano de calculo elegido,

2B
R= DA’ (35a)
w? = % 218 (35b)

n\/4—(A+D)2.

El haz gaussiano confinado en una cavidad estable, definida a partir de su matriz de round-trip M esta
caracterizado sobre el plano de trabajo elegido por o por las expresiones ) y ) La condicién
de estabilidad depende de la traza de la matriz M. La traza de un producto de matrices es invariante
ante variaciones ciclicas, es decir tr(A-B-C) = tr(B-C-A) = tr(C- A- B), por lo que, como es esperable,
la condicién de estabilidad es independiente del plano de trabajo que se elija para realizar el cdlculo. La
eleccién del mismo depende de para qué plano se quieran conocer los parametros del haz. Aunque, como
vimos en la Seccién [d] conociendo ¢ en un plano, se puede propagar a cualquier otro plano sabiendo qué
elementos 6pticos hay que atravesar.

EJEMPLO 3: Supongamos que queremos armar una cavidad estable con una configuracién como
la definida en la figura [f] usando un espejo curvo E; de R = 250 mm de radio de curvatura y una
lente L de f = 0.5 m = 500 mm de distancia focal. Queremos conocer las longitudes a y b de
los brazos Dy y D2 con los que se puede armar una cavidad estable. Para ello hay que hacer el
producto de las matrices , especificando los valores de Ry f. Después de un poco de dlgebra
de matrices, obtenemos la traza de la matriz M:

a?(b—500)  a(b—300) 3b
15625000 12500 125’

tr(M) =2 — (36)
donde las distancias a y b estdan expresadas en milimetros.

La condicion de estabilidad , 1/2 |tr M| < 1 en funcién de los largos de los brazos de la cavidad
se puede ver graficada en la figura[6} La zona sombreada corresponde a la condicién estable, y las
lineas de contorno indican el valor del médulo de tr M /2.
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Figura 6: Regiones de estabilidad de la cavidad para distintas combinaciones de longitudes a y b.

Cualquier combinacién de largos a y b sobre la zona grisada de la figura [f] define una cavidad estable,
pero ATENCION: Esto no significa necesariamente que el laser funcionard bien, sino que la cavidad asi
definida es capaz de confinar un modo. La eficiencia de un laser estard determinada por condiciones més
sutiles, como por ejemplo cuan parecido es el modo gaussiano a la zona de bombeo en el medio activo,
cuan grande o chico es el haz sobre los espejos, etc. Esa es otra discusién mas compleja, que tiene que
ver con el grado de “acople” o parecido entre la cavidad y su modo, y la regiéon de ganancia. Lo que si
podemos decir es que si el par (a,b) cae fuera de la zona de estabilidad, es imposible obtener un modo
confinado en esa cavidad, y serd virtualmente imposible (al menos en un sistema de emisién continua
como los del laboratorio) obtener emisién laser.

Por otro lado (y un poco relacionado con esto tltimo) hay que tener en cuenta que las expresiones ([34))
o) permiten obtener el pardmetro gaussiano del modo estable confinado en la cavidad en cualquier
punto de la misma, usando la ley de propagacion ABCD, ecuacién .

EJEMPLO 4: Vamos a encontrar la forma que toma el modo confinado a lo largo de una cavidad
estable; calcularemos la variacion transversal del haz a lo largo de una cavidad estable definida por
a = 800 mm, b = 1400 mm y el resto de los componentes épticos descritos arriba, en el ejemplo
anterior. Suponemos es un liaser de Nd:YAG, por lo que A = 1064 nm. Segtn la expresion de
la matriz , el haz gaussiano obtenido corresponde al del plano inmediatamente posterior a
la reflexién sobre el espejo curvo Ej, con el haz propagéndose hacia la derecha (Fig. [5). Para
obtener el modo sobre

1. cualquier punto del brazo D;: propagamos 1/q sobre una distancia arbitraria z, 0 < x <
a = 800 mm.

2. cualquier punto del brazo Ds: propagamos 1/q sobre una distancia ¢ = 800 mm, luego por
a través de la lente L y luego sobre una distancia arbitraria y, 0 < y < b = 1400 mm.

Con este método podemos conocer la forma del haz en todos los puntos de la cavidad, a partir
de conocer como es el haz sobre el espejo E1 y saber como se modifica el pardmetro gaussiano a
lo largo de la cavidad. La figura [7] muestra el tamano del haz y el radio de curvatura del modo
estable para esta configuracién.

La Fig. [7| permite apreciar que:

¢ El radio de curvatura del haz debe coincidir con el radio de los espejos que cierran la cavidad, E
y E2 (no asf sobre la lente o sobre un eventual espejo intermedio, que pliegue la cavidad): se puede
ver que el radio de curvatura es de 250 mm sobre F;, y diverge sobre el espejo plano Fs.
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Figura 7: Modo confinado en la cavidad estable definida por un espejo de fondo curvo de R = 250 mm,
una lente de f = 500 mm separados 800 mm, y un espejo plano a 1400 mm de la lente. La longitud total
es de 2200 mm. En la parte superior se muestra una caricatura de la extensiéon radial del modo estable
dentro de la cavidad.

e Una de las cinturas del haz se forma sobre el espejo plano Es, y la otra en algin punto entre E; y
L (en este caso a unos 90 mm de Es). Esto se ve como un minimo del tamaifio del haz y como una
divergencia del radio de curvatura.

Hay que tener en cuenta que ESTE perfil transversal del haz confinado depende de la configuracién
especifica de la cavidad (a,b). Otra eleccién de pardmetros a y b que también cumplan la condicién de
estabilidad llevard a un modo confinado distinto.

EJERCICIO 2: finalmente, suponiendo que el espejo plano Fs es el espejo de salida, podemos ver
cémo seria el modo de este laser afuera de la cavidad (que es la regién a la que podemos acceder
para medir, no es posible o al menos es muy complicado intentar medir propiedades del modo
intracavidad, porque cualquier perturbacién al modo inserta tantas pérdidas que probablemente
el ldser deje de funcionar). Para ver cémo es el haz afuera de la cavidad, hay que continuar con la
propagacion del haz gaussiano que ya conocemos: a partir del parametro q calculado sobre el espejo
F1, hay que propagarlo sobre una distancia a = 800 mm, luego por la lente L y posteriormente
por una distancia b = 1400 mm. Asi tenemos el haz sobre el espejo de salida Es: @gq1idq- Ahora
hay que salir de la cavidad: si decidimos NO despreciar el transito por el vidrio del espejo, hay que
propagar gsaiide por una distancia e/n, donde e es el espesor del espejo (tipicamente e = 6 mm) y
n el indice de refraccién del material (n ~ 1.507 para una longitud de onda de 1064 nm en vidrio
BKT7) y luego, ahora que ya estamos afuera de la cavidad, aplicamos una propagacién por una
distancia arbitraria v: v = 0 corresponde al haz afuera de la cavidad, sobre el espejo de salida y
a medida que v crece se obtiene la forma del modo al alejarse de la cavidad. Pruebe al menos a
plantear esta cuenta.
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6 Astigmatismo, cavidades “plegadas”

La cavidad con la que se trabaja en el Laboratorio es una cavidad plegada, usando un espejo curvo
en angulo de incidencia no nulo: esto se utiliza para reemplazar la lente L del ejemplo de arriba (no
es bueno intercalar elementos refractivos adentro de la cavidad, porque las reflexiones sobre sus caras
imponen muchas pérdidas en sucesivos pasajes). Para poder usar un espejo y que el haz no se refleje
sobre si mismo, se lo ubica en dngulo, de manera que el angulo de salida del eje 6ptico es el doble del
angulo de incidencia en el espejo. Asi se pueden formar cavidades con varios espejos curvos, que produzcan
multiples cinturas intracavidad. En estas cinturas la intensidad del campo es muy grande, pues escala
con el drea del haz. Sobre ellas se pueden ubicar materiales no lineales, materiales con ganancia, etc. En
la figura 8] (adaptada de [9]) se muestran dos configuraciones tipicas de laseres de Ti:Zafiro.

Laser de bombeo @ 532 nm H

ES2

Ti:Zafiro

‘ Laser de bombeo @ 532 nm

Figura 8: Dos esquemas tipicos de cavidades para laseres de Ti:Zafiro. El astigmatismo introducido por el
cristal del medio activo ubicado en dngulo de Brewster es compensado (parcialmente) por el astigmatismo
producido por los espejos Ey y Fs. Figura adaptada de [9]

El problema es que el angulo de incidencia grande sobre estos espejos introduce astigmatismo en la
cavidad: el radio de curvatura efectivo en el plano sagital (el que contiene a los haces incidente y reflejado)
es distinto que en el plano tangencial (el perpendicular al plano de incidencia). La cavidad “se desdobla”
y pasa a tener dos diagramas de estabilidad (y dos modos confinados estables), uno para cada plano.
Esta “no degeneracion” o diferencia entre los dos planos aumenta al incrementarse el 4ngulo de incidencia
del espejo, por lo que en general se trata de mantener estos dngulos lo mas chicos posibles. Si el angulo
es pequenio se puede despreciar. Si el dngulo es grande, la cavidad alcanzarda un limite geométrico de
estabilidad en un plano antes que en el otro, y el modo se vera elongado en alguna dimensién.

Otro elemento que introduce astigmatismo es una lamina en incidencia en dngulo. En particular para
incidencia en dngulo de brewster (una condicién comun en componentes intracavidad, debido a que define
una polarizacién para el ldser y minimiza las pérdidas), la diferencia de longitud efectiva entre los dos
planos es un factor 1/n2. Estas matrices, asi como las de los espejos en angulo de incidencia arbitrario
se encuentran listadas en la tabla 1.

EJERCICIO 3: Plantee la matriz de la cavidad laser que tendra que armar en el Laboratorio:
despreciando el medio activo (puede considerarlo si quiere, 5 mm de Nd:YAG, n = 1.82), consta
de un espejo plano, un espejo curvo de R = 500 mm en angulo, que pliega la cavidad, y un espejo
plano de salida, como en la figura[9} Trate de encontrar la condicién de estabilidad en funcién de
las distancias a y b. Puede suponer también que el angulo de incidencia 6 sobre el espejo curvo es
despreciable.
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Figura 9: Esquema de la cavidad del laser del laboratorio. E; y E3 son espejos planos. El radio de
curvatura de Ey es R = 500 mm. El medio activo (Nd:YAG) se ubica sobre el espejo Ey (del lado de
adentro de la cavidad), tiene 5 mm de largo y su indice de refraccién es n = 1.82 para la longitud de
onda del laser. Puede despreciar este elemento en una primera aproximacién. El espejo de salida es Fs.

7 Resumen

En este documento describimos un método practico y bastante mecanico para propagar un rayo optico
o un haz gaussiano a través de un sistema éptico. También establecimos las condiciones para obtener
una cavidad laser estable. Es interesante notar que el resultado es independiente de la longitud de onda
de la luz, es decir que una cavidad estable, lo es en principio tanto para luz visible como para radiacion
en el rango de microondas, por ejemplo. Quien impone condiciones para que una cavidad real sirva para
cierto rango del espectro electromagnético es el comportamiento de los materiales: reflectividad de las
superficies, atenuacién de distintos materiales, etc.
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Lectura adicional

e B.E.A. Saleh and M.C. Teich. Fundamentals of Photonics. John Wiley & Sons, 2019 (recomendado).

e A. Yariv. Quantum Electronics. John Wiley & Sons, 1989 (muy bueno, puede resultar muy
“cudntico”).

o A.E. Siegman. Lasers. University science books, 1986 (muy completo, dificil como primera lectura).

R. Paschotta. RP Photonics Encyclopedia. https://www.rp-photonics.com/abcd_matrix.html.
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Tabla 1. Matrices ABC'D de distintos elementos 6pticos comunes.

Propagacion libre sobre una distancia arbitraria d
— 1 d
y 4y 0 1

Transmision a través de una lente delgada de distancia focal f
. 10
1
Vs ;2
Reflexion sobre un espejo de radio R en incidencia normal

1 0
1

> 2
R R

Reflexién sobre un espejo de radio R en angulo de incidencia 6

(plano sagital)

2cos 6
§ —~r Us
1 0
@ T plano tangencial
= 1
" Rcosf T

Refraccién sobre una superficie plana desde n; a ns

n1|/y 1 O

n
| n2 0 m

Propagacion en un material de longitud d e indice n

n=1_— 1 £

n

d, 1 0 1

Propagacion en un medio con incidencia en angulo de Brewster g, longitud efectiva L

1 L
0 7{ (plano sagital)
S
1 L
n3 (plano tangencial)
0 1),
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