1. Teorias de gauge sobre grupos generales

Un grupo es un conjunto de objetos G = {g} entre los cuales existe una operacién (es decir, una funcién de G x G
en G que a) posee un elemento neutro (existe un elemento e tal que ge = eg = g para todo g € G; b) posee elemento
simétrico (para todo g existe un elemento g~ tal que g~ 'g = e; y c) es asociativa g (¢’¢”) = (gg’) g". Si ademds
g9’ = ¢'g para cualquier par, decimos que el grupo es conmutativo o “Abeliano”.

Dado un espacio vectorial H, una representacién unitaria de G es un mapa de G en un conjunto de matrices
unitarias que es consistente con el producto del grupo, U (g) U (¢’) = U (gg’), donde el lado izquierdo representa la
composicioén habitual de matrices. No todos los grupos admiten representaciones unitarias; nosotros vamos a sumir
que nuestro grupo las admite. Obviamente U (¢) =1y U (¢7') = (U (9N~ "

Un “grupo de Lie” es un grupo que ademds es una variedad. Eso quiere decir que cada elemento del grupo posee un
entorno que se puede mapear a un subconjunto de un R"™. Decimos que ese entorno es el plano tangente a la variedad
en ese elemento. Ademds, la estructura de la variedad es consistente con la operacion del grupo, en el sentido de que
gg’ depende continuamente de g y de ¢’. Por eso el plano tangente en g se puede mapear sobre el plano tangente en
e operando con g~!. Una consecuencia es que todos los planos tangentes tienen la misma dimensionalidad. Ademis,
cada plano tangente hereda la estructura vectorial de R".

Vamos a identificar al grupo con alguna de sus representaciones (por ejemplo, identificamos a SU (2) con el grupo
de matrices unitarias de determinante 1 en C?). Entonces toda matriz unitaria se puede escribir como

U=e 4 (1)

con A hermitica. Si U estd “cerca” de 1 entonces podemos desarrollar

U~1-1iA 2)

La matriz A vive en el plano tangente por bmnl. Como éste es un espacio vectorial, podemos elegir una base 74.
Entonces

A=a7y (3)

Decimos que los 74 son los “generadores” del grupo. Nétese que la dimension del espacio base H, pongamos d, no es
la dimensi6n del espacio tangente al grupo. Por ejemplo, para SU (n), tomando H = C", tendriamos d = n'y n? — 1
generadores (3 para SU (2), 8 para SU (3), etc.).
Si tengo dos matrices, ahora

e—iAp—iB _ ,—i[A+B—}[AB]+..] _ ,—iC (4)
Si Ay B son combinaciones lineales de generadores, lo mismo vale para A + B, pero no necesariamente para C'. Para
que C' permanezca en el plano tangente pedimos que el conmutador de dos elementos del plano tangente también sea
una combinacién lineal de generadores. Basta con establecer esta propiedad para dos generadores, es decir

(T4, 78] = iCSz7C (5)

Las constantes C’EB son las “constantes de estructura” del grupo, y codifican la operacién del grupo. Cuando valen
relaciones de conmutacién del tipo [} la representacién U = e~*4 vale para cualquier elemento del grupo. Decimos
que las matrices A en la capsula lineal de los generadores forman el “dlgebra” del grupo.

El grupo actiia sobre si mismo mediante la operacidn, para un U dado

U - uvvuv? (6)
Osea,siU =e yU =e B
Ul N e—iUBU71 (7)
Ahora
UBUfl:Bfi[A,B]Jr... (8)
Si B = b7, tenemos
[A, B] = (a®iC5.b°) 75 ©)



De esta manera, encontramos una representacion del grupo sobre su propia dlgebra. Si insistimos que esta represen-
tacion debe tener generadores 74, que son matrices en el plano tangente al grupo, una transformacidon infinitesimal
deberia ser

bP — b8 —ia? Ta|5bC (10)
Comparando, vemos que

Talg =iChy (11)

Para que esto sea realmente una representacion del grupo, debe ser

[Ta,Tp] = iCSpTe (12)
0 sea
CReChc — CBpCihac = CXpChe (13)
Esto se deduce de la identidad de Jacobi
[Ta, T8, TC]] + [7B, [T, TAl] + [0 [TA, TB]] = O (14)
que se convierte en
{CREChc + CRpCEL + CERCEp} 0 =0 (15)

Decimos que esta representacion es la “representacion adjunta” del grupo.

Una vez que hemos comprendido que junto a la representacién original (con generadores 74) siempre viene la
representacién adjunta, toda la construccion de la teoria de gauge del grupo SU (2) que hicimos la vez pasada se puede
reproducir para un grupo cualquiera simplemente reemplazando las constantes de estructura de SU (2) (CS 5 = €apc)
por las constantes de estructura en cuestiéon. Ademads, aprendemos que el tensor de campos F’ l’:‘y es un elemento de la
representacion adjunta, y que el simbolo D, en las ecuaciones de movimiento efectivamente es la derivada covariante
para tal representacion, lo que garantiza que

1 1
DyDF* = 2 [Dy, D) F* = 2 [F, F*] = 0 (16)

2. Los campos de gauge son transversos

Sabemos que una onda electromagnética en vacio es necesariamente transversa, es decir, si escribimos una on-
da‘plana monoocromética como

A’: gei(lzi:‘fwt) (17)

en un gauge en que el potencial escalar se anula, entonces k& = 0. Por este motivo decimos que la onda tiene dos
grados de libertad, que corresponden a dos polarizaciones independientes en el plano perpendicular a la direccién de
propagacion. Queremos ver si es posible hacer un enunciado similar para teorias de gauge no abelianas.

Para eso vamos a estudiar campos de gauge linealizados, es decir vamos a quedarnos solamente con la parte lineal
del tensor de campos

Fo = 0w —o,W (18)

Bajo esta aproximacion construimos la accion cuadrética

-1
S = /d4x L=— /d% Fo FAr (19)
y escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange
OL oL

0 = 20
(swi) = v 0



La légica de las ecuaciones de Euler-Lagrange es que mientras el lado derecho depende de los campos y sus derivadas
primeras respecto del tiempo, el lado izquierdo depende de los campos y de sus derivadas primeras y segundas.
En otras palabras, las ecuaciones de Euler-Lagrange nos permiten encontrar las aceleraciones en términos de las
posiciones y velocidades, y de esa manera determinan la evolucién del sistema. En nuestro caso, ademas, el lado
derecho simplemente se anula.

Ahora, es evidente que el lado izquierdo no contiene la derivada segunda respecto del tiempo de W'. Para que
eso fuese posible, la densidad lagrangiana deberia contener a Wé?o- Pero ésta solamente podria ocurrir en F&‘), que es
idénticamente cero por antisimetria.

Una primer conclusién es que las ecuaciones de Euler-Lagrange no determinan la evolucién de los campos de
gauge. En realidad, era imposible que lo hicieran, ya que uno retiene la libertad de hacer transformaciones de gauge
en cualquier momento, variando de esa manera la evolucion.

Sin embargo, la ecuaciéon con v = 0 no es trivial. Si identificamos F’ Aj0 = FAJ como los “campos eléctricos”, en
ausencia de carga obtenemos la Ley de Gauss

9,E4 =0 (21)

En un gauge en que W4? = 0 obtenemos

;WA =0 (22)

de manera que el grado de libertad longitudinal no es dindmico. Como su equivalente electromagnético, cada campo
de gauge equivale a dos grados de libertad transversos.

3. Rompimiento espontaneo de simetria

Uno de los principales atractivos de las teorias de gauge es que permiten introducir interacciones de una manera
sistemdtica en una teoria, ya que particulas “cargadas” interactiin mediante el intercambio de campos de gauge. Pero
tienen la debilidad de que los campos de gauge son necesariamente no masivos, ya que un término de masa en la
densidad Lagrangiana, por ejemplo m? Wf W4AH no es invariante de gauge. En otras palabras, uno sélo podria modelar
interacciones de largo alcance, como el electromagnetismo, lo cual contradice la fenomenologia de las interacciones
débiles.

Sin embargo, existe una forma de darles masa a los campos de gauge, a través del rompimiento espontdneo de
simetrias. Hacemos notar que las interacciones fuertes son de corto alcance por un mecanismo completamente distinto,
el confinamiento de las cargas de color, que no vamos a tratar en este curso.

Un caso simple de rompimiento espontdneo de simetria es la teoria de Landau-Ginzburg de la transicién de fase
ferromagnética. Landau y szburg suponenn que al menos cerca de la temperatura critica el estado del sistema se
puede describir mediante un “pardmetro de orden”, en este caso la densidad de magnetizacién M.M =0 por encima
de la temperatura critica, pero # 0 por debajo. Como de todas maneras es pequeflo si no nos alejamos mucho de la
temperatura critica, y el sistema es invariante frente a rotaciones, la energia libre debe tomar la forma

r (1] = /d% {;MMMM + %aMQ + i)\ (M2>2 4. } (23)

donde los términos que siguen son despreciables cerca de la temperatura critica (salvo A sea cero). Los puntos de
equilibrio son los minimos homogéneos de la energia libre, lo cual lleva a

a+AM?=0 (24)

Claramente, si a y A son positivos, la tnica solucién es M = 0. Landau y Ginzburg suponen que esta es la situacion
por encima de la temperatura critica, pero mientras que A permanece positivo, a se anula a la temperatura critica y se

vuelve negativa por debajo
T
~ — —1 25
a~a ( T ) (25)

Entonces, por debajo de la temperatura critica aparecen soluciones no triviales con

M? == (26)



Notese que ésto no determina el punto de equilibrio. Hay una “variedad de minimos”, en este caso la esfera de radio
v/lal /A, que corresponden a estados con la misma energia libre. Se supone que el material se las ingenia para elegir
a uno de éstos (porque siempre hay un capo externo remanente, o simplemente al azar), pero cualquiera seria una
eleccion viable.

Otro caso un poco mas simple es la teoria de Landau-Ginzburg de la transicién de fase superconductora. En este
caso, el pardmetro de orden es un campo escalar complejo, que representa el condensado de pares de Cooper, y la
accion es

sl = [ate {-0.0°00 4 o0 - a0} @

donde ya asumimos que estamos por debajo de la temperatura critica. Asumiendo que la configuracién de equilibrio
es homogénea, encontramos

m? — X =0 (28)

Ahora nos preguntamos por las pequefias oscilaciones alrededor de un punto de equilibrio. Asumamos, sin pérdida de
generalidad, que el equilibrio corresponde a ¢y = 1/m?/\. Entonces podemos parametrizar una pequefia desviaciéon
del equilibrio como

¢ =¢o+E+in (29)

de manera que, reteniendo sélo términos cuadraticos en £ y i

o' = 5 +200+E+ 0
(¢"0)° = g +4d5E + 203 (362 +1?) (30)

Reemplazando en la accién encontramos

S = / d*z {—0,£0"¢ — 2m*€* — 9,mo*n} (1)

Vemos que el campo ¢ ha adquirido una masa (con el signo correcto) mientras que 77 permanece no masivo. En
realidad esto es natural. En este caso la variedad de minimos es el circulo de radio ¢y. Moverme en la direcciéon de &
me saca de la variedad de minimos, por lo tanto cuesta energia y convoca una fuerza restitutiva, tratando de llevar la
fluctuacién nuevamente al minimo de energia. En cambio, si me muevo en la direccién de 7 permanezco en la variedad
de minimos, por lo cual no pierdo energia, y 7 no adquiere masa. Decimos que 7 es el “bosén de Goldstone”.

Por supuesto la existencia de un bosén de Goldstone es independiente de cdmo parametrice los campos. Por
ejemplo, si yo parametrizo

¢ =e""[py+¢] (32)

es facil ver que @ es el bosén de Goldstone y  adquiere una masa 2m?.
Abhora, si en vez de una invariancia U (1) global fuese una invariancia de gauge

S[é] = /d4m {— (0,0 —ieA,d)" (0,0 —ieA,d) +m?p*p — %)\ (¢*gb)2 - iFM,,F’“’} (33)

Uno puede eliminar la fase 6 completamente mediante una transformacién de gauge. Por lo tanto, cuando estudiamos
las pequefias oscilaciones alrededor del equilibrio, s6lo encontramos al campo escalar real masivo ¢ y al campo
vectorial A4,,, que adquiere una masa e?¢3.

(,Qué paso con el bosén de Goldstone?

Lo que pasoé es que al hacer la transformacién de gauge

A, 5 A, — e 10,0 (34)

el campo de gauge adquirié un grado de libertad longitudinal. El campo vectorial masivo contiene 3 grados de libertad,
no 2 como un campo de gauge ordinario. Entones en la fase simétrica tenfamos 4 grados de libertad (2 en ¢ y 2 en
A,) y luego de romper la simetrfa también, ahoraes 1 en ¢ y 3 en A,,. Decimos que el campo de gauge “se comié” al
boson de Goldstone [[1]].
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