1 Integrales de camino sobre estados coherentes

(ver [} 12, 13])

Ya vimos que la cuantificacién mediante integrales de camino usando la “trotterizacién” del Hamiltoniano no
podia aplicarse de una manera directa a campos fermidnicos. Por suerte, existe otra manera de introducir integrales de
camino, usando las propiedades de los estados coherentes.

Supongamos un sistema donde la tinica variable es el niimero de particulas, es decir, tengo una base de Fock donde
el estado |n) indica la presencia de n particulas. Entonces puedo definir el operador de destruccion

aln) = vnln—1) (1)

y el operador de creacion

alln)y =vn+1|n+1) 2)
Obviamente
[a,a’] =1 (3)

Vamos a asumir que el hamiltoniano es alguna funcién H [aT, a] de estos dos operadores y que esta ordenado nor-
malmente, es decir, que los operadores de creacion siempre aparecen a la izquierda de los de destruccion.
Un estado coherente es un autoestado del operador de destruccién

alzy = z|z) 4)

Como a no es hermitico, z en general es complejo. Desarrollando
2) =) cnln) )

es facil ver que

Cp = —F/—= (6)
Vn!
donde hemos adoptado la normalizacién ¢y = (0|z) = 1. El operador de creacién no tiene autovectores (esto se
puede demostrar inductivamente: si af |w) = w|w) y w # 0 entonces (Olw) = 0, y si (n|w) = 0, entonces
w {n 4+ 1|jw) = 0). En cambio
d
al|z) = = 2) (7)
Entonces, si tengo dos estados coherentes,
d
m ('|2) = (Z|a|z)
= 2" (Y|z) ®)
de modo que
(|z) = e* 9)

(que se verifica facilmente usando los desarrollos[5|con los coeficientes[6|para cada estado). Aunque los estados coher-
entes no son ortogonales, si son completos, en el sentido de que todo estado se puede escribir como una superposicion
de estados coherentes. Para ver esto, es suficiente mostrar que existe una representacion de la identidad

/dz*dz e ) (2] = 1 (10)
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En esta férmula dz*dz representa la medida de integracién habitual en el plano complejo. Si parametrizamos z = pe®?,
entonces dz*dz = 2ipdpdf. Entonces, lo que queremos demostrar es que

o0 _ 2 [ df B
/0 2pdp e~* /% (n|z) (z|m) = dpm (11)



donde para los brackets usamos los coeficientes [¢]

e o
/ 2pdp e*”2p”+m / o en=mf — 5 /nlml (12)
0 m

que se verifica sabiendo que
oo
/ dtt"e " =T [n+1] =n! (13)
0
Ahora vamos a usar todo esto para encontrar las amplitudes de transicion entre estados coherentes

<ZN+1|e_iTH/ﬁ|zo> (14)

Consideramos N tiempos intermedios ¢; = jdt, con dt = T/N, y en cada uno de estos tiempos introducimos una
representacion de la identidad. Entonces

N N
) dzidz; . . )
<ZN+1‘671TH/E|ZO> _ H/ QJM J <ZN+1|671dtH/h‘ZN> Hefz]. z; <Zj‘efzdtH/ﬁ|Zj_1> (15)
j=1 j=1
Ahora
(z3le ™M) 1)~ (] [L—idtH/R) 251)
= [1 —idtH [Z;,Zj_l] /h] <Zj|zj—1>
~ efidtH[z;,Zj,l]/ﬁez;Zj,1 (16)
y entonces
N .
<ZN+1 |6_iTH/h‘ZO> _ H / dzj;i:j e—idtH[Z;]+17ZN]/herv+1ZNei > dt[iz;(zj—zj71)/dt—H[z;,zj,1]] A7)
j=1
que en el limite en que N — oo se convierte en
<ZN+1|€_iTH/h|ZO> = /Dz*Dz e N+12N+1 1S (18)
con
S:/dt i — H] (19)
donde hemos identificado

2 Estados coherentes fermionicos

Ahora queremos aplicar estas ideas para cuantificar mediantee stados coherentes un sistema efrmiénico, es decir, uno
en el que vale el Principio de Pauli, de manera que la base de Fock se reduce a sélo dos estados |0) y |1).

El pequefio escollo que tenemos que superar es que un sistema fermidénico no admitee stados coherentes. Mante-
niendo la normalizacién (0|z) = 1, un estado coherente seria

|2) = 10) + B 1) 1)

y entonces la ecuacién a |z) = z |z) se convierte en

22 =0 (22)



o sea que el tnico estado coherente es el estado de vacio.

Para superar este inconveniente vamos a asumir que existe un nuevo tipo de nimero 6, las variables de Grassmann,
con la propiedad de que 6% = 0 (si hay varias variables 6, pedimos que {6;, 6} = 0). Entonces un estado coherente
fermidnico es un estado de la forma

6) = 10) +011) (23)

donde 6 es una variable de Grassmann, y a |#) = 6 |6) .

Habiendo aceptado la existencia de variables de Grassmann, tenemos que aprender a hacer andlisis con ellas.
Asumimos que las variables de Grassmann se pueden sumar y multiplicar por niimros complejos o por otras variables
de Grassmann, y que el prducto es distributivo respecto de la suma.

Una funcién analitica de una variable de Grassmann es necesariamente lineal

f(0)= fo+ 10 (24)
Definimos la derivacion como
df
7 fi (25)

La derivacion anticonmuta con variables de Grassmann. Para definir la integracion sobre variables de Grassmann basta

definir las dos integrales
/d&l y /d99 (26)

Para orientarnos, pedimos que valga el “Teorema de Gauss”

af
/dQ@—O (27)

O sea, las variables de Grassmann viven en una variedad sin bordes. Como la derivada es una constante, esto requiere

/d91:0 (28)

Y para que la integracién no sea trivial pedimos

/d99=1 29)

Notese que la integracion es invariante frente a traslaciones

/def(9+90)=f1:/d9f(9) (30)

Como ejercicio de integracion sobre variables de Grassmann, veamos cémo son las integrales gaussianas. Una integral
gaussiana sobre variables reales toma la forma

/dN.’L‘ emmMiEt o (det M)fl/2 (3D
En el caso de una variable de Grassmann tenemos
/ dodot V' K0 — K (32)
En el caso de varias variables, tendriamos
/ [ d6;d6} % 5" (33)
J

Asumiendo que la matriz K se puede diagonalizar y que valen las reglas de cambio de variables usuales, podemos
llevar ésto a

/ [ d6;d6} = 450" =] K, = det K (34)

J J



El paso siguiente es calcular el funcional generador de una variable de Grassmann. En el caso normal, tenemos

k

e W = /dN;v e~ 3T Mzt —Jrat o (det M)71/2 G%Jj(Mil)f T (35)

En el caso de variables de Grassmann encontramos

GW[J’JT] = /Hdﬁjde;r ee.jKi0k+J119k+911Jk
J

/Hdejde; e(GJT'JFJzTKj_”)K{;(9k+K;1kJm),JlTK;L1sz
J

= (det K)e//Kn"7" (36)

Ahora volvemos al problema de escribir los elementos de matriz del operador de evolucién como una integral de
camnio sobre estados coherentes. Lo tinico que necesitamos saber es que las tinicas propiedades de estados coherentes
que hemos usaso son el bracket ]y la representacion de la identidad[I0] De modo que s6lo necesitamos verificar que
ambas relaciones valen para estados coherentes fermidnicos.

Efectivamente

(0]6) =1+ 919 = "'? 37)

/ dotds =" (|0) + 6 [1)) ({0] + 6T (1]) = [0) (0] + 1) (1] = 1 (38)

de manera que sélo se trata de copiar literalmente la construccién que hemos hecho para bosones.
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