1 La accion efectiva y el método del campo de fondo

Iniciamos el camino hacia la demostracién de la libertad asintdtica de las teorias de gauge no abelianas. El camino
empieza con algunas consideraciones bdsicas sobre la accion efectiva.

Como vamos a trabajar directamente en la formulacién euclidea, definimos el funcional generador (tomamos como
ejemplo un campo escalar, pero todo lo que vamos a decir es completamente general)
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(usamos la convencion de Einstein también para integrales). El valor de expectacion del campo entonces
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Reemplazando [3]y [6]en [I| obtenemos
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que tomamos como una ecuacién para I' que vamos a resolver iterativamente. La primer iteracion es
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Por definicidn, el valor de expectacién
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Elrol de la fuente residual I'y 4 es asegurar este vinculo (ver también [1]). Por este motivo, no es necesario considerarla
explicitamente, si al mismo tiempo se descartan todos los diagramas con inserciones de una particula. En otras
palabras, podemos pensar a I'; como la accién efectiva de una nueva teoria, cuya accién es
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evaluada en () = 0, esto es, I'; es la suma de todas las burbujas de vacio irreducibles de una particula de la teoria
con accion S’. Ademds, derivando una vez més@tenemos
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donde G = (py') es el inico propagador euclideo.
Por ejemplo, consideremos una teoria A®*. La accién minkowskiana es
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Reemplazando ¢ — —it encontramos
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La teorfa Sl entonces es

1

SE—/d4 { ©% + w,z+2m <P2+4,)\(6¢2<P2+4¢<P3+<P4)} (17)

Observamos que ¢ tiene una masa (dependiente de la posicién) m? + A¢? /2, y un acoplamiento ctibico con constante
A¢/6, ademds del acoplamiento cudrtico.

Como sabemos, I'; va a ser la suma de diagramas de Feynman de vacio construidos con estos acoplamientos y un
propagador “desnudo” que obedece

[—D+m2+;A¢2 G=n (18)

Consideremos un diagrama con I lineas, V3 vértices ctibicos, V, vértices cudrticos y L lazos. Entonces
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Eliminado I obtenemos
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Por otro lado, cada linea interna aporta un factor de A, y cada vértice uno de A~!. Como hay ademds un factor de h
global, L es la potencia de & que corresponde al diagrama. Eso sugiere la “expansion en lazos”. Nétese que, como la
masa del campo ¢ incluye el término que depende del campo de fondo, cada diagrama en la expansién en lazos es una
suma de un nimero infinito de diagramas en la expansién en potencias de .

En lo que queda de esta parte del curso vamos a trabajar s6lo con la teoria a un lazo, de manera que nos podemos
quedar con
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Podemos expandir I'; en potencias de ¢. Un término proporcional a ¢¥ corresponde a un diagrama con F lineas
externas, por lo tanto F /2 vértices y otras tantas lineas internas. Por lo tanto, su grado de divergencia primitiva en d
dimensiones es d — E. Vemos que s6lo los términos cuadraticos y cudrticos pueden ser divergentes.

Calculemos explicitamente la divergencia en el término cudrtico. Anticipando que vamos a trabajarend = 4 — €

dimensiones, donde ¢ tiene unidades de mld=2)/2 reemplazamos A — Au°. Entonces
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Para calcular el término divergente es suficiente poner ¢ = constante. También usamos la transformada de Fourier
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Calculamos de la manera usual
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La divergencia es s6lo aparente, ya que se puede eliminar redefiniendo el pardmetro Ap en la accién clasica
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Notese la aparicioén de un punto fijo no trivial cuando € > 0.
En general, definimos la funcién 5 como

dA
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De manera que hemos demostrado que en d = 4 dimensiones, la funcién 3 de la teorfa A¢* es positiva.

Supongamos que hay un observable f, por ejemplo una amplitud de scattering, que podemos identificar como la
“constante de acoplamiento” para un proceso, por ejemplo una colisién, en una escala de energia dada. Es decir, f
depende de la energia, de A y de la escala de renormalizacion p. Por la arbitrariedad en la eleccion de ;o deberfamos
tener
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Mientras que por andlisis dimensional, suponiendo que f sea adimensional
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Eliminando a i de estas ecuaciones, encontramos que
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Si 3()\) = aA? y ponemos la condicién de que A es la constante de acoplamiento medida a la energia Ej, obtenemos
A
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Es decir, la constante de acoplamiento crece con la energia, volviéndose infinita a una energia dada (por supuesto, la
teoria de perturbaciones que estamos haciendo deja de valer mucho antes de eso). La electrodindmica cudntica tiene
un comportamiento similar.

La singularidad de las teorias de gauge no abelianas es que la funcién S es negativa (dadas ciertas restricciones
acerca de los campos de materia) por lo cual obtenemos el comportamiento inverso: la teoria se comporta como
débilmente acoplada a altas energfas. Este fenémeno, llamado la “libertad asintética” de las teorfas de gauge, es
esencial para su éxito como descripcidn de las interacciones entre particulas elementales.
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