1 Los exponentes criticos y la funcion de correlacion

Los exponentes criticos se pueden deducir de la funcién de correlacién

G[r] = (M (r) M (0)) ey
En la region critica
G~ pd=24n)g {T} )
§
donde la “longitud de correlaciéon”
Eocft]™” (3)

De esta manera introducimos dos nuevos exponentes 7 y v. Si transformamos Fourier, entonces

Glp] = pgl_n g lepl )

La idea bésica es la siguiente. Supongamos que queremos calcular un observable G que es funcién del momento p, de
la distancia de correlacién ¢ y de una serie de otros pardmetros L,,, que tienen unidades de r'~. Entonces por andlisis
dimensional vamos a tener que

Glp.& La] = €996 [¢p. 167" L] 5)
Si todas las [,, son positivas, los factores de £ ~'» L, — 0 cuando nos acercamos al punto critico, y ahora
Glp.& Lal =9 [(06)9 G 69, 1,0]] ©)

es decir, recuperamos la forma ] En particular, en el punto critico la funcién de correlacién es una pura ley de
potencias, observacioén que va a ser fundamental en lo que sigue.
Vemos que M escalea como &~ (4=2+7)/2 de modo que

1
f=tvd-2+m) 9

Ademés, como M H escalea como r—¢ debe ser

H ~ =22 (8)
y entonces
M =~ H(d=2+n)/(d+2-n) 9)
O s€a
d+2—
o= 2ty 1o

La densidad de energia libre escalea como |t|yd, de modo que = 2 — vd, y por anélisis dimensional v = v (2 — 7)),
de modo que nuestras identidades se satisfacen.

2 Mejorando campo medio
La teoria de campo medio que vimos la clase pasada no nos permite obtener la funcién de correlaciéon. Para mejorar

la aproximacion, aceptamos que la magnetizacién podria no ser perfectamente homogénea. Ahora, en presencia de
gradientes la energia libre debe aumentar, y entonces escribimos

1 1 1
F= /ddx {2VM2 + 5atM2 + 4bM4} 1)

La probabilidad de una configuracién M (z) es e~¥. En el limite en que el término cudrtico es despreciable, la
magnetizacidn se convierte en una variable gaussiana y la funcién de correlacién obedece



(—O0+at)G (z,2') =6 (z —2') (12)

Por lo tanto su transformada de Fourier

1 1 p
G=———=— 13
At p?g{\/a} 4
de donde leemos
n = 0
1
vo= 3 (14)
y por lo tanto
1
= —(d—4
o = (-1
B = -2
4
vy =1
d+2
0 = d—2 ()

Vemos que s6lo en d = 4 recuperamos los exponentes cldsicos. Queda el interrogante de qué hace especial el caso
d = 4, y ademads si existe alguna teoria en que la “dimensién andmala” 1) sea distinta de cero.

3 Los exponentes criticos y el grupo de renormalizacion

El problema con el andlisis anterior es que no esta claro que el término de autointeraccion sea realmente despreciable.
Para lograr un mejor modelo vamos a asimilar la teorfa a una teoria A¢*, manteniendo la identificacién m? o at, que
es lo que nos permite introducir una temperatura dentro del problema.

Como ya sabemos, al intentar calcular correcciones a la energia libre (que en este contexto, identificamos con la
accidn efectiva) vamos a encontrar infinitos, que requieren la introduccién de una escala de renormalizacién i y la
resignificacion de las constantes de acoplamiento, la masa y los campos que aparecen en la accién como constantes
“desnudas” que es necesario reemplazar por constantes renormalizadas. Al orden mas bajo

Ap = HA (1+ %/\)
my =m? (1 + ?\)
Mg = M (1 + §A2) (16)

€ = 4 — d. La aparicién de p en estas férmulas hacen que las constantes renormalizadas tengan una dependencia
implicita con la escala de renormalizacién. Para la constante de acoplamiento encontramos

dX
— =0 17
" BN (17)
Al orden mas bajo
BIA] = —eA + ar? (18)
y por lo tanto
2
udm (1 + bA) + émQﬁ =0 (19)
du € €

Si definimos



W = Brm2m?® (20)
Entonces al orden mds bajo
Bmz = bA (21)
Un andlisis similar da
dM
Mw = BuM (22)
y entonces, al orden mds bajo
Ba = 2N’ (23)

Ahora consideremos por ejemplo la funcién de dos puntos. En principio podemos pensar a la funcién de correlacion
como una funcién de p, m2, \ yu

G =G |[p, m2, A 1] (24)
Un andlisis dimensional convencional dice que
2 2 m? H
G[pvm aAvu] :p7 |:1a27)‘5 :| (25)
p p
Derivando respecto de p encontramos
oG oG oG
— +2m? — =-2G 26
p8p+ mam2+uau (26)

Por otro lado, sabemos que G es invariante frente a un cambio en i, si al mismo tiempo cambiamos A\, m? y los
campos de acuerdo con sus propias ecuaciones del grupo de renormalizacién. Es decir

oG 5 0G oG
— 2 —— Am— =2 27
Py T B g+ BAG L = 280G e
Eliminando el término ;.G ,, encontramos
oG 1 oG oG
421 = =B | M — A = — (242 2
cuya solucién es
2
2 _ o~ (d=2+2Bu1) m P
Gp,m* A\l =p G ll’p2(1—éﬁm2)’>\ LH (29)

Esta no es la solucién que esperdbamos, ya que la dependencia respecto de p no se reduce a una potencia por una
funcién de una tnica variable x = £p. Pero si se reduce a ella si A no dependiese de i, es decir, si estuviéramos en un
punto critico, en que

BAI=0 (30)

Con la expresion concreta de /3, un punto critico que siempre existe es el punto critico “Gaussiano” A = 0. Pero si
€ > 0 aparece un segundo punto critico, el punto fijo de Wilson-Fisher

Ae = — €2y
En la cercania del punto fijo de Wilson-Fisher, entonces
G [pm? ,p] = p~ @220 G [1,m= (5302, | (32)

que con la identificacién de m con v/ at muestra que



1 1 1 b
= (1428 ) ~= 1+
v 2<+2ﬁm> 2(+2a6> (33)

Y ademds demuestra que efectivamente hay una dimensién anémala

4c
n=-28y= —;62 (34)

Usar estos exponentes en vez de ¥ = 1/2 y n = 0 mejora la prediccion respecto a los exponentes criticos, pero
para alcanzar una precision tal que valga la pena comparar con datos experimentales hay que usar métodos mas
potentes para calcular las ecuaciones del grupo de renormalizacién, como la aproximacién 1/N. También es necesario
considerar potencias mayores de €.

Nosotros nos quedamos con la observacioén de que en el punto critico la funcién de correlacién es una simple ley
de potencias, que es un comportamiento caracteristico de teorias con invariancia conforme. Eso conduce a plantear la
pregunta de

(No sera que la funcién de correlacion es una pura ley de potencias porque en el punto critico la teoria se reduce a
una teoria con invariancia conforme?

y més alld

(Cuantas teorias con invariancia conforme hay que puedan describir al modelo de Ising en, digamos, tres dimen-
siones?

Si la respuesta a la primer pregunta fuera que si, y a la segunda que la teoria es dnica, entonces tendriamos una
forma de calcular los exponentes criticos (evidentemente 7, pero como vamos a ver, también ) exactamente, de una
vez y para siempre. Esa es la cuestiéon que vamos a investigar en las proximas clases.
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