1. Un sistema cuantico a temperatura finita

La idea de esta clase es repasar métodos para calcular la funcién de particién de un sistema cudntico a temperatura
finita usando integrales de camino, tomando como caso de estudio un oscilador arménico. Es decir, queremos calcular

Z = tre P (1)
con
1 d? 9 9
Por supuesto no nos interesa el resultado, que ya conocemos
Z = i eelitn) = L 3)
— 2 sinh % Bw

sino la manera de calcularlo.
La primer observacion involucra la analogia entre la matriz densidad térmica

p=eH )
y el operador de evolucién
U(t) =e tH (5)
es decir
=U (=) (6)

Lo que ganamos es que sabemos expresar los elementos de matriz del operador evolucion en términos de una integral
de camino

(X|U @) |X') = / Dz e (7)
(0)=X",z(t)=X
con
t 2
1 dz
_ dy = bt 2.2 8
S /0 5 [(dt) wx 8)
y por lo tanto deducimos que
(X[plX") = / D e'® ©)
z(0)=X",z(—i8)=X

donde ahora la integral temporal en la accidn [§|es una integral sobre una curva I en el plano de la variable compleja ¢

que empieza en 0 y termina en —i3
1 2
S = / 23 l() —w2x21 (10)

Para calcular la integral parametrizamos I' como z = z (A), 0 < A < 1. Entonces

2
S = / l (jf\) j’iwzle (11)

Para que la integral de camino sea convergente, es necesario que Re ¢S < 0 para cualquier camino. Pero si z = £+,

entonces
ReiS = / dX 1@ 1 @ i + w?a? (12)
2d\ d\




de manera que para que la integral de camino converja debe ser

d
aImz <0 (13)

Existen muchos contornos que satisfacen esta propiedad, la elecciéon de uno u otro depende de qué es lo que uno quiere
calcular (ver Calzetta y Hu, Nonequilibrium quantum field theory, Cambridge (2008)). Por ahora nos quedaremos con

el “contorno de Matsubara”, z = —it, 0 < ¢t < (3. Entonces
(X|p|X") :/ Dz e (14)
z(0)=X",z(B)=X

con

o dz\?
S = dt - || = | +w?a? 15
[ s l(dt) (4
Noétese que la accion [I5]corresponde en realidad a un oscilador invertido.
Con esta expresion para los elementos de matriz encontramos que

7 = trp:/ dX/ Dz e ® (16)
—o0 2(0)=2(8)=X

Es decir, la funcién de particion es la integral de camino sobre trayectorias periddicas (con periodo (3) en el tiempo
euclideo. Esta observacién puede tomarse como la definicién de equilibrio térmico en teoria cudntica.

Antes de encarar la traza, volvamos al elemento de matriz genérico Para calcular la integral de camino empe-
zamos por aislar la trayectoria cldsica

r=T+¢& 17
donde Z es la solucidn de la ecuacién de movimiento
d2

ke WT=0 (18)

con condiciones de contorno Z (0) = X' y Z (8) = X, y & es una fluctuacién arbitraria con condiciones de contorno
£(0) = £(B) = 0. Para un oscilador arménico la accién se desacopla

Slz] = 5[z]+ 5[¢] (19)

y por lo tanto el elemento de matriz se factoriza

(X|p|X") = f[B]e 5] (20)
con
f18 = / Dz =5 1)
£(0)=£(8)=0
Observamos que
L 1 [ dz ,dz
sl =3 [xF - x50 )

La solucién explicita para T es

sinh wt ,sinhw (8 —t)

()= Xsinhwﬁ X sinh w3 23)

Calculando las derivadas encontramos que

S [z] [(X? + X"?) coshwf — 2X X'] 24)

~ 2sinh wp

Para calcular la funcién f [5] observamos que los elementos de matriz de p satisfacen la ecuacion de Feynman-Kac,
que es la rotacién de Wick de la ecuacion de Schrodinger
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55 (XIPX') = 5 | 5 —w?X?| (XJolX) 25)
con la condicién de contorno de que
(X[pIX) = 6 (X = X") (26)

cuando 3 — 0. Reemplazando la expresién 20|y poniendo X = X’ = 0 (ya que s6lo nos interesa la dependencia de
f con [3) obtenemos
df _ 19*S]7]
dg 2 0X2

(X =X'=0]f 27)
O sea

ﬁ _w coshwf
df 2 sinhwp

La solucién que incorpora la condicién inicial es

w
18] = \/m (29)

Ahora si volvemos a la traza de p. Cuando X = X' la accién cldsica se reduce a

(28)

X? sinh wp
hwf —1] =wX?—2"—
sinh wf [coshwf = 1] =

S|z = (30)

1
cosh swf3

w > 2: 1 1 1
t _ dx —wX“sinh wf/cosh swph _ 31
re \/ 27 sinh wf /,<>o c 2 sinh %wﬁ GD

Tal y como esperdbamos.
Ahora que hemos visto cuél debe ser el valor de f [3], vamos a ver una manera mds sistemdtica de obtenerlo. Por
supuesto, esta manera no va a ser mas Util para el oscilador arménico; lo que nos proponemos es demostrar el método.
Recordemos que

de manera que

f18 = / Dz ¢Sl (32)
£(0)=¢£(B)=0
Como ¢ se anula en los limites,en este caso al integrar por partes no aparece el término de borde y
_ 8 _d% .2
18 = D e~ VDI e[z e (33)
£(0)=¢(8)=0

Si pensamos ésto como una Gaussiana multivaluada con muchisimos grados de libertad, podemos escribir

1 [8] = [Det H] 72 (34)
donde H es el operador
d2
H(t,t) = [—dt2 + w2] §(t—1t) (35)

actuando en el espacio de funciones que se anulan en ¢ = 0 y 5. Es conveniente pensar que hay kets |t) que forman
una base en este espacio. Es decir, pensamos a la funcién & (t) como un vector |§), tal que £ (t) = (¢|¢).
Ahora escribimos H en términos de sus elementos de matriz
(t|H|t) = & +w?|6(t—1t) (36)
dt?

El paso siguiente es la férmula



B
In Det H =Tr lnH:/ dt (t|ln H|t) 37
0

Para calcular el logaritmo apelamos a la representacion

lna = /00 ds [e_s — e_o‘s} (38)
0

S

que es obviamente cierta cuando o« = 1, y tal que las derivadas de ambos miembros coinciden. Extendiendo esta
identidad a operadores, encontramos que

(tIn H|t') = const <t|1|t’)—/ ds (tle *H|t") (39)
0

donde (¢t |1]|t") =46 (t — ).
El operador e * se conoce como el heat kernel, porque los elementos de matriz
Kt s] = (t|e |t (40)
obedecen la ecuacién

oK d2 ,

que es andloga a la ecuacion del calor. Las condiciones de contorno son

K[t,t;0] =06 (t—t")
K [t,t';s] = 0 cuando s — oo

K0,t;s] = K[B,t';s] =0 (42)
Claramente conviene escribir
Kt,t;s] = Kot t';s]e " (43)
Entonces
0K, d’K,
—_— = 44
Os dt? 4

Una funcién que se anula en 0 y en 3 se puede escribir como

t
olt,t'; 8] ZC [t'; s] smmrg (45)
donde
C Q/ﬁdtK [t,t'; 5] si ! (46)
== s 8] sinnm—
"B B
Es claro que
Cp = cp [t e ™ 5/5° (47)

Los ¢, resultan de evaluar la serie en s = 0, y finalmente
2 — t t
K[t t';s] = 3 Z sin mTB sin mrg e s[n** /8% +e?] (48)
n=1

Ponemos ¢t = t' e integramos sobre ¢ y s para obtener

2 2
In Det H = Zln{ 7 +w2} (49)

n=1



Este resultado no parece muy alentador, pero escribamoslo como

e 2,2
DetH:i{wH ["ﬁj +w2” (50)

n=1

La expresién entre corchetes es una funcién de w que se anula cuando w = 0 o £in73~!, que son exactamente los
ceros de sinh Sw. Por lo tanto podemos asumir que hay una proporcionalidad

sinh fw
w

Det H = C (51)

que es el resultado correcto, ver[29)y [34]

En realidad podriamos haber ahorrado un montén de trabajo usando un truco que expone Sidney Coleman en sus
“The uses of instantons” (ver S. Coleman, Aspects of Symmetry, Cambridge, 1985). Consideremos un operador de la
forma

d2
s de?

en el espacio de funciones que se anulan en 0 y en 3, y sea @, (¢) la solucién de

H=— "0+ [(t) (52)

[H-MN®\(t)=0 (53)

con condiciones iniciales ® (0) = 0y ® (0) = 1. Ahora sean

f1(\) =Det [H — )] (54)

f2(\) =25 (8) (55)

Es fécil ver que f; = 0siy s6losi fo = 0:si f; = 0 entonces A es un autovalor de H, y el autovector correspondiente
es proporcional a @), que entonces se anulaen t = 3. Si fo = 0, ® es un autovector de H con autovalor A, y por lo
tanto f; = 0. De manera que debe ser

Det [H — A\ < @, (B) (56)
y en particular
Det H « @ (5) (57)
En el caso que nos ocupa, f = w?,
sinh Sw
Dy (8) = wﬂ (58)

y recuperamos el resultado [51]
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