Temas avanzados de teoria de campos

Primer cuatrimestre 2025

Algunos ejercicios parcialmente resueltos de la
guia 8: Estados térmicos y funcion de
particion en QFT

1 Funcion de particién del oscilador armdnico

En el oscilador arménico de frecuencia igual a w (masa igual a 1 para simplificar
notacién) los autoestados de energfa tienen autovalor (n+ 3)w con multiplicidad
1 de modo que
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Por la manipulaciéon formal que ya conocemos, del lado de la integral fun-
cional debemos calcular:

Zg=N / Dax(r)e 5]
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siendo N un factor (divergente) que aparece al pasar a la representacién de un
valor de expectaciéon como una integral funcional. Lo importante de este factor
(que es un numero en la version finita discretizada) es que no depende de w ni de
ningin dato del potencial del sistema en general. En el procedimiento general
la forma de V no incide en ese factor.

Para hallar la integral funcional, debemos calcular el determinante del oper-
ador que aparece en la exponencial por lo que debemos hallar las autofunciones
del operador diferencial

—0% + w?
sobre el espacio de funciones periédicas de 7 con periodo 3. Una base de

tales funciones esta dada por

{4, sin(%TT), B, COS(%TT)}



con n > 0y la funcién constante By

Es importante resaltar que en el exponente de la integral funcional sobre
cada modo aparecerd no solo el autovalor de este operador sino el resultado de
la integral del lagrangiano para cada modo, es decir:

6 471_2 2
g ()

2,,2
B.15 (T +?)

Bw?Bj

De modo que, al integrar sobre los modos A y B, el determinante a la —3

2
serd (formalmente):
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Surge aqui una ambiguedad importante : sobre que variables debo hacer
la integral funcional? Sobre las A,, B,? o sobre alguna de estas con otra
normalizaciéon? Dependiendo de cuél elija tendremos autovalores diferentes en
el exponente. Es decir, podemos en general integrar sobre los coeficientes A,, y
B,, que aparecen en esta expansion:

BOJrZ nSIN(A,T) + By, cos(A, 7))

(con A, = 4”5" +w?)

o sobre los A’, B’ con
z(1) = fo(B)By + Z In(B) (AL sin(A,7) + B, cos(A,T))

La integral funcional serd en general:
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donde N’ dependerd de la normalizacién que hayamos elegido. La integral
funcional serd en general, formalmente:



Zs ~ N'(B)w*BR23)~* ] (@n(@)%)

donde hemos omitido factores de m que aparecen al hacer las integrales gaus-
sianas.

Desde ya que sin saber cudl es el N'(8) (tampoco sabiamos el N) nunca
podremos obtener la funcién de particiéon completamente Zz completamente.
La manera rigurosa seria mediante la discretizacion de la integral funcional,
conociendo cada uno de los factores que englobamos en los N o N’

El problema de base es estos N y el producto de autovalores no esta bién
definido. Seguiré ahora enfoques diferentes al controvertido (usado en clase) de
dividir por la funcién de particién para w = 0, lo que requiere una manipulacién
del modo cero.

1.1 Regularizaciéon por cociente de Zz para distintos w

Dado que los factores desconocidos no dependen de w podemos dividir la funcién
de particién para distintos valores de w , lo que nos dard la funcién de particion
a menos de algun factor dependiente del tinico parametro que queda, 3:
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Usando la identidad :

Vemos que

Zotwr)  #mh ()
Zp(w2)  sinh (%

- )
)

de donde obtenemos:
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Zote) = @) (52) =20 %
Comparando con el valor de Zg correcto (1), vemos que C(8) = i. Por

supuesto, esto no es del todo satisfactorio porque la dependencia en [ es rele-
vante. Existe una manera de hallarla pero requiere mas cuidado (por ejemplo,
la comparacion con el modo cero correctamente hecha)



1.2 Derivando e integrando respecto a w

Otra forma de obtener la funcién de particiéon, a menos de una constante in-
dependiente de w, es tomando logaritmo a la funcién de particién y derivando
respecto a w?, para luego integrar respecto a esta misma variable. Parece un
juego tonto esto de derivar e integrar pero es una manera de sacarnos de encima
el infinito y que materializa la idea de que renormalizar tiene que ver con com-
parar.

La derivada respecto a = w? nos da (chequear):
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Usando la identidad:
+oo
1 1 m
= 4+ = =T oth
nz::l T yE TR gy o)
+oo
(notar que el miembro derecho es: 3 Y nQi_lwz) vemos que:
8.2 (log(Z5(w))) = —ﬁ coth (i‘") (5)

Integrando respecto a & = w? obtenemos:

Zg(w) = C'sinh™! (%)

siendo C' una constante independiente de w

2 Como aparece el volumen en el log(7)

La aparicién de un volumen es un aspecto general de las contribuciones a la
funcién de particién (con o sin J), la cual contiene Unicamente diagramas sin
patas externas. Tanto en la contribucién al determinante del operador que
representa el caso no interactuante como en las correcciones debida a las inter-
acciones, todo se conjuga para hacer aparecer un volumen.

2.1 Aparicién de un volumen en diagramas de vacio

Mas alld de si estamos o no a temperatura cero, un diagrama de vacio siempre
conlleva un factor de volumen multiplicando a las integrales (o sumas) en los
momentos que provienen de la expresion en momentos de los propagadores.

La razon esta en que en la expresién de las funciones de dos puntos libre
(las que usamos en los propagadores) hay factores e?* que se integran en x



generando deltas que aseguran conservacion. Pero cuando no hay patas externas
sobra siempre una integral en x de una expresiéon que ya no depende de .

Puede verse esto en algiin ejemplo como un diagrama del tipo 8 en A¢*.
Queda como un ejercicio.

2.2 Volumen en el determinante

En el caso del logaritmo del determinante, no hemos usado diagramas de Feyn-
man para calcularla pero de nuevo aparece un volumen.
Esquemédticamente, para un campo escalar —log(Z) serd de la forma:

—log(Zg)) Zlog pi+m?) +C
Pi
done Y indica la suma o integral sobre todos los p posibles y C' una constante
pi

que surge de tomar el logaritmo a todos los factores que multiplican a p? + m?.
No hay ningtin volumen en esta instancia.

Ahora bien, en el caso de temperatura finita en un espacio tiempo infinita-
mente grande esa suma formal es en d — 1 variables una integral

que lleva un peso dado por el volumen (que es infinito!). Una manera de
convencerse de esto es pensar que el espacio es una caja de lado L y que estamos
aproximando la suma en momentos discretizados p, = 2”” por una integral,
dado que estos momentos estdn cada vez mas apilados conforme L —

En el caso de temperatura finita, la parte d — 1 dimensional es la continua,

mientras que la discreta continua como sumatoria.

2.3 Aparicién de  en el propagador

Por otro lado, en la expresion del propagador cuando una variable de momento
estd discretizada (asociada a la direccién compacta de largo L), aparece un
factor % que tiene unidades de momento.

De modo que la funcién de dos puntos de un campo escalar de masa m en
el formalismo euclideo (veremos que serd periodica en 7 tendrd la expresion:
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Notar que cuando tomamos el limite continuo S — co (temperatura cero) si

seguimos la regla:
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la funcién de Schwinger recupera su forma :
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3 Campo escalar masivo en d dimensiones

La masa m del campo jugard el rol de la frecuencia del oscilador armoénico en
el sentido en que m # 0 evita el modo cero.

En este caso arranquemos directamente tomando el logaritmo y suprimiendo
todo aquello que no dependa de m:

,Wlog(Zﬁ(m)) = / 10g (Zp(wp))
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con wy = /p? + m? luego de un calculo similar y a menos de una constante
independiente de m.

Se puede hacer un desarrollo en potencias de fm = 7t para temperaturas
altas. Haciendo ese desarrollo y en d = 3 (4 dimensiones espacio-temporales)
tenemos:

T m? my\3
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4 Funcion de 2 puntos de un campo escalar

4.1 Preliminares: caso temperatura cero

En este caso la funcién de dos puntos:

01 X()X(©0) 0=

Esta puede extenderse al euclideo dando la funcién de Schwinger:

e—wlTl
S(T) = 2w

Algo a mencionar es que esta admite la representacién integral similar al
caso de un campo escalar en d dimensiones:

+oo .
efw\7'| 1 etpT

N
2w 2m pp2+w2

— 00

S(r) =

Esta expresién se extiende inmediatamente al caso de campos en d dimen-
siones, cambiando w? por p3_; + m? y anadiendo las integrales en las d — 1
componentes del momento espacial.



Por completitud podemos escribir la funciéon de Green en esta representacion
integral:
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4.2 Oscilador armonico

La funcién de dos puntos termal del oscilador armoénico de frecuencia w estd
dada

1 1 , 1 .
Wo(t) = (X)X (0))g=— (1 —i i
2(0)= (XX O = 5 (14 77 )« + Zm—ge")
Puede chequearse que esta funciéon cumple la condicién KMS:

Wa(t —iff) = Wa(—t)

En general, la funciéon de dos puntos puede continuarse analiticamente a
tiempo complejo, con parte imaginaria negativa de médulo en el intervalo [0, 3].
Considerando el caso en que la parte real es cero tenemos la funcién de Schwinger
Ss(1) = Wa(—it) para 7 € [0, 8], la cual puede extenderse a 7 € [—/3, B]:
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Se puede ver facilmente que, como era de esperar: Sg(t £ 6) = S(r)siTy
T+ B € [, 5]. Esto permite extender Sz a una funcién periédica en todo R
con periodo /3

Existe otra forma de expresar la funcién de Schwinger termal extendida a
todo el rango real de 7 usando la identidad:

> etnt m  cosh (a(m — |t
3 T (a(m —[t]))

n2+a2  a sinh(am)

para t € [—m, 7|, a > 0.

n=-—oo

Esta forma es generalizable al caso de QFT en d dimensiones:
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En el limite continuo, la suma en los valores discretos se convierte en una
integral:

y se llega a la féormula de la funcién de Schwinger ordinaria:
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Figure 1: Grafico de Sg(7) en [— 0, ] para algun valor de w. Las lineas verticales
estan en —f3 y (3. Esta se define en todo R por periodicidad. En el limite
B — +oo la funcién se reduce a e Il

2w
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2m p2+w? 2w
como ya hemos visto.



