1. Viscosidad

La viscosidad es un fenémenos de transporte.

Cuando uno tiene una cantidad conservada, para alcanzar el estado dee quilibrio en el cual esa cantidad se dis-
tribuye uniformemente en el volumen del sistema, es necesario transportar esa cantidad de las regiones en que estd
concentrada por encima de la media a las regiones donde estd en defecto. Eso da origen a una serie de fendmenos de
transporte: el transporte de carga se da por la corriente eléctrica, el transporte de masa se da por difusion, el de energia
(sin transporte de masa) por la corriente de calor, y el de impulso por viscosidad. si, si tenemos dos regiones en el fluido
con distintos impulsos medios, va a haber una transferencia de impulso de una a la otra. Una transferencia de impulso
por unidad de tiempo es una fuerza. Asi como la corriente eléctrica es la respuesta a una diferencia de potencial (ley
de Ohm), la corriente de calor es la respuesta a un gradiente de temperatura (ley de Fourier) o la corriente de particulas
es la respuesta a un gradiente en el potencial quimico (ley de Fick), la fuerza viscosa es la respuesta a un gradiente de
velocidades. Si hay un gradiente en y de la velocidad en z, aparece una fuerza en x dada por
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por unidad de area.

El primer modelo de la viscosidad fue desarrollado por Maxwell. Imaginemos que las particulas por encima de
y = 0 se mueven mds rapido en la direccidon = que las que estdn debajo de y = 0. Estas particulas tienen, superpuesto
a su movimiento coherente, su movimiento aleatorio debido a la agitacién térmica. Por lo tanto algunas particulas van
apasarde y > 0ay < 0y viceversa. Asumiendo que las densidades y temperaturas ya son uniformes, el flujo neto a
través de y = 0 va a ser nulo, pero como las particulas de arriba van a tener un mayor impulso (en x) que las particulas
de abajo va a haber una transferencia neta de impulso, y por lo tanto una fuerza. Mas exactamente, la fuerza sobre las
particulas de arriba va a ser F, = nimero de particulas que cruzan y = 0 de arriba hacia abajo por unidad de drea y de
tiempo x diferencia de impulso en z entre una particula de arriba y una de abajo. El flujo de particulas es nv;y,, donde
n es la densidad y vy, la velocidad térmica, y la diferencia de impulsos en m (V. (y) — V (y + dy)), de modo que

oV,
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La idea brillante de Maxwell fue que no habia que tomar el limite dy — 0, sino identificar dy = A, el camino libre
medio de una particula. De manera que

10 = mnug A 3)
Esta férmula tiene la consecuencia curiosa de que si despejamos A en términos de la seccién eficaz A = 1/no, la
densidad desaparece. Esto ha sido verificado experimentalmente.

De todas formas, lo que muestra la férmula de Maxwell es que si quiero reducir la viscosidad, tengo que achicar
el camino libre medio, y para eso tengo que aumentar el acoplamiento entre particulas. En este sentido, un fluido ideal
(un fluido sin viscosidad) es exactamente lo opuesto a un gas ideal, un gas en que las particulas no interactian entre
si.

La pregunta que sigue es si existe un fluido ideal, es decir, si podemos realizar el limite A — O incrementando
indefinidamente el acoplamiento entre particulas. El tema es que va a llegar un punto en que el camino libre medio se
va a volver conmensurable con la incerteza en la posicién de las particulas, a partir de lo cual ya no puede reducirse
mads. Supongamos ademds que estamos mirando un fluido que aproxima a un fluido conforme, de modo que m — Oy
vgn, — ¢. Entonces A = h/me, y

n — nh 4)
Para un fluido conforme la densidad no esta bien definida (no se puede contar fotones) pero si estd definida la densidad

de entropia, y se supone que ambas son proporcionales porque la entropia es extensiva. Entonces podemos reemplazar
una por otra, y en unidades naturales vamos a obtener

T-0() )
Esto es 1o mas cerca que podemos llegar a un fluido ideal.

La contribucién de Kovtun, Son y Starinetz (KSS) fue calcular el lado derecho de E]

= (6)

El tema de este ultimo bloque es cdmo lo hicieron.



2. Hidrodinamica no relativista

Ahora vamos a formalizar el concepto de viscosidad en hidrodindmica no relativista, particularmente respecto a la
relacién entre la viscosidad y la segunda ley de la termodindmica.

Tenemos un sistema extenso que ocupa un volumen V' y tiene tres cantidades conservadas, la energia U, el nimero
de particulas N y el impulso G (usamos G para el impulso porque reservamos p para la presion. Por supuesto, estas
cantidades se relacionan con las simetrias del sistema: U con la invariancia frete a traslaciones en el tiempo, G con las
traslaciones en el espacio, y N con la invariancia de gauge. Las densidades correspondientes u = U/V,n = N/V'y

g= G /V obedecen leyes de conservacion
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El objetivo es encontrar las relaciones constitutivas, es decir, cémo expresar las corrientes en términos de observables
y sus derivadas. vamos a aasumir que

JI = no? (8)
donde ¥ es la velocidad del centro de masa de un elemento de fluido, que
g = mnid 9)

donde m es la masa, que asumimos es la misma para todas las particulas por simplicidad, y que el tensor de esfuerzos
es simétrico

T4 = T3 (10)

Esto dltimo es consecuencia de la conservacion del impulso angular para particulas sin spin. Consideremos las N =
ndV particulas que forman un elemento de fluido de volumen dV" centrado en #. Cada una tiene posicion Z; = & + &;
y velocidad v; = ¥ + 1J;. Por lo tanto el momento angular del elemento de fluido es

dL=dV Ex G+ m& x (1n

El segundo término es un infinitesimal de orden superior al primero (més exactamente, escalea como dV°/) y por lo
tanto la densidad de impulso angular es la componente orbital

(=%xg 12)
Por otro lado £ tiene que conservarse
0, =—09;K" (13)
Usando que & ; = U obtenemos
Oy = —* I T = ) [ 2/ TH] + 9T (14)

Por lo tanto el segundo término debe ser cero, lo cual implica la simetria de 77%.
Volvemos a las relaciones constitutivas. Nuestro punto de partida es la Primera Ley, escrita como

TdS = dU + PdV — udN — v;dG’ (15)

T es la temperatura, S la entropia y p el potencial quimico.
Como esta ecuacién determina que 9S/0U = 1/T, etc., y por otro lado la cantidad extensiva S debe ser una

funcién homogénea de las cantidades extensivas U, V', N y G. debe ser

TS =U+pV — un — v;G? (16)



Diferenciando y restando [15|encontramos la ecuacién de Gibbs-Duhem

SdT = Vdp — Ndu — G dv, (17)

Dividiendo las dos tltimas expresiones por el volumen encontramos

Ts=u+p—pn—vg

sdTl = dp —ndp — gjdvj (18)
Diferenciando la primera y restando la segunda encontramos

Tds = du — pdn — vidgi (19)

Esta ecuacion se aplica a cualquier variacion, y en particular a las variaciones debidas al paso del tiempo, de modo que

-1 . . y
5= [0, — n0; J; — vid; TV] 20)
Ahora arrancamos
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Para un fluido ideal, que fluye sin creacién de entropia, el dltimo renglén debe anularse. Para un fluido real, la creacion
de entrofa debe ser definida positiva, de manera que debe ser

T = mn'e! 4 ps —q {%j +vji — 3vf‘7«5”} — &fi8Y

T = k) = o s 300 kot ] - T @)

7 es la viscosidad de shear, £ es la viscosidad de volumen, y x la conductividad térmica. Estas son las relaciones
constitutivas que estdbamos buscando. La corriente de entropia queda

_ | 2, y
J! = su? — T [vi [n (vm‘ + v — 311,’25”) + 511,'25”] + K:Tj:| (23)

3. Hidrodinamica relativista

Ahora vamos a transportar el andlisis anterior al caso relativista. La idea es usar el ascensor de Einstein: las leyes
relativistas se reducen a las norelativistas en el referencial en que el fluido estd en reposo.
En primer lugar, el concepto de velocidad se convierte en la tetravelocidad
1

i (24)
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donde T es el tiempo propio y 0 = ct. En relacién con sus componentes



W = <17 “) (25)
C

donde
1
V= (26)
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Se deduce que

u?=—1 27
y por lo tanto

uyut, =0 (28)

La densidad p y la corriente J; de una cantidad conservada se resignifican como componentes de un tnico vector

1 ..
T = (p, CJ;) (29)
de manera que la ecuacion de conservacion toma la forma explicitamente covariante

Jh =0 (30)

La densidad de la cantidad, vista por un observador con tetravelocidad v#, es —v,, J*. N6tese que u* puede pensarse
como la densidad asociada al volumen.
La energia y el impulso confluyen en la tetraimpulsién (u7 cgl). Agregando las corrientes correspondientes cons-

truimos el tensor de energia-impulso
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Las leyes de conservacion de la energia y el impulso se resumen en

T =0 (32)

Eventualmente vamos a querer usar a T#” como fuente de las ecuaciones de Einstein, para lo cual es necesario que
sea simétrico. Ya hemos visto que 7% lo es, y ahora aprendemos que J/ = c?g7. Nétese que “la cosa que se conserva
cuando un sistema es invariante frente a traslaciones”, que es el tensor de energia -impulso candnico, en general no es
simétrico, y por lo tanto tampoco es nuestro 7.

Ahora debemos confrontar una dificultad: en un fluido en el que hay flujo de calor, como el calor es masa a través
de la relacion de Einstein, el flujo de masa no es necesariamente colineal con el flujo de las otras cargas conservadas.
Entonces debemos decidir si la velocidad sigue el flujo de la masa/energia, o de las cargas conservadas. la segunda
opcidn define el referencial de Eckart, mientras que la primera define el referencial de Landau-Lifshitz.

Como mas adelante vamos a querer aplicar esto a un fluido que no tiene otras cargas conservadas, vamos a adoptar
el referencial de Landau-Lifshitz. eso quiere decir que definimos la densidad de energia p y la velocidad como un
autovalor (el dnico negativo) y el autovector correspondiente de T+

T u, = —put (33)

Entonces la densidad numérica es n = —N*u,, (en el frame de Eckart, N* = nu es la definicién de u*) Una vez que
tenemos la densidad de energia y la densidad de particulas definimos la temperatura y el potencial quimico (medidos
por un observador en reposo respecto del fluido) a través de la ecuacion de estado para el sistema en reposo, es decir,
la no relativista. De la misma manera definimos la presion. Todas estas cantidades , T, i1 y p, son escalares.

Juntando todo ésto, la relacién no relativista[I6] se convierte en

St =ppH —TH B, — N '« (34)
donde
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es la temperatura inversa, y

o =

(36)

NI=

es el potencial térmico. De ahora en mas vamos a asumir que o = 0, lo cual de todas maneras es vélido para un fluido
conforme.
Ahora la Segunda Ley dice que la creacion de entropia o = S*, debe ser no-negativa. Un cdlculo explicito da

g = p,uﬁ“ - [le - pﬁw] Bu,u (37)
Ahora
-1 1
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de manera que podemos escribir
1 (p+p) | Q— v
o= Tu” [p’u 7 T, - T [TH — pn"uy,, (39)

El primer término se anula en virtud de la relacién de Gibbs-Duhem para un sistema en reposo con y = 0, por lo tanto
el segundo debe ser no-negativo.
Es conveniente introducir el proyector

AW =l 4 yty” (40)

que proyecta un vector sobre la hipersuperficie ortogonal a u*, en particular A*”v,, = 0. En el referencial en reposo

A" = diag (0,1,1,1) 1)

Entonces

1
o=-7 [TH — pnt] AP (A{} — u)‘u,,) Up, (42)

como estamos en el referencial de Landau-Lifshitz,

[TH — pn** ] u, o ut (43)
de modo que el segundo término tambien se anula. Considerando la simetria y la definicién del referencial de Landau-
Lifshitz, encontramos que

THY — pu/zul/ 4 pA/LV _ 770_/1‘1/ _ gUZAHV (44)
donde

2
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El coeficiente 1) en esta expresion es lo que queremos calcular; para un fluido conforme & = 0.
La vez que viene vamos a ver porqué esta forma del tensor de energia impulso estd mal.
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