1. Hidrodinamica relativista

Para continuar nuestra discusion de hidrodindmica relativista, vamos a hacer dos simplificaciones que, como vere-
mos, son vélidas para un fluido con invariancia conforme: a) que no hay potencial quimico, y b) que la traza de T*"
se anula

TH=0 (1)

Recordemos que estamos definiendo la velocidad y la densidad de energia del fluido segtn la prescripcién de Landau-
Lifshitz

T uy, = —put )

Una vez que tenemos p, definimos la presion como la presion de un fluifo ideal para esa densidad de energia. Para un
fluido ideal

T/Ll/ _ pu,uuu +pA/LV (3)

(nétese que la presion es istropa en el referencial en reposo; esta es la version relativista del Principio de Pascal). La
condicién de que T sea sin traza lleva a la ecuacién de estado
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Por otro lado, para un fluido ideal (que por definicién estd siempre en equilibrio local)
dp p+p
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que implica la Ley de Stefan-Boltzmann
p=ol" (6)

Lo que depende del fluido es el valor de la constante 0. Ademas

4
S = gJTS (7)
Para un fluido real
T = put'u” + pAHY + TIH )

La condicién de Landau-Lifshitz, la simetria de T*" y que no tenga traza implican que
™ =11 I, =115 = 0 9
La conservacién de T#" implica que

(p+p),w'u + (p+p)uu” + (p+p)uul, +n"p, + 17 =0 (10)

Conviene separar esta ecuacién en términos que son colineles con la velocidad y términos ortogonales. También
observamos que

upy = p (11)
es la derivada respecto del tiempo propio. Entonces, contrayendo la ecuacion de conservacion con u,,
p+(p+p)u, + 0", =0 (12)
Los términos transversales a la velocidad quedan

(p+p) i + A*p,, + AJTI =0 (13)

Para investigar estas ecuaciones vamos a mirar las fluctuaciones lineales alrededor de una solucién de equilibrio en
reposo, es decir p = pg constante y u* = U* = (1,0,0,0). Entonces



p=po(l+9)
wt = UM + o (14)

donde la condicién u? = —1 implica que —U,v* = v° = 0. II*” ya es de primer orden, y I1% = 0. Separando

explicitamente las coordenadas espaciales del tiempo encontramos

.4
5+ gvf“k =0 (15)
y
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6+ -uf =T =0 (16)
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Obsérvese que para un fluido ideal obtenemos la ecuacion de las ondas

5— %Ad =0 (17)

o sea, las fluctuaciones linealizadas son ondas de densidad (sonido) que se propagan con velocidad ¢/ V3. Jusqu’ici
tout va bien.
Para seguir adelante vamos a buscar soluciones en forma de ondas planas, es decir

5= 506_Mt+“;f (18)

Como el nimero de onda define una direccion privilegiada en el espacio, podemos descomponer

wl = (igh? + g7) it ik E (19)
con
kjg’ =0 (20)
De la misma manera
" = [1# (kjk:’“ — éaﬂ'kk“') +i (KRF 4+ WIRP) 4 qik | gtttk e @1)
con
k5t = byt ) =0 @

es decir, descomponemos I17% en un escalar, un vector y un tensor simétrico sin traza (descomposicién SVT). Por
ejemplo, si k = (0, 0, k), entonces

‘ LK%y + 71 712 ikh?
* = 7l2 —Lk%p —mlt ikh? (23)
ikh? ikh? 22y

Ahora las ecuaciones son (descomponemos la ecuacion para la velocidad en las componentes en la direccion de k y
en las direcciones ortogonales a k
4

—iwdy — gk% =0
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= (1) wg® — —k*h" =0 (24)
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Los términos tensoriales desaparecieron.



2. The trouble with Landau-Lifshitz

Hasta acd hemos sido completamente agndsticos acerca de 11#¥, para terminar el trabajo tenemos que proponer un
modelo concreto.
La vez pasada vimos que el modelo de Landau-Lifshitz propone

I = —pot” (25)
con
v v 2 T
o = APPAYY lu, x +uyp — gApAu,r (26)
En la teoria linealizada, esto se reduce a
2 1
g = —n |ujr + ug,; — §5jku7l (27)

Reemplazando la forma de la velocidad para una onda plana encontramos los términos de la descomposicion SVT de
7%

Y =2ng
W = —ng’
k=0 (28)

Ahora podemos cerrar nuestro sistema de ecuaciones. Como sélo nos interesa ver los problemas que tiene esta relacién
constitutiva, nos vamos a concentrar en la ecuacion para g’

4,
3 (—i)wg"® + Lk2g" =0 (29)
Po
O sea, obtenemos la relacién de dispersion
3
i = =2 (30)
4po

pero esto es la relacién de dispersiéon que se deduce de la ecuacion del calor, y ya se sabe que la ecuacién del calor
implica propagacion a velocidades superluminicas. Por lo tanto, el esquema de Landau-Lifshitz viola causalidad.

2.1. Non solum, sed etiam

Ademéds de violar causalidad, el formalismo de Landau-Lifshitz tiene severos problemas de estabilidad. Esto es un
problema préctico, ya que es un obsticulo para la solucién numérica de las ecuaciones.

Para ver ésto, vamos a estudiar las fluctuaciones linealizadas de una solucién de equilibrio correspondiente a un
fluido que se mueve con velocidad V, es decir, p = constante y

U* =~(1,0,0,V) €1y

1
e
V1-V2
Buscamos una onda con frecuencia w y nimero de onda k que se propaga en la direccion de V. Podriamos hacer la

cuenta de cero, pero es mucho més practico hacer una transformacién de Lorentz al referencial en el que el fluido estd
en reposo. En este referencial la frecuencia w’ y el nimero de onda &’ obedecen la relaci(’)n Pero

(32)

W =5 (w—-VEk)
K =v(k—-Vw) (33)

de modo que



—i(w—Vk)= —%7 (k—Vw)? (34)

Vemos que algo raro hay porque esta ecuacion cuadratica tiene dos soluciones, mientras que la relacion de dispersion
muestra s6lo una. ; Dénde estd la otra solucién?

Expandiendo
V2w? — 24w+ B =0 (35)
donde
2
A = kvt
3y
4
B = K+i2Vk (36)
3y

de modo que

1
w= T3 [A£ VA2 VB (37)
La solucién que habiamos encontrado antes corresponde al signo —, pero ahora tenemos también la segunda solucion,
que cuando V' — 0 tiende a
N — R
V2 3nyV2

w (38)

que hace que el factor e ~*“* sea tremendamente divergente.

3. El modelo de Israel-Stewart

Si el modelo de Landau-Lifshitz no funciona, la pregunta que sigue es qué hicimos mal. Israel y Stewart rastrearon
el problema a haber escrito el flujo de entropia como
St =ppt =T"pB, (39)
Esta forma es correcta para un fluido ideal, y como la entropia es estacionaria en equilibrio esperamos que siga siendo
correcta a primer orden en desviaciones respecto del equilibrio. pero la creacidn de entropia es de segundo orden en
estas desviaciones, y por lo tanto no podemos depender en que [39siga valiendo. En cambio, uno debe escribir

St =ppt =T, + Q" (40)

donde Q" es idénticamente cero a primer en desviaciones respecto de equilibrio.

Ahora, ;qué podemos decir sobre Q#*? Israel y Stewart tomaron de la llamada termodindmica extendida la idea
de que Q" tenfa que construirse a partir del mismo II*”. Como las condiciones 11§ = II"”u, = 0 no nos permiten
construir un vector lineal en IT*”, el término mas simple que a uno se le ocurre es

St =ppt —TH B, —a (IIPIL, ) ut 41)

La eleccion de signos tiene en cuenta que uno espera que la densidad de entropia sea maxima en equilibrio. Repitiendo
la cuenta que hicimos la clase pasada ahora uno encuentra

1 .
Sﬁ = —Tﬂp)\ |:0'p)\ + QQTHP)\ + aTHp)\’U,fL:| (42)

En principio « podria no ser constante (podria depender de la temperatura, por ejemplo) pero no lo vamos a considerar.
Esto sugiere que podemos lograr que la creacién de entropia sea positiva si

I,y =—n |:O'p)\ + QQTf[pA + aTHpAu’jL} (43)



Esto tiene un problema: no asegura que II, sea transverso, excepto si I, A\t = 0. En general no podemos asegurar
esta condicion, pero se considera que de todos modos ésto es un término de orden superior y puede despreciarse. Por
consistencia, debemos despreciar también el dltimo término.

Notese que 43|no es una relacién constitutiva, sino una ecuaciéon de movimiento para II*”

T\ + I, = =10, (44)
donde

T = 2anT 45)

Una ecuacion de este tipo se llama de Cattaneo-Maxwell. Describe la relajacion de IT#¥ al valor de Landau-Lifshitz
en un tiempo del orden de 7.

Para ver qué consecuencias tiene ésto, volvamos al problema de las fluctuaciones incompresibles de un fluido en
equilibrio. Seguimos teniendo

4 1 ,
—iwg’ + —k*h =0 (46)
3 Po
pero ahora
ng’ + (1 —iwr)hi =0 (47)
lo cual da la relacién de dispersion
) 3
w(w—&-z) _2 2o (48)
T 4 p()T

Pasamos de la ecuacion del calor a la ecuacion del telegrafista. Esta ecuacion es consistente con causalidad: cuando
k — oo se reduce a la ecuacién de las ondas con una velocidad de propagacion

g =——— (49)

de manera que debemos pedir que 7 > 31/4p0.
También puede verse que las fluctuaciones alrededor de un fluido en movimiento uniforme son estables.
Es curioso que en este modelo la parte tensorial de II*” no es necesariamente cero, pero estd desacoplada del resto

T + 7 =0 (50)

y NO se propaga.

Cuando se compara el modelo de Israel-Stewart con el limite hidrodindmico de una teoria mas fundamental, por
ejemplo la ecuacién de Boltzmann, se ve que no hay ningiin motivo de principio para que Q" adopte la forma que
hemos supuesto. La teoria de Israel-Stewart (que Israel odiaba que la llamaran asf) emparcha la de Landau-Lifshitz a
segundo orden en desviaciones respecto del equilibrio, pero a su vez requiere parches cuando los términos fuera de
equilibrio son realmente significativos.

En el contexto de este curso es significativo que Natsuume encontrd inconsistencias cuando uno trata de deducir
Israel-Stewart de AdS/CFT. Ver la referencia mas abajo.
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