1. La viscosidad segiin AdS/CFT

El objetivo de esta clase es calcular el coeficiente de viscosidad de un plasma fuertemente acoplado usando técnicas
hologréficas. Recordemos que el tensor de energia impulso es

T} = (p+p) uu, + pdj; —noy (D
Si perturbamos la métrica a
ds? = —dt? + [5L] + h”] dx'da’ )
con ht = h}i = 0, entonces a primer orden en h;; encontramos u* = (1,0,0,0) y
Uij = —QF% = —hij (3)
Por lo tanto, a primer orden en h;;
T = g “)

Nuestro objetivo es calcular el valor de expectacion de T a primer orden en la perturbacion de la métrica, y fitearlo a
la formad] de donde extraeremos el valor de la viscosidad. Para eso vamos a definir un funcional generador

Wil — <67fd4x hWTW> (5)
de modo que
i oW
(15) = shi (6)

Para calcular el funcional generador vamos a aproximar
e Wlhiw] — ¢—Slgu] (7)

donde S es la accién on shell de un campo g,,,, en AdS que toma el valor h,, en el borde. Es natural pensar que g,,,
es simplemente la métrica de AdS; un argumento formal requiere plantear la correspondencia en el marco de teoria de
cuerdas. Otra cosa que necesitamos extraer de la teoria de cuerdas es que la solucién que necesitamos de las ecuaciones
de Einstein debe contener una constante cosmoldgica A, relacionada con el nimero de colores N, de la teoria en el

borde segtin
5\ 3/2
m
N2 ( - /’;)> (8)

donde m,, es la masa de Planck. Ademas, queremos calentar el borde a una temperatura 7', para lo cual vamos a
introducir un agujero negro en el volumen.

2. Acerca de la accion de Einstein-Hilbert

Antes de empezar, es conveniente hacer algunos comentarios sobre la accién de Einstein-Hilbert. En d dimensiones

md—2 md—2
Spn = —2 /ddr V—gR = —2— /ddw V=99"" R, )
167 167
Las ecuaciones de Einstein
1 8
R™ — _g"R = —=T" (10)
2 mp_

se deducen de la variacién de la accidon Sgy + 5., donde S, es la accién de la materia. Comparando con las
ecuaciones de Einstein, vemos que

23S,
Vo) 69/11/

™

(1)



Esta expresion para T}, tiene tres consecuencias importantes
1) T;,,, es simétrico. Esto no es trivial porque un tensor conservado no necesariamente es simétrico. En general, si
TH es un tensor conservado, entonces

T/ = T 4§, APHY (12)

Tambien se conserva, si AP*¥ = — A*”P_No hay un requerimiento particular de simetria en (u, ).

2)T,,, se conserva. T}, es la corriente conservada que se obtiene aplicando el Teorema de Noether a la invariancia
de la accién frente a cambios de coordenadas.

3) Para una teoria conforme, T:j = 0. En una transformacién conforme la métrica se transforma como g,,,, —
a’g,- Si la accién es independiente de a?, entonces

657” 69/“/ 55””

0= = =g, T" 13
da? da? 69, I (13)

Por ejemplo, en la teoria de Maxwell

S = /d4$ \% _ggMAgyUFuuF)\a (14)

con F,,, = 0,A, — 0,A,. Ante una transformacién conforme F),,, no cambia, \/—g adquiere un factor de a*y cada
g"* uno de a2, de modo que la accién es invariante. Por eso para un gas de fotones debe ser p = p/3, lo que a su vez
implica la Ley de Stefan-Boltzmann p oc 7.

Cuando uno cuantifica la teoria en un espacio tiempo curvo es necesario renormmalizar 7", que adquiere una
traza debido a que los contratérminos covariantes que hay que usar tienen un residuo finito y con traza. Este efecto se
conoce como la anomalia de traza.

Para obtener las ecuaciones de Einstein a partir de la accion de Einstein-Hilbert es suficiente tener en cuenta que,
Sl guv — Guv + hu., entonces

1
o—g = §v—gg””h,w

09”7 = *gp#gm)h/w (15)

Es decir, la variacién del tensor de Ricci no contribuye a las ecuaciones de movimiento. Eso ocurre porque esta
variacién es una divergencia total. Para ver ésto recordamos que la variacion de la conexién es un tensor, ya que se
transforma de manera homogénea. Entonces
— STH. _ §TH
O0Rpe = 0L, , — oL (16)
La variacién del tensor de Ricci da lugar a un término de borde. Tomando la coordenada u en la direccién perpendicular
al borde

d—2

m
a 127T /5\/ e /=g [99051‘7;0 _gpu(srgu} (a7
Ahora
5Th = Lo h h 18
- pa—§9 [ pio T Noxip — po;/\} (18)
y entonces el término de borde
md—2
1 [t v=a975 e — o] (19)

Las derivadas en las direcciones paralelas al borde se vuelven a integrar y no contribuyen. Para una métrica de la forma

ds® = ’yabdm“da:b + Guudu?® (20)
con h,,, = 0 el término de borde resulta
md—2
16 / e N R 1)
T, ’



que también es la variacion de
d—2

Som =270 / e /GO 22)

este término, o accién de Gibbons-Hawking, debe ser sustraido de la accion de Einstein-Hilbert para garantizar que la
accidn tenga un extremo cuando uno considera variaciones que se anulan en el borde.

3. Plasmas de gauge en equilibrio

En presencia de una constante cosmoldgica, la accién de Einstein-Hilbert se convierte en

3 1
Sppr = _%/ du/d4x V=3 (R—2A) 23)
7T €

(El cambio de signo es porque ésta es la accion euclidea) y las ecuaciones de Einstein

1
R — g" R = —g" A (24)

En los apéndices demostramos que la métrica de fondo en AdS es

1 70\ 2 Co L?
2 _ 0 2 4 2
ds? = — {(L) [—hdt? + 8i;da'da’] + ——du } (25)
donde

h=1—u? (26)

Esta es solucion de las ecuaciones de Einstein con

6
A= Iz 27)
El niimero de colores esta dado por
™
N2 = Zmdr? (28)
Cerca de u = 1 la métrica es
2 o) 2 j L? 2
ds? = (f) [—4 (1 — u) di® + dwyda’] + oot (29)
Llamamos p = Lv/1 — u, dp = —Ldu/2v/1 — u
ro\ 2 4 .
ds? = (fo) {—wadtz +dajda? | + dp® (30)

Identificamos a ¢ como una variable con periodicidad . la seccion euclidea es regular cuando la longitud propia de la
circunferencia de radio p es 2mp, es decir

2
p= . €29

To

Entonces la densidad de entropia es el cociente entre el drea propia y el drea coordenada del horizonte

(comparar con la relacién correspondiente en Schwarzschild

m2
S = TPA (33)

donde A = 47r% es el drea del horizonte). Usando el diccionario



™
2

Para un fluido conforme, las propiedades p = p/3, s = (4/3) p/T siguen valiendo, asi que conociendo s y T' tenemos
toda la termodindmica. En particular, la densidad de energia libre debiera ser f = p — T's o

NZT3 (34)

S =

m3 ro\ 4
___" (70
f= 167TL(L) (35
y la funcién de Massieu
o1 md rro 3
T~ 4T 6 (L) (36)

Queremos ver si podemos recuperar este resultado de la funcién de particion. Notese que tenemos que calcular la
accién de Einstein-Hilbert Sz [23] la accién de Gibbons-Hawking

2m[3) 4
Scg = —/d T n“@u\/—ﬂ _ (37)
167 u=e
y la accién de contratérminos, que para una métrica plana en el borde
S _mgﬁ/d4 \/T| (38)
T=T6rrn )"V M=
Para nuestra métrica
10 20
= —A = — —
R 3 72 (39)
de modo que
R—2A= 8 4
—2 =13 (40)
Ademads
To 4 1
Vo= (7)) Vi
o To 4 L
V=9 = (L) ub
n* = g = %\/ 1—ut 41
Entonces
m3BV (2 ro\4 [ 1
Spy = 220 (2 (—0) -1 42
e 167 <L> L et “2)
m3pV /8 roNt /1 1
P 0
_ 2y (0 - _Z 43
Sen 167 (L) (L) <e4 2) “43)
m3BV (6N rroNt (1 1
D 0
= — ) (= - — = 44
Ser = g (L) (L) <e4 2) “+4)
So finally
m?’ﬁV 1 ro\ 4
D 0
=— - (= 4
Spi + San + Ser = —— (L)(L) (45)

que efectivamente reproduce la funcién de Massieu



4. Plasmas fuera de equilibrio

Ahora podemos ver como 1" cambia cuando perturbamos la métrica de AdS. En los apéndices demostramos que
la perturbacién obedece la ecuacién de Klein-Gordon no masiva. Eso sugiere que la parte relevante de la accién es
simplemente

3

m , .
[ —A / d*rdu /=gg"" 0, h%0, ] (46)
167 J
y la accién on-shell
m3 . 4
S=—L [ d'z/=gg"“hi0,h] 47
167 J
En realidad, sdlo necesitamos la solucién a primer orden en derivadas respecto al tiempo. La ecuacién de KG
L\> ,[ 1, u _ h
Transformando Fourier
L 2u2 e g +“ia Do hyy =0 (49)
70 h L2737

Cuandou — 1

((2) T -

Buscamos soluciones del tipo (1 — u)”

402 L\? w?
bl Z) =0 51
L2 +<7‘0> 4 ( )
(6]
L? w
=i = 4i— 52
@ 7/47"() Z4’]1'/1—7 ( )

Buscamos la solucién que describe ondas entrantes al horizonte (sin embargo, ver lo que dicen al respecto Dam T.
Son y Andrei O. Starinets, Viscosity, Black Holes, and Quantum Field Theory, Annu. Rev. Nucl. Part. Sci. 2007.
57:95-118). Cerca del horizonte, la métrica

70\ 2 L2du?
d2:—(f)41— a2 4 53
8 p) A -wdt e (53)
de modo que las geodésicas nulas obedecen
L2\?  du?
(L) e s
aro ) (1 — )
Las coordenadas nulas son entonces
t+u* (55)
L? du
du* = | — 56
“ (47«0) 1—u) (56)
0 sea que
e (- (57)
ut = T n u

Una onda entrante corresponde a



iw(t—u™) _

efin (1 o u)—iw/4ﬂ'T (58)

foxe™

de modo que tenemos que quedarnos con el signo —.
Ahora buscamos la solucién cerca de u = 0. A primer orden en w y k, la ecuacion de KG se reduce a

o,

O Ouhij =0 (59)

de modo que tenemos dos soluciones, h;; = constante, y

dhij ’LL3
=(C— 60
du ¢ 1—ut (60)
o0 sea
hij = —% In (1—u?) (61)
Notese que la combinacion
w 4
hi; = hi; (0) {1 — 7 (1—wu )] (62)

tiene el comportamiento asintdtico correcto cuando v — 1. Adoptaremos esta solucién como la solucién correcta a
primer ordenen w y k.
Ahora podemos calcular la accién on-shell

m3 dwd3k ro\4 1 iw
- _p [ 22 —o)2 () (14 = ot
S = T6m (27r)4 |hij (w, k,u=0)] (L) T (1 U )8u [ T In (1 U )
s dwdk 2, .
- 2 / oyt [ ko u=0)F i (63)

Si pudiéramos variar la accién respecto de uno sé6lo de los dos h’s, obtendriamos una correccién a T* de la forma
que buscamos, con un coeficiente de viscosidad n = s/4w. Lamentablemente eso no ocurre, la accién on-shell es
idénticamente cero por paridad. En la proxima seccion vamos a hacer una propuesta acerca del origen del problema,
y vamos a motivar una posible solucién. Nuestra propuesta es una version libre del andlisis en C. Herzog y D. T. Son,
Schwinger-Keldysh propagators from AdS/CFT correspondence, JHEP03(2003)046.

S. CTP AdS/CFT

Para superar el embrollo, vamos a tratar de conectar dos ideas aparentemente sin nada que ver entre si. Una idea es
que si pudiéramos doblar los grados de libertad, es decir, que si en vez de una expresion cuadritica en un solo campo
h; h? tuviéramos una bilineal en dos campos h;hf entonces la variacion de la accion tendrfa sentido. La otra idea es
que si ponemos una fluctuacién de la métrica que depende del tiempo, el vector J; no es mds un vector de Killing, y el
sistema se encuentra fuera de equilibrio. Resulta que efectivamente doblar los grados de libertad es una manera usual
de tratar sistemas fuera de equilibrio, en lo que se conoce como formalismo de Schwinger-Keldysh (ver E. Calzetta y
B-L. Hu, Nonequilibrium quantum field theory, Cambridge (2008)).

Vamos a empezar con un ejemplo. Nosotros sabemos que el elemento de matriz

(Oout| ® (x) |0in) (64)
se puede representar como una integral de camino
(Oout| ® (z) |0in) = / D¢ 519 (2) (65)
Ahora, si queremos calcular el valor medio

(0in| @ () |0in) (66)

La integral de camino anterior no nos sirve. Sin embargo, podemos intercalar una representacioén de la identidad



(Oin| @ (z) |0in) = Z (0in|aout) {cout| D (x) |0in) (67)

[e3%

Ahora podemos usar integrales de camino para cada bracket

(0in] @ &) [0in) = [ Do Dy 10157015, (1) (68)

Tenemos una representacion en términos de dos historias, que se conectan entre si por la condicién de que ambas
coinciden sobre alguna superficie de Cauchy en el futuro lejano. También las podemos pensar como una tnica historia
en un camino temporal cerrado (closed time path, CTP) que va del pasado al futuro y vuelve. Nétese que también
podriamos haber dicho

(0in| ® (z) |0in) = / D¢y Dy e'151911=57 1921y, (1) (69)

Eso indica que una vez que uno calculé todas las derivadas variacionales, hay que poner cada historia igual a la otra.

La idea de doblar los grados de libertad aparece también naturalmente en espacios con horizontes. Tomemos como
ejemplo la cufia de Rindler. El espacio de Rindler cubre sélo la regién x > |t| de Minkowsky (la cufia derecha ).
También es posible definir coordenadas de Rindler en la cufia izquierda < — |¢|, ahora p < 0y el tiempo va para
atras (dt/dt < 0), como el tiempo en el segundo tramo del camino temporal cerrado. Es posible escribir el vacio de
Minkowski en términos de estados con soporte en cada una de las cufias, pero cuando uno lo hace obtiene un estado
entrelazado (ver Birrell y Davies, Quantum fields in curved space, Cambridge, 1982). Un observador acelerado en la
cufia derecha, que no puede ver lo que pasa en la izquierda, naturalmente va a tomar la traza sobre los estados con
soporte en esa cufia, y en el proceso convierte al vacio de Minkowski en un estado mezclado (que es precisamente el
estado térmico a la temperatura de Unruh).

La misma construccion se puede hacer en Schwarzchild, reemplazando las coordenadas de Rindler por las de
Schwarzchild, y las de Minkowski por las de Kruskal, que nos permiten extender la variedad mds alli de » = 0y de
esa manera introducir la cufla izquierda .

Entonces nuestra propuesta es no considerar un AdS sino dos, cada uno con un borde pero compartiendo el hori-
zonte. De esa manera tenemos dos historias, cada una con un valor independiente (pero identificamos los valores en
los bordes después de haber tomado la variacién de la accién) y una condicién de macheo en el horizonte, por ejemplo
que una onda entrante en un AdS se convierte en una onda saliente en el otro, con un conveniente cambio de fase. De
esa manera es posible seguir usando métodos funcionales, aunque uno esté tratando con un sistema fuera de equilibrio.

6. Apéndice I: definiciones

Vamos a fijar nuestra notacién. la conexién

Iy, = %g‘“ [9uxp + Gorw — Gupa] (70)
9uv;p = 0, de manera que
Guvp = Do + T2 ,050 (71)
Ademas
1 1 v A
ﬁap\/j = 59" Guvp = T'%, (72)

El tensor de Riemann

— A A
Rl;pa - Fllja,p - ng,a + rzAFua - Fg/\rvp (73)
Vale que
“ Iz iz —
vaBy T RVBv;a + Rwa;ﬁ B (74)

El tensor de Ricci



RV(T = Rﬁua
L A A
= Ff/a,u - FIIJLH,O' + Fﬁ/\FVO' - Fg)\rup, (75)
El escalar de curvatura
R = g""R,, (76)
Contrayendo
Rupiny + Rﬁm;# —Ryyp=0 (77
Contrayendo con (v, )
p 1 —
Ry = Tt =0 (78)
que es la identidad de Bianchi.
7. Apéndice: AdS
Consideramos la métrica o
ds® = —a? (2) dt?® + b (2) 6;;dx'da? + dz? (79)

7.1. Conexion

Los elementos no nulos de la conexion son

r, =% (80)

a
I, = %/52-]- (81)
I}, = ad (82)
I3, = —bb's;; (83)

7.2. Riemann y Ricci

Una manera eficiente de calcular el tensor de Riemann es a partir de las 1-formas de conexién

wh =17 dz? (84)
Entonces
Rl dx? A da® = dwlf + wh A w) (85)

Las formas de conexion no nulas son

! /
a a
wi = —dz; Wt = —dt
a a
/ . / .
Wi = Eéijdz; wy = del

w? = ad'dt; wi = —bb'dx’ (86)

las componentes no nulas del tensor de Riemann son



El tensor de Ricci

8. Apéndice: solucion de las ecuaciones de Einstein

Recordemos que R = (10/3) A, y entonces debe ser R,,,, = (2/3) Ag,, . Nuestras ecuaciones son

Entonces

con la solucion

Cuando by = 0 recuperamos las coordenadas de Poincaré. Si no, llamamos b = X 1/2 y

con solucién

Ry = aad” + S%a'b’

Rij = —bb// — 2()/2 — Sa’b’
a" by

Rzz =—— =3
a b

b

% 2 a b a" by
) ab a b

b A
2 Y0 Do
b =12 6b

X% = 4by + % (—A) X?
—2A
GAE cosh 3 (z — zo)]

b —A —by .
azcob':cm/)?—i—(fi)X:co\/Xosmh[

Para escribir la métrica en las coordenadas 23] necesitamos

con solucién

y las identificaciones

2
4+ —==—4+3— = _§A = constant

(87)

(88)

(89)

(90)
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92)

93)

(94)

95)

(96)
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2 [-2A
L V3
o 6b0 1/4
Ry
_ 6
Co = TA

9. Apéndice: perturbaciones lineales

Ahora escribimos -
ds? = —a® (2) dt? 4+ b (2) [0 + hij] dz'da? + d2?

donde h} = h ; = 0. La perturbacién de la conexion es
b .
t e ..
oy = ﬁhu
z 1 2
ors = —bb'h;j — §b hgj
i 1, i L, i 1
5th = ihij’ 5sz = §hlj and 5ij = 5 [hz‘j,k + hik,j - hjk-,i]
Entonces
R, = 6R,5‘W
a v z BopA m A
= 5F5a,u + <(l + 3b> 5Fua - 5FU/\FVM - FU)\(SFI//L
conduce a

5Rtt = (Sth = (5th = O

6R.. =0R.; =0
b2 . 1 "
ORj = 5 zhj - [bb’hjk + 5b? ;k] — hikii

a v 1.4
- (a + b> [bb’h]—k + 51) ;k} + hjy.bb’
o bien (recordar que a’/a = b" V')

b2 y! % 2

donde [ es el D’ Alembertiano en la métrica de fondo. Debemos tener

2
ORji = 36hjA

(98)

99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

por lo tanto, usando las ecuaciones sin perturbar encontramos que /5, obedece la ecuacién de Klein-Gordon sin

masa

—1. 1 1
Dhjk = —5hjk + —50- [ab®hfy] + 2B =0

10

(105)
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