Estructura de la Materia 2 - Verano de 2026

Guia 5: Dinamica de redes

1. (Opcional) Formalismo de matriz dindmica.

Considere un cristal periédico de Bravais con una base de p dtomos por celda. Sea R un vector
de Bravais que etiqueta celdas unitarias, y sea s = 1,...,p el indice de 4tomo dentro de la base.
Denote por urs;(t) el desplazamiento pequenio del a&tomo s en la celda R en la direccién cartesiana

i € {z,y,z}. La masa del dtomo s es m.

a) Aproximacién arménica. Suponga que la energia potencial U del cristal puede expandirse

alrededor del equilibrio como
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son las constantes de fuerza (Hessiano del potencial).

1) Explique por qué, si el cristal es periddico e invariante por traslaciones, se cumple
(I)si,tj (R, Rl) = q)si,tj (R - R/)a

es decir, la constante de fuerza depende sélo de la diferencia de celdas.

2) (Regla de suma acustica) Justifique que la invariancia por traslacion rigida del cristal

implica
Z P, (R—R)=0 para todo (s,1,7).
R/t
b) Ecuaciones de movimiento. Usando que la fuerza es Fry = —0U/Ougs;, muestre que las

ecuaciones de movimiento en la aproximacion arménica son

i U'Rsz(t) = — Z (I)si,tj(R — Rl> uthj(t).
R/tj
c) Ansatz de Bloch para modos normales. Busque soluciones de la forma

1
VALLE

donde eg; (k) es el vector de polarizacion.

URsi(t) = ik R—wt) o (k),

1) Sustituya el ansatz en las ecuaciones de movimiento y muestre que el factor e*R se

factoriza, reduciendo el problema a un sistema de tamano 3r.



2) Defina la matriz dinamica D(k) como el objeto que satisface
> Daiii(k) e4j(k) = (k) e (k),
tj

y pruebe que sus elementos pueden escribirse como

1
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Dsz’, tj (k) =

Z (I)sz', tj (R) Gik.R.
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3) Use la regla de suma actstica para deducir que en k = 0 existen tres (en 3D) modos
traslacionales con w(0) = 0.

d) Potencial arménico central (resortes).

Considere que el atomo de referencia (0, s) y otro dtomo (R, ) se pueden modelar mediante
un enlace arménico central (resorte) con constante Cy(R), tal que
Cyu(R)

Us(R) = 5 [Sst(R) . (uRt — uos)]z, 04(R) = (R+71,) — 5, Sst(R) =

donde 84 (R) es el vector de enlace en equilibrio.

Verifique que, para (R,t) # (0, s), las constantes de fuerza pueden escribirse como

i,15(R) = —Cu(R) 0,14(R) 35 (R) = —Cot(R)[0(R)OL(R)], .

)

2. Célculo de matrices dindmicas (potencial arménico central).

Considere los siguientes sistemas armonicos. Por defecto, el parametro de red es a, la masa es m

y la constante de fuerza es C, salvo que se indique lo contrario:

Cadena monoatémica (1D, 1NN).
Cadena diatémica (1D, 1NN). Masas alternadas my y mo.

Cadena monoatémica con constantes alternadas (1D, 1NN). Constantes alternadas
C'y C' (vecinos a distancia a/2).

Red rectangular monoatémica (2D, INN+2NN). Pardmetros a y b; constantes C
(INN) y Cy (2NN).

Red ctbica simple monoatémica (3D, 1INN).

Red tipo escalera (quasi-1D). Dos cadenas acopladas con constantes C} (a lo largo) y
C' (entre cadenas).

En cada caso:

a)
b)

Identifique la dimensionalidad espacial d y el nimero de dtomos por celda p.

Prediga cudntas ramas fonénicas se esperan (actsticas y pticas) y justifique el conteo.



¢) Construya la matriz dindmica D(k) mediante el formalismo general y obtenga la relacién de
dispersion wy, (k).

d) Analice limites o regimenes de interés (por ejemplo m; > my, C| — 0, C" — (') e interprete
los modos normales en dichos casos.

e) (Opcional) Grafique w, (k) a lo largo de un recorrido de alta simetria en la 1ZB y discuta
cualitativamente g(w).

Sugerencia. Para cada modelo, una estrategia sistematica es:
a) Fijar una celda unitaria conveniente (definir p y 7).
b) Listar los enlaces (0, s) <+ (R, ) y sus constantes.

d) Calcular Dy, (k) (R)eixR,

)
c¢) Escribir @ ;(R) para cada enlace (y luego ®; +;(0) por regla de suma actstica).
) = \/m;—mt > r Psitj

)

e) Diagonalizar D(k) para obtener w?(k) y polarizaciones.

Comentario. La matriz dindmica D (k) es de dimensién dp x dp, donde d es la dimensionalidad
espacial y p el nimero de 4tomos por celda. Sus dp autovalores w?(k) generan dp ramas fondnicas:

en general hay d ramas acusticas (w — 0 cuando k — 0) y d(p — 1) ramas 6pticas.

Recordatorio. La densidad de estados fondnicos por unidad de volumen presenta singularidades
de Van Howve cerca de frecuencias donde la velocidad de grupo Vyw, se hace pequena (bandas
planas, extremos, puntos silla).

. Modelos de Debye, Einstein y Debye—Einstein.

Consideraremos dos modelos simples para aproximar la densidad de estados fonénicos: un espectro
acustico continuo tipo Debye, un conjunto de modos 6pticos degenerados tipo Einstein, y luego
su combinacién (Debye-Einstein).

La densidad de estados fondénicos por unidad de volumen puede escribirse como

G(w d?
g(w) = % = 2/1213 (27:; §(w — wy(k)).

El calor especifico volumétrico puede escribirse como

Ci (T o0 how 2 ehw/ksT
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a) Modelo de Debye.

Suponga dispersién acustica lineal e isotropica w = vk y reemplace la 1ZB por una esfera
k < kp, con wp =vkp.

1) Calcule explicitamente la densidad de estados fondnicos por unidad de volumen gp(w).
Utilice coordenadas esféricas (d*k = 4wk?dk) y la identidad

d(w — vk) :%5<k—c—d>.

v



2) Determine la frecuencia de corte wp imponiendo la normalizacién de modos actsticos:

wp N
dw =3 —.
/0 gD(w) W n, n %

3) Inserte gp(w) en la expresién de ¢y (T') y use el cambio x = hw/(kgT') para llegar a una

integral adimensional con limite superior T /T, donde T, es la temperatura de Debye

hwp

Tp=—2.
D kn

4) Estudie los limites T' < Tp y T > Tp, mostrando que cy (T) < T a bajas temperaturas
y que cy(T) — 3nkp (Dulong—Petit) a altas temperaturas.

b) Modelo de Einstein.
Suponga que todos los modos vibran a una misma frecuencia wg.

1) Proponga una densidad de estados gg(w) (por unidad de volumen) y verifique que
/ g9r(w) dw = 3n.
0

2) Evalie ¢y (T) usando la delta de Dirac e indique los limites T’ < T y T > Tg, donde

Tg es la temperatura de Einstein
hwg

Ty = 2E
B=
¢) Modelo de Debye—Einstein (combinado).

Modele 3N modos actsticos tipo Debye y 3(p — 1)N épticos tipo Einstein con wg > wp:
g(w)=gp(w)+3(p—1)ndé(w—wg).
Verifique que la normalizacién total es 3pn, escriba ¢y (T') = CE/D) (T) + cﬁ/E) (T") y discuta:
1) el limite " — 0,
2) la activacién 6ptica cerca de T' ~ T,
3) el limite clésico T' — oo, ¢y — 3pnksp.

d) (Opcional). Ejercite el procedimiento anédlogo para los casos 1D y 2D.



