HAMILTONIANO RELATIVISTA

El objetivo de este apunte es meramente tener un breve resumen de cémo
tratar atomos pesados en un sistema de muchos electrones.

Es de tipo RESUMEN INFORMATIVO, para que tener una idea basicay
recurrir, con la bibliografia correspondiente al detalle de los métodos que
hoy se aplican exitosamente a metales de transicion, atomos pesados, etc.



Visible Relativistic Effects

o Non-relativistic gold is silver

« The 5d-6s transition is shifted from the UV to the visible part of the spectrum
by relativistic effects

Non-Relativistic Relativistic

Atomos hidrogenoides

e The exact non-relativistic energy | sz z

e [Ihe exact relativistic energy
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e Spin-orbit couping: |j=1=%s

Energy depends on orbital and spin variables
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Energias orbitales Hartree-Fock
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Orbitales Hidrogenoides

| and s are not separate quantum numbers for the relativistic
atom: p,, p, and p, can not be chosen as eigenfunctions

Correct eigenfunctions with spin-orbit coupling: p;
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CONTRACCION ORBITAL

e [he valence s-orbital shrinks

Alkali metals
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Contraccién Ln-An

Lanthanide contraction
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Hamiltoniano relativista

La Teoria de la Relatividad ha adicionado una nueva dimension en Fisica Atdmica

y Molecular.
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Figure 1. Theormetical model chemistries,
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La necesidad de estudiar sistemas que contienen cualquier atomo de la Tabla

Periodica requiere la inclusion de efectos relativistas. Los mismos son clave en el




caso de atomos pesados, dado que la velocidad de los electrones es comparable a

la velocidad de la luz, c, en la vecindad de esos atomos.

Hay que distinguir efectos escalares asociados al incremento de masa de los
electrones rapidos, y efectos spin-orbita asociados a la induccién magnética. Estos
altimos no pueden describirse correctamente sin la inclusion de los efectos

relativistas.

Hamiltoniano electronico en la aproximacion de Born-Oppenheimer
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El operador de un electron ya no es un operador escalar como hemos visto, sino
gue se describe por medio de una matriz de 4x4 en Hamiltoniano de Dirac-Fock. El
incremento en la dimensién de las funciones de un electron (orbitales) se debe a
que incluyen explicitamente el spin y a que por cada particula (electron) existe una

antiparticula (positron).

Hamiltoniano en 4 componentes

- Dirac desarroll6 el tratamiento para un electron:

Consideremos la expresion de la energia relativista de la particula libre

2 2.4 L.
E-=mc¢ +cp

Corresponde a las energias

E=++vmlet+c2p?; = E € {—oo, —me” | U [+me oo

Son 2 bandas, separadas por un GAP= 2mc2. En Mecéanica Clasica
descartamos la solucion de energias negativas, pero eso no se puede hacer

en Mecanica Cuantica.
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Haciendo un desarrollo de Taylor de la solucién positiva de la energia se

obtiene su relacion con la energia no relativista, p2/2m,
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Kinectic energy

El primer término es la masa en reposo y el segundo es la energia cinética.
En este ultimo aparecen contribuciones que tienden a ZERO cuando c—> .
Dado que la energia es relativa, no hay un origen para medirla, se puede
alinear la energia relativista con la no relativista haciendo

Et=E—mc? 6 E- =E + mc?
Para las energias positivas (describen electrones) y negativas (describen

positrones), respectivamente.

Contimuum stabesg

Descrate states

Ralativistic Fon-relativistic

P osibtrons

DinamuULrm slales

La cuantizacion de la expresion no relativista para la particula libre se obtiene
facilmente reemplazado las variables de coordenadas y momentos por los
operadores cuanticos, y se obtiene la ecuacion de Schrodinger para la

funcién de onda que describe a la particula libre,

ina n? o2
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Una de las formas de encontrar la expresion relativista es utilizando la
Identidad de Dirac:

g-Allg B =A-B+icg- [A=xB].

donde aparecen las 3 matrices de Pauli en el vector o.

Un caso patrticular de la identidad es

@ = 2
VTPl p) =
Interpretando que el spin esta escondido en p?, y que aparece ante la
presencia de un campo magnético.

Se puede escribir la expresion relativista para la ecuacion de Schrodinger

utilizando la identidad de DIRAC y reordenando la expresion

~ A y
E-=mc' +cp
en la forma
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En esta expresion se introduce una segunda funciéon ®2, con la que se

obtienen 2 ecuaciones acopladas.



La—lo-p)|t = mchr  (a)

L2 pfa-pl|de = medy (B
y el 3er paso es combinarlas linealmente
talon+o)—(o-p)on—ta] = melor+oo
—Ld s — ]+ ic-p)ty+0:] = melt—1

A partir de las cuales se definen las componentes Large y Small

wh= o +da2] oy =[d) — 2.

Y se escribe la forma matricial de las ecuaciones previas:
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Para los problemas de Molecular y Atdmica se introduce el campo

electromagnético

p—=p—gA E—E—qgd
donde aparece la carga q.

La ecuacion de Dirac describe tanto a los electrones como a los positrones.

Para estudiar la estructura electronica en &tomos, moléculas y materiales, se
considera la aproximacion de Born Oppenheimer. ElI Hamiltoniano de un

electrén es el de Dirac, hp

ecuacion de un electron de DIRAC en el campo molecular:

hpW = ETV;
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Hamiltoniano electrénico

La ecuacion de Hartree Fock para 4 componentes se obtiene a partir de la
ecuacion previa de un electron de DIRAC. Se llama ecuacion de DIRAC
FOCK (DHF)



v’ =Ry" R(E)=(2mc*—V+E') ¢(o-p)
!
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Para valores positivos de E, E*, B(E) es del orden de 1 demostrando que la
componente SMALL es en promedio un factor c mas pequefia que la LARGE.

Para energias negativas, E~,
2me?

B(E):ma

y por lo tanto de orden c2.
Asi se relaciona el “tamafio” de las componentes SMALL y LARGE.

Se cumple

hm{ = —
v Hm{ bara EY_V| =2 mc,

Que restringe los valores de energia a la rama positiva, para la cual
N 'DI::E}.I:
Los orbitales son espinores con una parte radial y otra angular:

w"(r)] 1[ P,.(r)E..(5.9) ]
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y el potencial &, €s no singular.

Soluciones para la parte radial
F,m( } NF e Y(Fl( )+ Fz(r)) Large component

Q. (r) = Nfﬁf;')"r?(ﬁ(r) — F_,(r}) Small component
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Para el Hamiltoniano modelo independiente del tiempo

N . 1 N N
i-3i 1335,
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i=1 = i=l j=i

Donde aparecen los operadores de uno y dos electrones, la diferencia entre
el tratamiento relativista y no relativista esta en el calculo de las integrales en

— -~

;T 3 -:QJ'-_..T'
ambos operadores 7y .

Los métodos aproximados estan enfocados en el calculo de J2
P

_ I 2 * ¥
hi—ﬁiﬂ +ﬂf‘Pi+Vi
acopla el spin y las componentes Large y Small.

1i1j

Gij =
Tij no acopla componentes L y S. No depende del spin.
Se han desarrollado diferentes aproximaciones para tratar las contribuciones
de uno y dos electrones.

Las ecuaciones de HF, se llaman comunmente Dirac Hartree.Fock, DHF,

(o DIRAC KHON SHAM cuando se utiliza DFT) se resuelven para
autoestados electrénicos y positronicos. Por lo tanto, la busqueda del minimo
variacional de la energia de los estados electronicos no conduce al minimo
global. NO vamos a desarrollar la metodologia, pero el camino es el balance



cinético de la base, con el objetivo de obtener un nivel que separe la energia
no relativista de la primera energia perturbada relativista. La condicién que
soluciona el problema ya la mencionamos y esta ligada a la componente
LARGE.

(o-p)
X = e

Existen diferentes aproximaciones, que se conocen como métodos quasi-

relativistas, y son sumamente Gtiles y aceptados en la comunidad . Ellos son

1- Douglas-Kroll-Hess (DKH)

2- ZORA e IORA

3- Coulomb-Breit, es muy aceptado. Representa la interaccién de Coulomb electron-
electron por medio del término no relativista mas dos correcciones relativistas.

Método de 4 componentes

Hoy dia de hoy es un area en desarrollo metodolégico muy importante. Sl
bien tiene algunas aproximaciones, es muy oimportante para estudiar
problemas como i) correlacién dinamica y no dinamica, ii) calculo de
propiedades respuesta (ej, cantidades que se terminan
espectroscopicamente), iii) descripcion de estados excitados.

Aqui se describe brevemente.

Los orbitales ahora se representan por medio de spinores:

0 “~| o (r)

NE L 'I' N* 0
IIUI-(I')=2 /‘:’.!1( ) :“+2 (:

u=1

-La cantidad de funciones es tipicamente 4 veces la que se utiliza en calculos
no relativistas.

-La funcibn de onda tiene una forma matematicamente similar al
determinante no relativista.

-La forma de las ecuaciones en segunda cuantizacion es similar a la vista en

teoria no relativista.
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NR significa NO RELATIVISTA:

Uranium atom
15 orbital
a = DIRAC
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Ecuaciones SCF

occupied
orbitals

. Construct Fock operator F =g¢’+ca-p+V+ >/, -K,

J

2 Find eigensolutions Fiy(r) = ey(r)

s Check convergence fyre}={y}

HF Kinetic Potential Elec Rep.
+. Compute energy ET =E +LE +L

occupied oocupied occupied
orbitals orbitals orbitals

E" = Y<il Bl +ca-pliz+ Y<il Vlis+= Y <il J,-K, li>
: : 2

i i

Operador de Fock en 4 componentes
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Visualizacion Densidad de Uranil (UO2)

Large component Small component
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