ESTRUCTURA DE LA MATERIA 4
PRIMER CUATRIMESTRE DE 2018

PRACTICA 3: MODELO DE QUARKS Y SIMETRIA SU(3)
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Mesones Bariones

1. Algebra de Lie de SU(3). Una transformacién de simetria U asociada al grupo SU(3) se puede
escribir como

W (x) = U(e") P(x) = €5 ¥(x) a=1,....8

donde €% son ocho parametros reales que caracterizan la transformacion, y A, son las matrices de
Gell-Mann, el andlogo de las matrices de Pauli pero para SU(3):
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a) Sabiendo que las matrices U de SU(3) deben ser de 3x3, a coeficientes complejos, unitarias y
tener determinante 1, justifique por qué la matrices A, deben generar un espacio vectorial de
dimension 8, y explique por qué las de Gell-Mann en particular conforman una base adecuada.

b) Muestre que los generadores A, satisfacen relaciones andlogas a las de las matrices de Pauli de

SU(2)
SU(2) | SU(3)
tro; =0 tri,=0
Ir0;0j = 25,']' ;I’lf)tb = 25(11,1
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donde las constantes de estructura f,;. son antisimétricas ante el intercambio de cualquier par de

indices, y estan dadas por fi23 = 1, fass = fe78 = \/7§ f147 = faa6 = fo571 = f345 = f516 = fe371 =
2

c¢) Verifique que A, A2, y A3, generan rotaciones en el espacio de isospin, con la matriz diagonal
I; = 323 y operadores de subida/bajada I+ = %(M +iA;). Es (en parte) por la presencia de
esta subdlgebra que lo que hicimos en la guia pasada no perderia relevancia aunque la simetria
de sabor fuera exactamente SU(3). Sin embargo, SU(3) tiene otra matriz diagonal, a la que le

. . 1 . ~ 1 .,
asociamos la hipercarga Y = Tglg, 0, equivalentemente, la extrasieza S =Y — 3 También puede

aparecer el nimero bariénico B, que es simplemente 1/3 para todos los quarks.
(Vamos a usar los simbolos I3, Y y S tanto para los operadores como para sus autovalores.)

d) Verifique que , U+ = %(% tiky),y Vi = %(/14 +iAs) son los operadores de subida y de bajada
de otras dos subalgebras SU(2): el U-spin (no confundir con las matrices del grupo) y el V-spin.
Dé un argumento para justificar que estos y el /-spin no son independientes entre si.

e) La carga eléctrica se define en este contexto como Q =I5+ %Y. Muestre que todos los elementos
de un multiplete de U deben tener la misma carga eléctrica.

. Representaciones fundamental (3) y anti-fundamental (3). La representacién fundamental es la
de los quarks, donde las matrices del dlgebra de SU(3) simplemente actdan por multiplicacion sobre

1 0 0
{u,d,s} = O |, 1 ],[O
0 0 1

La anti-fundamental, también de dimension 3, es la de los anti-quarks. Se trata simplemente de la re-
presentacion conjugada, donde las matrices que actiian por multiplicacién y la base correspondiente

) 1 0 0
pa=p)=—(A), f{adsi=¢|o]|.[ 1],
0 0 1

a) Verifique que las matrices p, satisfacen las mismas reglas de conmutacién que las matrices A,,.

b) Represente en el plano de cargas I3 e Y los quarks {u,d, s}, por un lado, y los anti-quarks {ii,d, 5},
por el otro. Para esto, calcule p(I3) e p(Y) y muestre que los anti-quarks tienen sus cargas
cambiadas de signo.

¢) Sabiendo que los autovalores de una transformacion lineal diagonalizable son independientes de
la base elegida, explique por qué la representacion de los generadores de SU(3) dada por las
matrices P, (junto con el espacio vectorial sobre el que actiian) no es un simple cambio de base
con respecto a las A,. En otras palabras, las representaciones 3 y 3 no son equivalentes.

d) Muestre como actian I, Uy y Vi sobre los elementos de las bases respectivas {u,d,s} y
{it,d,5}. Preste atencién a los signos. Concluya que, por ejemplo, I -ii =0, 1 -d = —ii y
I_-5§=0, y describa como se organizan estos estados en multipletes del SU(2) de isoespin aso-
ciadoa I+ e I5.
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transformacion del grupo SU(3).

e) Muestre que el estado (uii + dd + s5) es un singlete, es decir, es invariante ante cualquier



f) Explique por qué, a diferencia de lo que pasa en SU(3), en SU(2) si es cierto que la representacion
fundamental y la anti-fundamental son equivalentes. Para esto, reorganice la base {ii,d} de 2,
sobre la cual actdan los generadores p(o;) = —(0;)*, tomando en su lugar {—d,ii} y vea cémo
actian los generadores en esta nueva base.

. Mesones (estados ¢g). Asuma que el grupo de simetria de sabor es SU(3).

a) Describa la descomposicién mesénica 3 ® 3 = 8 ® 1. Haga todos los diagramas de cargas en el
plano I3,Y necesarios.

b) Una vez elegida la representacién, por ejemplo en el caso del octete, diga cudntos nimeros
cudnticos son necesarios para etiquetar a los distintos estados inequivocamente.

c¢) Calcule las funciones de onda de los distintos estados del octete y la del singlete.

O — L (uii — dd) se obtiene actuando con I sobre los mesones 7~ =

V2

dii y m* = ud, respectivamente. Encuentre en qué nimero cuéntico se diferencia de los otros
mesones que tienen las mismas cargas I3 e Y. (Sugerencia: recuerde que ademads de I3 hay el otro
numero cudntico que caracteriza al isoespin).

d) Verifique que el meson 7

Nota: el octete mesonico que discutimos es el de particulas de spin s = 0, hay otro similar con s = 1.
. Bariones (estados ggq). Asuma que el grupo de simetria de sabor es SU(3).

a) Describa la descomposicién bariénica 3®3®3 = 105 8yis B 8ma b 1. Haga todos los diagramas
de cargas I3,Y necesarios.

b) Calcule las funciones de onda del decuplete partiendo de los estados uuu, ddd y sss y utilizando
operadores de subida y bajada. Observe qué simetria de intercambio tienen los estados de 10.

¢) Arme las funciones de onda de los octetes barionicos (el mixto-simétrico y el mixto-antisimétrico)
partiendo de los estados que no involucran quarks s y §'y utilizando lo que ya sabe sobre el caso
de SU(2).

d) Discuta nuevamente, una vez elegida la representacion, cudntos nimeros cudnticos son necesa-
rios para etiquetar a los distintos estados inequivocamente. Verifique que el resutlado es el mismo
que en el ejercicio anterior.

e) Muestre que el singlete es el estado totalmente antisimétrico ante cualquier intercambio.

f) Discuta la existencia de las particulas X° y A, que corresponden a un mismo octete, y tienen los
mismos valores de extrafieza S = —1 y componente de isospin I3 = 0. ;En qué se diferencian
entonces? ;Como reflejan sus respectivas funciones onda de sabor esta diferencia?

. El operador asociado al momento magnético andmalo se define como

. Qile
P=5 ) mi(S)i b= Qe

i 2m,~

donde el indice i corre sobre las distintas particulas que constituyen al nucleon, S; es el operador
que mide la proyeccién del spin (no el isospin!), mientras que Q;|e| y m; son las respectivas cargas
eléctricas y masas. Sabiendo que m, = m; = 360 MeV y m; = 540 MeV, combine apropiadamente



las funciones de onda de sabor y spin de la particula A en las representaciones correspondientes a
los octetes simétrico y antisimétrico dadas por

(2(ud — du)s + (us — su)d + (sd — ds)u)

q)mixta—anti -

Sl
[\

((ds+sd)u— (us+ su)d)

| =

q)mixtafsim —

1
%Izlixtafanti = 5 (T\L - iT) T

T - _
%mixtafsim - \/6 ((T\L + \LT) T 2 TTi)
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y calcule su momento magnético andmalo.

6. Compare las masas los distintos hadrén (bariones y mesones) que puede encontrar en cualquier tabla
de particulas con que se obtendria sumando las masas de sus quarks constituyentes.

7. La fuerza electromagnética da lugar a una interaccion spin-spin que, en términos de energia, puede

escribirse de la siguiente manera:
2 — —
i>j

donde [i; son los momentos magnéticos anémalos de las distintas particulas involucradas. Pues bien,
la fuerza fuerte genera una interaccion similar, en las que las cargas eléctricas estdn reemplazadas
por factores asociados a la cargas de color. Esto da lugar a la siguiente correccion a las férmulas de
masa para los mesones:

m(qi1g2) =mi+my+a ;
mipmy

donde a es una constante positiva con unidades apropiadas asociada a los grados de libertad de
color (y al acoplamiento de la fuerza fuerte, o, el equivalente de la constante de estructura fina del
electromagnetismo).

a) Usando que los piones tienen spin s = 0, muestre que

3a
mymyg ’

m(m) =my,+mg —

(sugerencia: encuentre la relacién entre el operador G - G, y los spines total y de cada particula,
es decir, S2, S3 y S2,) y estime el valor de a para obtener una masa my cercana a la observada
experimentalmente.

b) Haga lo mismo para la particula de spin s = 1 denominada K*, formada a partir de los quarks
us y estime la masa con el valor de a utilizado para optimizar el cdlculo de my;. Compare con el

valor tabulado.

8. Para bariones, la correccion andloga a la del ejercicio anterior es de la forma

a G- O
m(QlQ2Q3)=m1+m2—|—m3+_Z o
2 i>; Mim;



con alguna otra constante positiva a’. Considere la particula AT del decuplete, formada a partir de
tres quarks u.

a) Dado que la funcién de onda se factoriza como
|ATT) = |spin) ® |sabor) ® |color),
y que Unicamente se observan en la naturaleza los singletes de color, explique por qué queda
una Unica posibilidad para el correspondiente spin s(A™") y cuénto vale.
b) Use lo que acaba de deducir para ver que
3d
AT =3m, + — .
m ) Mt 2m?
¢) Muestre que si m, = my, la correccién de masa del neutrén es de la misma magnitud y signo
opuesto. Compare la prediccion para m(A) 4+ m(n) con 6m, ~ 2160MeV .
d) Compare las estimaciones de m(A) y m(n) con los valores experimentales, despeje un valor
aproximado para @', y comparelo con lo que obtuvo en el punto anterior para el caso mesonico.

9. Reglas de seleccion. Asuma simetria de sabor SU(3) exacta y considere inicamente interacciones
fuertes.

a) Explique por qué los siguientes decaimientos estdn prohibidos:
K —»n +n°, XXsptn.
b) Diga si los siguientes procesos pueden suceder y relacione sus secciones eficaces:
K +p—>n'+A, K'+n—oa'+A.
c) Explique por qué el siguiente proceso no pueden suceder:
KT+2 =’ +A.

10. Prediccion de la particula Q™ a partir de la simetria SU(3). En 1961, Gell-Mann propuso la

organizacion de los bariones de espin 3/2 segiin una simetria de sabor SU(3), construyendo un

decuplete de bariones. Esta estructura predice la existencia de una particula atin no descubierta en
ese entonces, llamada Q ™, cuyas propiedades pueden deducirse analiticamente.

(a) Justifique las cargas Q, Sy J de la particula que corresponde al vértice inferior del decuplete.

(b) Experimentalmente se conocian las masas de los otros bariones del decuplete:
M(A) =~ 1232 MeV /c?
M(Z*) ~ 1385 MeV /c?
M(Z*) =~ 1530 MeV /c?
Suponiendo una progresién lineal de masas con respecto a la extrafieza, estime M (Q 7).

(c) Argumente por qué la particula Q™ en reposo no puede decaer mediante la interaccion fuerte.

Nota: Este ejercicio reproduce de manera simplificada el razonamiento que llevé al descubrimiento
experimental de la particula Q~ en 1964. Ademds de la masa, su vida media de ~ 10~ s se estimé
sabiendo que sélo podia decaer por interacciones débiles.



