ESTRUCTURA DE LA MATERIA 4
PRIMER CUATRIMESTRE DE 2025
PRACTICA 5: ECUACIONES DE KLEIN-GORDON Y DIRAC

1. Ecuacion de Klein-Gordon. Considere una particula cuya funcién de onda estd descripta por un es-
calar de Lorentz ¢ (x). Es decir que, ante tranformaciones de Lorentz, tenemos ¢ (x) — ¢'(x') = ¢(x),
y por lo tanto ¢ (x) es un invariante.

a) En el caso relativista, ¢ debe satisfacer la ecuacion de movimiento
2 —
(O+m*)¢(x)=0, O=duo".
Busque una solucién de onda plana ¢, (x) = etiP¥conp-x= pux* y muestre que esta solucién

de la ec. de KG es compatible con la relacién de dispersion relativista E> = m? 4 p? (c = 1).

b) Demuestre que, en el limite no relativista m2 > ﬁz, esta funcidn de onda satisface la ecuacion
de Shrodinger. Para esto, deberd imponer una condicion sobre el signo de la energia.

c¢) Calcule la densidad de probabilidad p y la corriente de probabilidad J para una solucién genéri-
ca de la ecuacion de KG, y muestre que se satisface la ecuacién de conservacién d;p + V-J=0.
(Sugerencia: considere la diferencia entre la ec. de movimiento y su conjugada, luego de ser
multiplicadas por el conjugado de una solucion.)

2. Matrices de Dirac. Considere las matrices

(o 8) #=(s )

a) Muestre que definiendo y° = B y ¥ = Ba’ se verifica que
'y =ry iyt =268

Estas matrices Yy constituyen la representacion de Dirac.

b) Muestre que la conjugacién hermitica da como resultado (y*)" = 127497,

¢) Existen otras representaciones, entre ellas la de Weyl:

'}’0 . 0 1 '}’l . 0 (o3 i
~\1 0 ~\ -0 0 )’
Muestre que estas matrices satisfacen las mismas relaciones de anticonmutacion que las ante-

riores.

3. Ecuacién de Dirac. En este caso consideramos particulas en la representacion de Dirac del grupo
de Lorentz, que tiene dimension 4 (jno es la tnica! ;se le ocurre otra?). Su ecuacién de movimiento,
en notacidn covariante, es de la forma

(iY oy —m)y(x) =0.
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a) En este contexto, ¥ es un objeto de cuatro componentes denominado espinor de Dirac. Muestre
que si y(x) es solucién de la ec. de Dirac, entonces cada una de sus componentes satisface la
ecuacioén de KG, o sea, que (] +m2) y%(x) =0 para o = 1,2,3,4.

b) Halle el Hamiltoniano que permite escribir la ec. de Dirac como una ecuacién de Schrodinger,

¢) Operando como en el caso de KG, calcule la densidad y la corriente de probabilidad asociada
a las soluciones de la ec. de Dirac. Como esperamos que las soluciones describan particulas
cargadas como los electrones, insertamos un factor —e en estas cantidades para describir la
densidad y corriente de carga. Muestre que el resultado puede describirse en términos del
objeto J* = —eyy*y con ¥ = y Y, y que la ecuacién de conservacién puede escribirse de
manera covariante como dyJ* = 0.

4. Soluciones de particula y antiparticula.

a) Proponiendo una solucién a la ec. de Dirac de la forma

i) =acr (1)

donde u y v tienen dos componentes cada uno y p-x = pyx*, halle las cuatro soluciones en
reposo (p = 0) linealmente independientes: las que tienen energia positiva E = m, denominadas
uD(m,0) y u®(m,0), y las que tienen energia negativa E = —m, denominadas v(!)(m,0) y
v(® (m,a) Las primeras son soluciones de particula, por ejemplo un electron, mientras que las
segundas son soluciones de antiparticula, por ejemplo un positron.

b) Escriba el sistema de ecuaciones acopladas que deben satisfacer u(m, p) y v(m, p) en el caso
7 # 0. Encuentre las soluciones de energia positiva y negativa u'") (m, ), u® (m, p), v(!) (m, p)
y v (m, p).

¢) Para las soluciones de particula libre con £ > 0, verifique que en el limite no relativista las
componentes inferiores del espinor de Dirac son de orden |V| respecto de las superiores (en
realidad |V|/c si no tomamos ¢ = 1) , y que, a primer orden, estas dltimas tienen la forma de
una solucién de Schrodinger de tipo onda plana multiplicada por un espinor de Pauli de dos
componentes (independiente del momento).

5. Momento angular total y Spin. La ec. de Dirac incorpora naturalemente el grado de libertad de
spin. Para verlo,

a) demuestre que el Hamiltoniano de Dirac no conmuta con el operador de impulso angular orbital
L =7 x p, que por lo tanto no describe una cantidad conservada, mientras que H si conmuta
con el de impulso angular total / = L+ S, con S dado por

sl e(20)

b) y muestre que el operador S definido de esa manera satisface las relaciones de conmutacién
del dlgebra de Lie de SU(2), y ademds S, tiene autovalores +1/2.
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¢) Indique los posibles autovalores del operador J? = (L + §)2 para soluciones de la ec. de Dirac.

6. Factor giromagnético del electrén. En mecanica cudntica, una particula libre de masa m y carga ¢
en un campo electromagnético externo satisface la ecuacién de Shrodinger-Pauli

1 . - L
(E(p—qA)vaq‘P—u-B)ll/:w,

donde hemos incluido el momento magnético fi = —%S, con g el factor giromagnético, y su in-

teraccion con el campo B. Muestre que para electrones, realizando la sustitucién p — p — qﬁ y
E — eygr +m —q®P en la ec. de Dirac, concentrdndose en las componentes superiores, y tomando el
limite no relativista y de campos externos débiles, se deduce la ec. de Shrodinger-Pauli, junto con
la prediccién de que g, = 2. Este resultado habia sido experimentalmente observado y faltaba la
explicacion.

7. Espinores y sus transformaciones de Lorentz 1. Considere una transformacién de Lorentz que,
sobre el vector posicion, actia como x* — x* = A" ,xV. Queremos deducir la manera en la que
actda sobre un espinor de Dirac y, es decir, deducir cudl es la matriz asociada S5 (que no es la
matriz A, sino la representacion de la misma transformacion en el espacio de espinores) tal que

v =y =Sy

a) Demuestre pidiendo que la ec. de Dirac sea covariante ante transformaciones de Lorentz equi-
vale a imponer la condicién

Sy PSa =AY
b) Para una transformacion infinitesimal definida en términos de pardmetros €y, muestre que la
definicién .
S=1- g[?’uai’v]euv
cumple con la condicién deducida en el item anterior.

c) Compruebe que los generadores s,y = ﬁ[}/u,yv] también satisfacen las reglas de conmutacion
del dlgebra de Lie del grupo de Lorentz:

[L/.LV7LpG] = igvpL;w - ig/.tvac - igchup + ig,uova .

Estas expresiones son simplemente una manera alternativa de describir los conmutadores de
los generadores usuales de boosts y rotaciones, es decir, las componentes L;; y Lo; de

Luv = l(.x’uav _.xVau) — —Lvu .

Para convencerse, muestre que (para tres dimensiones espaciales) se recuperan las expresiones
mads familiares

[Li,Lj] = ig;jx Ly, [Li, K] = i€; Ky, K, Kj] = —i€;jily,

definiendo

L= 8ijijk; K, = Ly;.
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8. Espinores y sus transformaciones de Lorentz 2.

a) Considere una rotacién espacial finita en 27 en el plano (x',x?), o sea, alrededor del eje 2.
Sobre un espinor, esta transformacion actua de la siguiente manera:

Y= S@r)y,  Si(2r) =exp (—%xznxihfl,}’z]) .

Muestre, a partir de las definiciones de las matrices de Dirac, que

ﬁwﬂﬂ=§(f ;)-

Explique por qué esto implica que ¥ — S12(27)y = —, lo cual es consistente con la natura-
leza fermidnica de los espinores de Dirac.

b) Si tiene tiempo, muestre que las soluciones generales (con momento definido) de la ec. de

Dirac pueden obtenerse a partir de las soluciones en reposo mediante un boost apropiado.

9. Espinores y sus transformaciones de Lorentz 3. Demuestre las siguientes propiedades:

a) ST =05t
b) W' =yS™" con = y'y.
¢) Yy es invariante de Lorentz.
d) j* = yy*y es un cuadrivector.
10. Quiralidad 1. Resulta ttil definir el operador de quiralidad v’ = iy’y'y?y3. Muestre que cumple
las siguientes propiedades.
a) ys es hermitico, de cuadrado unitario, y tiene autovalores +1.

b) 7> anticonmuta con las cuatro matrices de Dirac y*.
¢) Los operadores Py = 1(1£79°),

son proyectores P} = Py
sobre espacios disjuntos PP =
y complementarios P.+P. =1

y proyectan sobre los subespacios de quiralidad positiva (R) y negativa (L): Y°PLy = + .
d) Wy v es un pseudoescalar y ¥y 7>y es un pseudo-cuadrivector.

11. Quiralidad 2. Considere la ec. de Dirac pero utilizando la representacion de Weyl (ver ejercicio 2).

a) Muestre que en esta representacion la funcién de onda se puede escribir Y = ( VL ) donde

VR
VL =PLyy Yr = FRRY.

b) Muestre que para particulas muy livianas o ultrarelativistas, la ecuacién de Dirac se desacopla
en dos ecuaciones diferentes para Y y Yg.
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12.

13.

14.

Helicidad 1. Muestre que el operador de helicidad h = %i P con (P = P/|P|), que da la proyeccién
del spin en la direcciéon de movimiento, conmuta con el Hamiltoniano de Dirac y con el operador
de impulso P, de forma tal que se lo puede agregar a estos para formar un conjunto completo de
observables que conmutan.

(Sugerencia: actiie con los conmutadores [, H] y [k, P] sobre una base de autoestados de P.)

Helicidad 2. Demuestre que en el limite altamente relativista, la accién de 7° sobre los espinores
u(p) es la misma que la del operador de helicidad, es decir que y° coincide con el operador de

helicidad

Yu(p) = (E. p)u(p).
Por otro lado, verifique que, en el mismo limite, para las antiparticulas la quiralidad y la helicidad
resultan opuestas

Pv(B) = —(E.p)v(P).

Helicidad 3. La helicidad de una particula masiva no es un concepto invariante de Lorentz, en
particular no es invariante ante boosts. Sin embargo, la helicidad si es invariante de Lorentz para
particulas no masivas.

a) Dé un argumento heuristico que establezca que, para una particula masiva, es posible hallar un
cambio de sistema de referencia que invierta el signo de su velocidad sin modificar el del spin.

b) Muestre que y°> conmuta con cualquier S(A), y use los resultados del ejercicio anterior para
ver que esto implica que, en el caso no masivo, la 4 es un invariante de Lorentz.



