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APUNTE COMPLEMENTARIO DE LA GUIA 7

Teoria de campos vs mecanica cuantica a la Schrodinger

Sabemos que los electrones y positrones pueden aniquilarse, y en clase vimos varios procesos de
dispersion donde esto sucede. La teoria, entonces, no puede pensarse en términos de la descripcién
de un sistema donde la cantidad de particulas se conserva. Esto establece una diferencia importante
entre la mecanica cuantica y la fisica cuantica relativista: en la primera, el nimero de particulas se
conservaba.

1. Considere el siguiente lagrangiano para una un campo escalar complejo 1 (no es un espinor!)
no-relativista
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) Muestre que las ecuaciones de movimiento reproducen la ecuacién de Shrodinger para .
) Muestre que el lagrangiano es invariante ante 1) — €' (y 1)* — e~1)*) si a es constante.
) Calcule la corriente conservada j* asociada a dicha simetria.

Muestre que la carga conservada correspondiente es

Q= [daf = [ #u

En mecanica cuantica, 1 representa la funcién de onda de una particula y este resultado
se interpreta como la conservacién de la probabilidad total. Si se piensa en estados de
dos o mas particulas, la conclusion es que en el contexto no relativista el niimero total
de particulas N, se conserva.

e) Muestre que los resultados anteriores se mantienen si se agrega un potencial V([¢)]?). En
el caso no relativista, /V,, se conserva incluso cuando hay interacciones.

2. Ahora considere al caso relativista, empezando por simplicidad con un campo escalar complejo
o:
L= 0,6"0"6 — m?|o].
a) Muestre que L es invariante ante ¢ — e¢‘“¢ y calcule la corriente conservada j*.

b) Muestre que la carga conservada es en este caso
Q= [ daileros - 600).
c¢) Una solucién general puede expandirse en una base de ondas planas
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donde F = \/p? + m?2, y el segundo término esté asociado a las antiparticulas. Muestre
que entonces la () puede expresarse como

d’p 2 2
Q= [ s e = P

Esto indica que, en el caso relativista, lo que se conserva no es el numero total de
particulas sino el niimero neto, para el que las antiparticulas contribuyen negativamente,
es decir, N,—Nj. En este sentido, en teoria de campos no pensamos a ¢ como la funcién de
onda de una unica particula, sino como un campo cuyas excitaciones describen sistemas
de muchas particulas. Como en el caso relativista aparecen las antiparticulas, y aparece
el concepto de aniquilacién y creacion de pares, no se conserva el nimero total sino
la cantidad relativa. Esto es andlogo a la relacion entre el campo electromagnético y
sus excitaciones, es decir, los fotones, para los cuales no podemos definir un limite no
relativista dado que tienen masa nula.

3. El sistemas del problema anterior también tiene simetria de traslacién temporal. Esto quiere
decir que la energia total se conserva. Relacione este resultado con la discusion anterior sobre
los niimeros de particulas y antiparticulas.

Resulta sutil extender el andlisis de los problemas 1-3 al caso de Dirac. En ese caso el lagrangiano
y la carga conservada asociada a la simetria v — €®), 1) — e~**) son

L= (0, —mip, Q= / P = / Pyt

Si pensamos en 1 como la funcién de onda de una tnica particula (o antiparticula) la analogia con
el caso no-relativista del problema 1 es evidente. En particular, la carga conservada no es otra cosa
que la norma de la funcién de onda, y es definida positiva. En este sentido, la ecuaciéon de Dirac
consistuye una generalizacién directa de la de Schrodinger.

Sin embargo, esta no es la tnica interpretacién posible: también podemos pensar en sistemas
relativistas de muchas particulas y antiparticulas. Dénde aparece, en este caso, el hecho de que
las antiparticulas contribuyen con signo negativo a la carga conservada? La sutileza esta en que es
complicado es incorporar la naturaleza fermiénica del problema para asegurarnos que la funcién de
onda total sea antisimétrica ante el intercambio de particulas (y ante el de antiparticulas). A nivel
cuantico esto es facil de implementar. Para un sistema bosénico con varios niveles de energia ¢;, los
operadores de creacion y destruccion satisfacen

[al,a}} = [a;,a;] =0, [ai,a;] = 0yj,
donde [A,B] = AB — BA. En el caso fermidnico, en cambio, las relaciones correctas son con

anticonmutadores {A, B} = AB + BA, es decir,

{aj,a}} = {aivaj} =0, {(li,a;} = 0jj -

Esto garantiza que alag = 0, es decir que un nivel no puede estar ocupado por mas de una particula,
y que aja; = —a;f»ag, es decir que los estados del sistema son antisimétricos. Como es usual, la

estadistica de Fermi-Dirac cambia signos (importantes!) con respecto a la de Bose-Einstein.
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Ahora bien, el punto es que en el caso bosénico sabemos que
[a,al] =1 & [z, p| = ih.

Esto es consistente con el hecho de que en el limite clasico h — 0, x y p conmutan entre si. Para
esta interpretacion no es necesario que x y p sean estrictamente la posicion y el momento: podemos
considerar cualquier sistema en el que o = ¢ representa una variable y p = 7, = 8L/8¢ es su
momento conjugado, como garantizan los corchetes de Poisson. Pensar en este tipo de operadores
a veces se denomina sequnda cuantizacion, pero es un nombre un poco confuso, no hay nada que
esté siendo cuantizado dos veces!

Lo interesante para nosotros es que la anlogia con el caso fermionico lleva a una conclusion
sorprendente. Podemos verlo explicitamente en el caso de Dirac, donde tenemos a 1) como variable
inicial y a my, = 8L/81b = 77T, Entonces,

{ad}=1 &  {vdf}=n,

lo que nos dice que en el limite clasico h — 0,

{9’ =0 = yyl=—ylyp.

Esto parece razonable a primera vista puesto que estamos tratando con fermiones, pero clasicamente
no tenfamos la intencién de intepretar a v y 1f como operadores... y a pesar de eso, anticonumutan!
Lo que se hace usualmente es decir que, en el limite cldsico, las soluciones no son operadores pero
son numeros de Grassmann. No hace falta entrar en ese detalle ahora. Lo impotante puede decirse
intuitivamente: al calcular la carga () al estilo del problema 2, vamos a obtener en el integrando
algo del estilo de @ ~ [(a*a+ bb*), pero ahora el orden importa, y esto lleva a Q ~ [(a*a — b*b) ~
[ (la|*—1b]?) como en el caso del escalar complejo. En términos de operadores, reconocemos términos
del estilo a*a — a'a = N como operadores nimero, de manera que recuperamos la conclusién més
importante: para sistemas relativistas de muchos fermiones de Dirac, () = N, — N;.

El limite no relativista y los potenciales a los que estamos acostumbrados

1. Potencial de Yukawa 2. El modelo para particulas ® (complejas) que interactian a través
de un mediador ¢ (real) de masa m viene dado por

1 1
L =0"d*9,® — M*® + ® + ia%a“gb — §m2gz52 — gp®*D
donde g < M, m es la constante de acoplamiento.

a) Dibuje los dos diagramas de Feynman que contribuyen al orden més bajo al scattering
d+ & — O+ &. Puede mostrarse que la amplitud correspondiente a la suma de estos
dos diagramas toma la forma

1 1
+
(b1 =p1)? —m?  (p1—ph)? —m?
donde p; y po son los cuadri-momentos iniciales, y p} vy p5 los finales. Esta expresion viene
de considerar, en cada caso, dos vértices (aqui simplemente los factores de —ig) y un

. ) . . 2
propagador (los denominadores, que son, basicamente, la inversa del operador p,p" —m
que aparece en los términos cuadraticos en ¢ en el lagrangiano).

(FlUvk|i) = i(—ig)? (2m)46W (py + po — Pl — 1),
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b) Es conveniente definir una cantidad M segin
(f1Uva) = iM(27T)45(4) (p1 +p2 — Py — 1))

para sacarse de encima la delta de Dirac asociada a la conservacién del momento y la
energia. Muestre que, en el limite no relativista |p;| < M se obtiene

2

M=

9
(1 —py)? +m?
Trabaje en el sistema CM donde py = —po =py p) = —ph =79

c¢) La aproximacién de Born establece que, a primer orden, en mecanica cuéntica la amplitud
analoga puede escribirse como

iM:wwmw:4/fmwﬂWm,

donde V' (7) es el potencial de interaccién en el limite cldsico. Muestre, comparando con
la amplitud obtenida desde teoria de campos, que esto implica

2
Ere!P P (7) = — 9 .
/ M= G=pym

d) Muestre que esta ecuacion se satisface para un potencial (de Yukawa) radial de la forma
2 ,—mr

V() = V() = ==

2. Potencial de Coulomb. Repita el ejercicio anterior para el scattering e"e™ — e~e™ en el
contexto de QED, que, a orden mas bajo, arroja

M = 2 B D))l @]
(¥ —p)?

donde en denominador no hay término de masa dado que los fotones viajan a la velocidad de
la luz. Derive el potencial de Coulomb:

62

Vir)=V(r)=—.

(M =V(r)=—

Para esto, simplifique el célculo usando que la expresién de los espinores u(p) en directamente
en el limite no relativista. Por ejemplo, trabajando con la representacion quiral de las matrices

Y se obtiene u(p) ~ /m(X) si m > |p].



