Guia 12: Ejercicio 3.

Un disco cilindrico homogéneo de radio R y masa M; es arrastrado sobre una superficie
horizontal sin friccién por una cuerda que esta unida a un cuerpo de masa Ms, como se indica

en la figura. Determine:

(a) La aceleracion del centro del disco.

(b) La aceleracion angular del disco.

(c¢) La aceleracion del cuerpo de masa Ms.
(d) La tensiéon en la cuerda.

(e) La velocidad del centro de masa del disco cuando se ha desplazado una distancia igual a

su didmetro, medida desde la posicién en la que estaba en reposo.

(f) La velocidad de la masa colgante en ese instante.
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El enunciado de este ejercicio es poco claro. No aclara bien como estéd unida la cuerda al
cuerpo M;. La version mas simple deberia enunciarse (algo) asi:

Un disco homogéneo de radio R y masa M, es arrastrado sobre una superficie horizontal
sin friccion por una cuerda enrollada sobre si. Del extremo libre cuelga una masa My, como se
indica en la figura. St suponemos que la cuerda se desenrolla sin deslizar respecto al cilindro y

que es lo suficientemente larga como para no interrumpir el movimiento, determine: - - -



Resolveremos el ejercicio asi. El sistema seré el cilindro de masa M; y radio R, su altura
no sera necesaria E|; un cuerpoﬂ de masa Ms; ambos vinculados por una cuerda ideal enrollada
alrededor del cilindro.

Los resultados que obtengamos dependeran de que se mantengan estas condiciones. Para
esto supondremos que la cuerda es lo suficientemente larga como para permitir la evolucion del
sistema y poder responder las preguntas del ejercicio. De todas formas esto solo tendra més
peso en los tltimos dos items en los que supone que el cilindro se desplazé una dada cantidad.
Y tampoco lo vamos a usar para nada; solo es una hipdtesis para no preocuparnos por otro
movimiento que no sea el mas sencillo.

Empecemos dibujando el diagrama de cuerpo libre del sistema. Esto lo podemos ver en la

siguiente figura.
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(a) Diagrama del cuerpo libre y sistema de coorde-(b) Cilindro visto desde arriba. Llamaremos ¢ al
nadas. punto de contacto.

Como comentamos en clase, la idea del cuerpo rigido es reducir su movimiento colectivo
(como conjunto de cuerpos puntuales) tnicamente al movimiento del centro de masa (también
puntual) y a su velocidad angular de rotacion. En este sentido, todo cuerpo rigido es aquel

cuyos elementos puntuales que lo forman cumplen la condicién de rigidez

V1:V2+QX<I'1—I'2).

Por lo que para describir el movimiento de todo el sistema basta con determinar el movi-
miento de un solo punto y la velocidad de rotacién. Y como ya vimos, esto implica que debamos
resolver la posicion del centro de masa y €2. Pero jpor qué el centro de masa? En principio

la condicién de rigidez vale para puntos del cuerpo rigido, y por ejemplo un rollo de cocina;

LAl menos no para este ejercicio. Solo nos interesa su radio pues girard entorno a su eje, y para calcular el
momento de inercia solo es interesan las distancias trasversales al eje de giro; es decir R. Si el cilindro girase
entorno al eje Z o § entonces si serfa importante saber cual es su altura.

2Supondremos que este cuerpo es puntual por motivos parecidos al anterior. Si My fuera extenso deberfamos
considerar el movimiento de lo que lo compone. Sin embargo, supondremos que en todo el movimiento este
cuerpo no rotaré, ni tendra otro movimiento que no sea una traslacion rigida del mismo. Es decir que todo M
serd representado por un punto.



una taza; una banana (arqueada); una dona; una silla; unos auriculares (de los de vincha) y un
monton de cosas mas tienen el centro de masa fuera del cuerpo. Pero lo importante es considerar
un punto que tenga la misma distancia, en todo instante ¢, al resto de los puntos del cuerpo
rigido. Y en particular el centro de masa, del cuerpo rigido, cumple estdf}]

Finalmente las ecuaciones de movimiento son

Mio, =Y Fiy,  IQ=) (r;—Tan) x Fi.

Las fuerzas que acttian sobre el cilindro son su peso; la normal con la superficie y la tension.
Como siempre, peso y la normal se anulan en la suma. La tnica que sobrevive en la resultante
es la tension que se aplica en el punto de contacto ¢ como muestra la figura (b). Entonces la

ecuacion de movimiento para el centro de masa es

.. .. . . 1
Mit., = MiZepmz =Tz — Lo = MT \
1

y, como la tension se aplica sobre el punto ¢; en la suma de torques solo aporta el término

proporcional a r, — r.,, = Ry. Es decir

IN=RjxTi=—RT: — Q:—?T.

Vemos que si el cilindro esté inicialmente en reposo, se moveré en la direcciéon de Z y rotara
entorno al eje Z en sentido horario (2 < 0).

Para vincularla con la masa M5 notaremos lo siguiente. No podemos asumir que la longitud
de la cuerda entre el punto de contacto y M, es constante porque para que pueda girar el
cilindro la soga se debe desenrollar. Sin embargo la condicién de inextensibilidad dice que la
distancia entre los puntos del hilo (como si fuera rigido a lo largo de su longitud) impone que la
velocidad de la soga es igual (en modulo) en toda su extension. Entonces si la soga no desliza
respecto al cilindro, en el punto ¢ tanto el cilindro como la soga tienen la misma velocidad vy,

por lo anterior comentado, la misma que toda la soga. Y como M, esté sujeta a la soga, su

3El centro de masa esta es rey, = ﬁ Y- mjr;. Entonces su distancia a un punto del cuerpo rigido r; es
3 M

[tem — 152 = |2 Y myr; — 1> = 27| m;(r; — r;)|?. Si derivamos respecto a t, es dlrem—ril® _
em — Li >, my A i >, m? | 2aj AT i)l P ) dt

W(Zj m(rj—r))- >0 mi(vy—vi) = W(Za m;(rj —r;))- >, mij& x (r; —r;), usando la condicion
de rigidez. Y como €2 es una cantidad asociada al cuerpo rigido, debe ser el mismo para todos los puntos y por

lo tanto d‘“”{};”‘Q = IZJ'QmJ“Q (Z] m;(r; — rl)) : (Q x > ;my(ry — I‘z)) Sabemos que el producto vectorial da

un vector ortogonal, esta derivada se anula y por lo tanto la distancia entre el centro de masa y cualquier punto
del cuerpo rigido es siempre la misma.



velocidad coincide con la de esta. En resumen, al no deslizar la soga podemos decir que

Ve = VUsoga = —Z.

con v, la velocidad del punto de contacto (en modulo) y 2 la velocidad de M; (en la tnica
direccion que se puede mover, que es z). El signo menos esta para indicar que si M, cae, es
decir 2 < 0, ¢ debe avanzar, es decir v, > 0. Es decir que tanto M, como la soga y ¢ se mueven
a la misma velocidad; y por lo tanto con la misma aceleracion.

El punto de contacto, al ser parte del cilindro, cumple la condiciéon de rigidez

Ve = Ve + 02 X R = Vo — RQZ — v, = @om — RQ = —2.

Derivando podemos obtener una ecuacion de vinculo entre todos los grados de libertad

Fom — RO = 3.

Como estamos considerando M, como un cuerpo puntual, es facil obtener su ecuacién de

movimiento. Este resultado ya lo deberiamos saber u obtener facilmente como

1
Myz=T — M — ;= —T —g¢q|
22 29 z M, g

Finalmente, reemplazando cada ecuacién recuadrada en la ecuacion de vinculo obtenemos

1 R? 1 g
—T+—-—"T=9g——T —» T=———.
O T

De esta forma respondemos el item (d), y con esto el resto de aceleraciones:

" 1 g
Tem = ——
cm 1 1 R2
My sm+ 35+ T
. R
92_71 g R2
T T T
L1 g
Z=— —g
1 1 R2
M 3p + 35 + 7

Dado que estas cantidades es constantes, resolver la evolucion del sistema es sencillo; es un

problema de cineméatica. Eso queda como ejercicio para el lector.



