Potencial de una distribucion continuay
acotada de carga

* Por estar el campo electrostaticoy el potencial relacionados por un
gradiente, que es un operador lineal, el principio de superposicidén vale
también para la funcién potencial siempre y cuando tengan el mismo

potencial de referencia.

» Si la distribucion de cargas es acotada en el espacio, es conveniente
poner el potencial de referencia muy lejos (r=) y con valor cero.

* Eso hacemos cuando calculamos el potencial de una carga al traer
otra desde el infinito



Potencial de una distribucion continuay
acotada de carga

* La contribucion de un pedacito de carga
. dq(r ) p(r )dV al potenc:lalen r es:
de(r) #—y7 dq(r’) 1 dqg()
do(7) =
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* Integrando sobre todo el volumen de la carga y
tomando el potencial cero en el infinito:
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Otras distribuciones:

* Distribucién lineal: dq(ﬁ): A(F))dl’

1 a()ar
¢(r)_4n60 |77')—7

* Distribucién superficial: dq(7)= 0(7) da’

o(F) = 160 U o(r’) da’

4m |7 — 7|




Ejemplo: disco cargado uniformemente

e Distribucion acotada v

* Radio a
* Grosor despreciable

C
* 0 = constante (ﬁ)

* Calculemos el potencial en el punto
P, sobre el eje de simetria y.

dqg = o da’
da' = 2ms ds
(da' area de un anillo de
radio sy ancho ds).




Ejemplo: disco cargado uniformemente

* La distancia del anillo al P; (0,y,0)

es:
Vy? + 5?2
* Poniendo el cero de potencial en el
infinito

o) =

1 j dq
41e Jy? + 52

B 1 g 2ms ds
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Ejemplo: disco cargado uniformemente

* Laintegral queda

() = j 2s ds B
e 4€0 Jo \/y? + 52

00) = 7 [y + @~y

Simetria respectoay = 0




Gradiente del potencial y campo eléctrico

* Dado que la fuerza de Coulomb y el campo electrostatico es
conservativo, el diferencial de potencial

dp = —E-di
* Es exacto, es decir que se puede escribir (p.ej. en cartesianas) como:

9 9 9
do =a—(£dx+a—(£dy+a—(§dz

* Entonces esto implica que:

—

E=—V(p



Ecuaciones de Laplace y Poisson

* Apliguemos a la expresion anterior el operador diverngencia:
V-E=V-(-Vgp)=-Vp
« Donde V? es el operador Laplaciano. En en cartesianas:
0° 0° 0°

2
V=2 Ty T a2

* Por Ley de Gauss, obtenemos una ecuacion diferencial de segundo
orden para la funcidon potencial.

Vz(p = - Ecuacion de Poisson



Ecuaciones de Laplace y Poisson

* La ecuacion de Poisson es valida punto a punto. En lugares donde
no hay carga, la ecuacion es homogéneay se llama ecuacion de
Laplace:

Vip =0

* Las funciones que cumplen con esta ecuacion se denominan
armonicas y tienen propiedades muy interesantes.



El potencial lejos de una distribucion

* Volvamos al caso de un disco uniformemente cargado. El
potencial a lo largo del eje de simetria daba:

p(y) =

— [Jy?+az - Iyl]

2€

* Nos interesa saber a qué se parece el potencial a distancias
grandes. Para |y| >> a podemos aproximar por serie de Taylor el

térmir —
VY2 +a? —y =y

=Yy
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El potencial lejos de una distribucion

* Reemplazando la aproximacion, tenemos

a’e  q
(p(anao) ~ 480)/ 47(80)/

. p © ¢ [
De lejos s6lo se ve

una carga puntual

paray > a




Momentos de una distribucion de carga

* Un atomo o molecula consta de cargas en disposiciones
complejas en volumenes del orden de 1024 cm.

* ;Que aspectos de la estructura de la carga son los mas
Importantes cuando vemos el potencial/campo a grandes
distancias de las distribuciones de carga?



Momentos de una distribucion de carga

do(7)

=

-
r

RN
T-I
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dq(r’)

* Supongamos una distribucidon acotada p (7)
y un punto 7 exterior a la distribucion.

0 =1e, || i,(,r_),ij

* Tomemos la distancia R tal que:

é
R = |7‘"’—r’|



Momentos de una distribucion de carga

» Reescribiendo tenemos:

do(?) #—7  dq@) )

o(r) = ATre, f U p(i)dv’

- * Expresamos R en funcion de las distancias
0 r ryr’ desde el origen del sistema de
y coordenadas. Por el teorema del coseno

=

R = [r 4 12 — 21 cos 0}/



Momentos de una distribucion de carga

 Laidea esver qué pasacuandor >> r’.
. Veamos un poco el factor R™1:
dp(¥) #—y dq(r') , o
[r2 + 2 — 2r” cos 0] 1% = 1 [l + (L— — g—'icos 9)]

s r2 r

=
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Momentos de una distribucion de carga

 Laidea esver qué pasacuandor >> r’.
. Veamos un poco el factor R™1:
dp(¥) #—y dq(r') , o
[r2 + 2 — 2r” cos 0] 1'% = 1 [l + (L— — 2—':(:05 9)]

r r2 r

=

7, v * Podemos hacer el desarrollo en Taylor de
‘ R~1 parar’/r << 1.Tomando el desarrollo

(1 +8)12=1— 184 382 ...
parad <K 1



Momentos de una distribucion de carga

« Tomando esta expansion el factor R~ queda:
. l r, 7 \2 2 g | términos de )]
do() 7oi  dg() =1 eost (T eeor s -0+ (e

mas grande >>>>>>>>>>>mas chico

 Entonces, reemplazando en ¢(7)

r
6 r 1
X r) = dv’ Y
. p(r)= dre, fp v+ 47t80 rzf cos 8 p dv’
‘\z——" -
KO K1
+ ——1—fr’2'(3 cos2 8 — pdv' + --.
4rne, 13; )

K



Momentos de una distribucion de carga

« Entonces @ (7) lejos de la distribucion puede escribirse como una serie de
términos de importancia decreciente (fijarse el exponente de 1/r)

(p(’f')): l ifpdvl + l fr/ Cosede/‘

4me, T 4re, 12
R — — _
KO K1
+ L r2(3 cos2 0 — Dpdv’ + - --
drey 13 | )
K,

* La clave es calcular los coeficientes K, K, K,, etc. Cada termino se
denomina momento.



Momentos de una distribucion de carga

* ;. Hace falta calcular todos los K,?

* No! El comportamiento del potencial a grandes distancias de la
fuente estara determinado por el primer término no nulo de la
serie:

o() = [_+K T3 ]

47r80



Los coeficientes K, y K,

e K, = fp(?) dv’ es simplemente la carga total de la distribucion
(da cero para moléculas y atomos neutros).

* Si K, = 0, calcularemos
K, = [r'cos# p(ﬁ)dv’ Momento dipolar



Los coeficientes K, y K,

* Para simplificar esta expresion consideremos el vector
5= j 7 p(7)dv’

* Entonces:
Fep=f-[rpl)dv' =[# 1" p(r)dv' =
[1"cos 8 p(r')dv' =K,

* Por lo tanto: K.=t-p



Los coeficientes K, y K,

 Resumiendo, para un punto en direccion 7y a una

distancia r de una distribucion acotada p(ﬁ), el
potencial viene dado por:

r . P2y
r : o 00
(1) Aeg|r  r?2 13

*Donde Q = K, = fp(ﬁ) dv' 'y p= fﬁp(ﬁ) dv'’



