
Potencial de una distribución contínua y 
acotada de carga
• Por estar el campo electrostático y el potencial relacionados por un 

gradiente, que es un operador lineal, el principio de superposición vale 
también para la función potencial siempre y cuando tengan el mismo 
potencial de referencia. 

• Si la distribución de cargas es acotada en el espacio, es conveniente 
poner el potencial de referencia muy lejos (r=∞) y con valor cero.

• Eso hacemos cuando calculamos el potencial de una carga al traer 
otra desde el infinito



Potencial de una distribución contínua y 
acotada de carga

• La contribución de un pedacito de carga 
𝑑𝑞 𝑟! = 𝜌 𝑟! 𝑑𝑉′ al potencial en 𝑟	es:

𝑑𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖"
𝑑𝑞(𝑟!)
𝑟 − 𝑟!

• Integrando sobre todo el volumen de la carga y 
tomando el potencial cero en el infinito:

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖"
2

𝜌 𝑟! 𝑑𝑉′
𝑟 − 𝑟!

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟!)𝑟 − 𝑟!

𝑟′

𝑟



Otras distribuciones:

• Distribución lineal: 𝑑𝑞 𝑟! =	λ 𝑟! 𝑑𝑙′

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖"
5
λ 𝑟! 𝑑𝑙′
𝑟 − 𝑟!

• Distribución superficial: 𝑑𝑞 𝑟! =	𝜎 𝑟! 	𝑑𝑎′

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖"
8

𝜎 𝑟! 	𝑑𝑎′
𝑟 − 𝑟!



Ejemplo: disco cargado uniformemente

• Distribución acotada ✓
• Radio a
• Grosor despreciable
• 𝜎 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒	( !

"!)

• Calculemos el potencial en el punto 
P1 sobre el eje de simetría y.

𝑑𝑞 = 𝜎	𝑑𝑎′
𝑑𝑎′ = 2𝜋𝑠	𝑑𝑠 

(𝑑𝑎′	área de un anillo de 
radio 𝑠 y ancho 𝑑𝑠).
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This shows that the electrical potential for the charged wire can be 
taken as 

The constant, 2X In r, in this case, has no effect when we take 
-grad p to get back to the field E. In this case 

UNIFORMLY CHARGED DIK 
2.6 Let us study, as a concrete example, the electric potential and 
field around a uniformly charged disk. This is a charge distribution 
like that discussed in Section 1.13, except that it has a limited extent. 
The flat disk of radius a in Fig. 2.8 carries a positive charge spread 
over its surface with the constant density 0, in esu/cm2. (This is a 
single sheet of charge of infinitesimal thickness, not two layers 
of charge. one on each side. That is, the total charge in the system is 
aa20.) We shall often meet surface charge distributions in the future, 
especially on metallic conductors. However, the object just described 
is not a conductor; if it were, as we shall soon see, the charge could 
not remain uniformly distributed but would redistribute itself. crowd- 
ing more toward the rim of the disk. What we have is an insulating 
disk. like a sheet of plastic, upon which charge has been "sprayed" so 
that every square centimeter of the disk has received, and holds fixed, 
the same amount OF charge. 

As a start. let's find the potential at some point PI on the axis of 
symmetry. which we have made they axis. All charge elements in a 
tlin, ring-shaped segment of the disk lie at the same distance from PI. 
If s denotes the radius of such an annular segment and ds is its width, Finding the potential at a point p, on the axis 01 a 
its area is 27rs ds. The amount of charge it contains, dq, is therefore un~lorrnly charged disk. 
dq = u 23~s ds. All parts of this ring are the same distance away from -- - - - 

PI, namely, r = d m ,  so the contribution of the ring to the z 
potential a t  PI is dq/r, or 2~rm ds/ qm- To get the potential 
due to the whole disk, we have to integrate over all such rings: 

The integral happened to be an elementary one; on substituting u = 

yZ + $ it takes the form u-'I2 du. Putting in the limits. we obtain 



Ejemplo: disco cargado uniformemente

• La distancia del anillo al 𝑃# 0, 𝑦, 0  
es:

𝑦$ + 𝑠$

• Poniendo el cero de potencial en el 
infinito

𝜑 𝑦 =
1

4𝜋𝜖"
5

𝑑𝑞
𝑦$ + 𝑠$

=
1

4𝜋𝜖"
5
"

% 𝜎	2𝜋𝑠	𝑑𝑠
𝑦$ + 𝑠$
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Ejemplo: disco cargado uniformemente

• La integral queda

𝜑 𝑦 =
𝜎
4𝜖"

5
"

% 	2𝑠	𝑑𝑠
𝑦$ + 𝑠$

=

𝜑 𝑦 =
𝜎
4𝜖"

𝑦$ + 𝑎$ − 𝑦

Simetría respecto a 𝑦	 = 	0
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Gradiente del potencial y campo eléctrico

• Dado que la fuerza de Coulomb y el campo electrostático es 
conservativo, el diferencial de potencial

𝑑𝜑 = −𝐸 & 𝑑𝑙
• Es exacto, es decir que se puede escribir (p.ej. en cartesianas) como:

𝑑𝜑 =
𝜕𝜑
𝜕𝑥 𝑑𝑥 +

𝜕𝜑
𝜕𝑦 𝑑𝑦 +

𝜕𝜑
𝜕𝑧 𝑑𝑧

• Entonces esto implica que: 
𝐸 = −∇𝜑



Ecuaciones de Laplace y Poisson

• Apliquemos a la expresión anterior el operador diverngencia:
∇ & 𝐸 = ∇ & −∇𝜑 = −∇!𝜑

• Donde ∇! es el operador Laplaciano. En en cartesianas: 

∇!=
𝜕!

𝜕𝑥! +
𝜕!

𝜕𝑦! +
𝜕!

𝜕𝑧!

• Por Ley de Gauss, obtenemos una ecuación diferencial de segundo 
orden para la función potencial.

∇!𝜑 = −
𝜌
𝜖"

Ecuación de Poisson



Ecuaciones de Laplace y Poisson

• La ecuación de Poisson es válida punto a punto. En lugares donde 
no hay carga, la ecuación es homogénea y se llama ecuación de 
Laplace:

∇$𝜑 = 0

• Las funciones que cumplen con esta ecuación se denominan 
armónicas y tienen propiedades muy interesantes.



El potencial lejos de una distribución

• Volvamos al caso de un disco uniformemente cargado. El 
potencial a lo largo del eje de simetría daba:

𝜑 𝑦 =
𝜎
2𝜖"

𝑦$ + 𝑎$ − 𝑦

• Nos interesa saber a qué se parece el potencial a distancias 
grandes. Para |y| >> a podemos aproximar por serie de Taylor el 
término:



El potencial lejos de una distribución

• Reemplazando la aproximación, tenemos 

De lejos sólo se ve
 una carga puntual

𝑞 = 𝜎𝜋𝑎$



Momentos de una distribución de carga

• Un átomo o molecula consta de cargas en disposiciones 
complejas en volúmenes del orden de 10-24 cm.

• ¿Qué aspectos de la estructura de la carga son los más 
importantes cuando vemos el potencial/campo a grandes 
distancias de las distribuciones de carga?



Momentos de una distribución de carga

• Supongamos una distribución acotada 𝜌	(𝑟!)  
y un punto 𝑟	exterior a la distribución.

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖"
2

𝜌 𝑟! 𝑑𝑣′
𝑟 − 𝑟!

• Tomemos la distancia 𝑅 tal que:

𝑅 = 𝑟 − 𝑟!

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟!)𝑟 − 𝑟!

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga

• Reescribiendo tenemos:

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖"
2

𝜌 𝑟! 𝑑𝑣′
𝑅

• Expresamos 𝑅 en función de las distancias 
𝑟 y 𝑟’ desde el origen del sistema de 
coordenadas. Por el teorema del coseno

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟!)𝑟 − 𝑟!

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga

• La idea es ver qué pasa cuando 𝑟	 >> 	𝑟’. 
Veamos un poco el factor 𝑅&#: 

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟!)𝑟 − 𝑟!

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga

• La idea es ver qué pasa cuando 𝑟	 >> 	𝑟’. 
Veamos un poco el factor 𝑅&#: 

• Podemos hacer el desarrollo en Taylor de 
𝑅&# para 𝑟’/𝑟	 << 	1. Tomando el desarrollo

 
para 𝛿 ≪ 1

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟!)𝑟 − 𝑟!

𝑟′

𝑟

𝜃



Momentos de una distribución de carga
• Tomando esta expansión el factor 𝑅&# queda: 

• Entonces, reemplazando en 𝜑(𝑟)

más grande  >>>>>>>>>>> más chico

𝑑𝜑(𝑟) 𝑑𝑞(𝑟!)𝑟 − 𝑟!

𝑟′

𝑟

𝜃 𝜑(𝑟)



Momentos de una distribución de carga

• Entonces 𝜑(𝑟) lejos de la distribución puede escribirse como una serie de 
términos de importancia decreciente (fijarse el exponente de 1/r)

• La clave es calcular los coeficientes K0, K1, K2, etc. Cada término se 
denomina momento.

𝜑(𝑟)



Momentos de una distribución de carga

• ¿Hace falta calcular todos los Ki? 
• No! El comportamiento del potencial a grandes distancias de la 

fuente estará determinado por el primer término no nulo de la 
serie:

𝜑(𝑟)



Los coeficientes K0 y K1

• 𝐾" =	∫𝜌 𝑟! 	𝑑𝑣′ es simplemente la carga total de la distribución 
(da cero para moléculas y átomos neutros). 

• Si 𝐾" = 0, calcularemos 
𝐾# =	∫ 𝑟! cos 𝜃 𝜌 𝑟! 𝑑𝑣′ Momento dipolar



Los coeficientes K0 y K1

• Para simplificar esta expresión consideremos el vector 

𝑝⃗ = 5𝑟! 𝜌 𝑟! 𝑑𝑣′

• Entonces: 
𝑟̂ Q 𝑝⃗ = 𝑟̂ Q ∫ 𝑟! 𝜌 𝑟! 𝑑𝑣! = ∫ 𝑟̂ Q 𝑟! 𝜌 𝑟! 𝑑𝑣! =

∫𝑟′ cos 𝜃 𝜌 𝑟! 𝑑𝑣! = 𝐾#

• Por lo tanto:                        𝐾# = 𝑟̂ Q 𝑝⃗



Los coeficientes K0 y K1

• Resumiendo, para un punto en dirección 𝑟̂ y a una 
distancia 𝑟 de una distribución acotada 𝜌 𝑟0 , el 
potencial viene dado por:

𝜑(𝑟) =
1

4𝜋𝜖1
𝑄
𝑟
+
𝑟̂ / 𝑝
𝑟2

+
𝐾2
𝑟3
+⋯ .

• Donde 𝑄 = 𝐾1 = ∫𝜌 𝑟0 	𝑑𝑣′    y    𝑝 = ∫ 𝑟0 𝜌 𝑟0 	𝑑𝑣′


