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Tema extra:Teoria elemental de fenémenos de transporte

Hasta ahora, siempre nos han ocupado las sitcide equilibrio, por lo que no ha sido necesamio e
detalle las interacciones que llevaron a esa sidnate equilibrio.

Muchos de los problemas fisicos se refieren aasibmes de no equilibrio. En ese caso, interesan la
interacciones especificas que conducen al equilfiomal del sistema. Por ejemplo, supongamos umaa lue
cobre con sus dos extremos a distintas temperattsés es claramente una situacion de no equilidaoa
haber un flujo de energia en forma de calor dekdg&teemo a mayor, hacia el de mendr. En este caso, la
velocidad de transferencia energética se midegoohductividad calorifica. Si bien los calculosedée tipo
pueden ser muy complicados, en el caso de los ghlsetos pueden ser relativamente simples. Auriqee
calculos no son totalmente rigurosos en lo cudivitanos van a dar muchas ideas vélidas y resgtétiles
gue, en un gran numero de casos van a dar estmeacicmumeéricas aceptablemente buenas, y predice
correctamente las relaciones existentes entre todgemrametros significativos.

Las moléculas de un gas interactian entre svégsme sus choques mutuos. Si un gas no esta gibrému
estas colisiones son las responsables de que acabea situaciéon de equilibrio. Vamos a considasarl
siguientes condiciones:

a) Cada molécula pasa una fraccion relativamente grdedsu tiempo a distancias grandes de las otra:
moléculas= no hay interaccion a distancia, es decir, el temedio entre colisiones es mucho mayor
que el tiempo involucrado en la colision (por esaea colision).

b) Las colisiones mdultiples son muy improbables frenkas de dos particulas.

c) La separacion media entre moléculas es grande cadgaon las “dimensiones” de las moléculas.

Camino libre medio

Los choques entre moléculas en un gas diluidogruednsiderarse al azar, es decir, la probabili#adque
una molécula sufra un choque endtrse supone independiente de su historia de chogqseslps.

En cualquier instante, tiene una probabilidgt) de continuar moviéndose durante un tierhpates de que
choque con otra molécula. El tiempo medientre dos choques sucesivos (para la misma ma)éselllama
tiempo libre media tiempo de relajacionAnalogamente, la distancia medlantre dos choques sucesivos se
denominacamino libre medio

* Vamos a calculag t(.)Notemos queg(0) = funa molécula no tiene posibilidades de chocafien0), y

t> o0

» Para describir los choques, definamos:
adt = probabilidad de que una molécula sufra un chogtre ery (t +dt)
a = probabilidad por unidad de tiempo. Esta cantidamhéependiente de la historia pasada, pero resdsao

menos obvio que va a depender de la velocidad a®lécula , es decig =« v( )
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» La probabilidad de supervivencia durante un tiemmt), se puede calcular considerando:
g(t+dt) =g(t)L- adt

es decir:

probabilidad de que una molécula no choque durdntedt)=

=(probabilidad de que no choque durante t)x(proliabid de que no choque enttey (t + dt))

Entonces:

do(t) .. _ 1 dg(t) _
t)+—=dt=g(t)-gt)adt > ———*=-w
g(t) ot g(t) - a(t) :g(t) p
Entre choqueda velocidad de la molécula no varia (o bienjararmuy poco en ese tiempo tan corto, en el

caso en que esté en un campo externo), con lo que:

gt)=Ce“  normalizando:|g(t) =€ “

» La probabilidad de que una molécula, después deedoly sin choques durante un tiemposufra una

colisién en el intervaldt,t +dt):

G(t)dt = e “ et

El tiempo 1 sera entonces:

r= <t> = J':tG(t)dt (noten que us& t (pues, coma = tiempo medientre choquegengo que garantizar que

haya un choque al final del intervalo).

rzj'wa)te"“dtzi
0 w

Noten quer puede depender de la velocidad. EI camino libreiongeta, entonces:
A=(vr(v)) = jD vr(V)F (Wdv

dondeF ¥ )es la funcidon de distribucion escalar de velocidade

En forma mas aproximada, se puede consideraragizes tas moléculas se mueven al azar con i@z)al

Entonces:

A=(V)r

e Faltaria determinare (0 7). Para eso, vamos a examinar los chogues molesulzon mas detalle.

Supongamos dos moléculas que se acercan una ealaconh velocidad reIativéV’>, de tal modo que los

centros de ambas se acercarian a una distansiano se

a desviasenlf =parametro de impacto).
bi Vamos a suponer que se comportan como esferamasjgsd
"""""""""""""""" a ~ decir, solo entran a interactuar cuando la distamcitre sus
&

115



centrosed<a +a,.

La condicion necesaria para la existencia de oqud se puede entender muy facilmente si imaginanhens
molécula 1 como portadora de un disco de rédli& a2) orientado perpendicularmentd@. Se producira el
choque solo si el centro de 2 esta dentro dellzaeala por ese disco:

En ese caso:
o =rm(a +8a,)*
La cantidad o se denominaseccion eficaz de choque de

difusion.

Noten que usamos este modelo de esferas rigidaslodeb la
fortisima repulsion entre moléculas a distanciatasorecuerden el

potencial de Lennard-Jones).

D=

» Con esto,r se calcula aproximadamente de la siguiente maisen@ongamos, para simplificar, un gas

diluido de moléculas idénticas por unidad de volmmEl disco imaginario de area barre, en un tiempp un

volumen:

U<V'>t = si este volumen contiene, en promedio, una moléeualanced =7, es decir:

1
oV)T|p=1=|T=
Vemos que:
p << (gasmuydiluido)
T esgrandesis 0 << (seccidn eficazchica)

(V)<< (velocidadrelativachica)

+ El camino libre medio sera, entonces:

A=(V)r =<<7V>>p—10

Ahora bien, (V') = (v, - V,)

v)=he) b 2um)

=0: el costiene= prob deser>0 que<0
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Despreciando la diferencia ent<rwé2> y (V)%

1
(V)= [<v1>2 +(v,)’ [ =v/2(v) sii las moléculas son idénticas.

e Con esto:

_ 1
2po

Para un gas ideap =g =@ = A KT

KT x/§0< p)

« Por ejemplo, & =300°K (T ambiente) yp atmosférica p =10°bar):

A=2x10%cm y 1 - A O5x10% (v) = 4><1O“%n con esos datos)

(v)

= la frecuencia de los (:hoquesces1 :10‘4
T S
Noten que el diamétro molecular @s10°cm= A >>d

» Vamos a aplicar estos conceptos en algunos fen@untransporte.

Transporte de cantidad de movimiento: viscosidad

Supongamos un objeto macroscépico sumergido efiuido en reposo, no sometido a ninguna fuerza
externa. Si el objeto también esta en reposo, tamdstara en equilibrio. Si el objeto se muevejana estar en
equilibrio. Las interacciones moleculares respolesalile que se alcance la situacién de equilibrio se
manifiestan produciendo a escala macroscopica ugrad de rozamiento que actla sobre el objero nafwil

modo que su velocidad va disminuyendo:
f =-nv = el valor real de la fuerza depende de una propiddbfiuido que es lo que llamameiscosidad
e Vamos a definir el concepto de viscosidad. Supomgaon fluido cualquiera y en él, un plano con su
normal en una direccion que vamos a llamar
El fluido por debajo del plano ejerce cierta fuemzedia por unidad de area;

2 esto es lo que llamamg@sesion media
T—)(» 0. (p)=p.,

T_»pzx Ahora bien, si el fluido inferior no esta en edwild, también ejerce en

direcciénx una cierta fuerza por unida de arpgsobre el fluido superior.
Notar que, si se mueve con velocidad uniformed@wen equilibrio),p,, = @or simetria (notar queindica la

orientacion del plano ¥ la de la fuerza).

» Supongamos que el fluido se mueve en direccidon una velocidad que dependezde, (z).
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Por ejemplo, podria ser un fluido que se muevesatds chapas, una

u, =u, u, u,
> . du
z R gue se mueve coun,y la otra en reposo. Comp,, = i —=*=0,

—

= entonces es logico suponer que:
u =0 u =0 g P que:

ou, . :
p,, = P,,(——=) = hacemos un desarrollo en serie y ,suponiendo que

0z

ou o
X <<, nos quedamos con el término a orden 1.:
2

D_
Po =711 0z

2), el fluido por debajo del plano tiende a frenasuperior con una fuerza esx)

ou . . . . . . .0u
*| donder =coeficiente de viscosidad. El signo negativo videeue S|a—X >0 (u, aumenta con
2

 Vamos a calcular; para un gas diluido desde un punto de vista neémso. Supdngase gas con
(V,)=(V2 y un planoz = cte

¢Cuél es el origen microscopico de,? Las moléculas por

ZA
u(z+4) | o qu - |
J ® """""" ¢—* """"" encima del plano tienen, Sé;x?f 0, distinta velocidad que las de
A$ ____________ T_> __________ abajo= transportan distinta cantidad de movimiento. Una
U (z=A) molécula, al atravesar el plano gana (o pierde)tidah de

Xy

movimiento en la direcciom = hay transferencia de cantidad de
movimiento erx al atravesar el plano. Entonces:

p,, =ganancia media por unidad de tiempo y de area dentgponente de la cantidad de movimiento del gas

situado por encima del plano, debido a los crucalecnlares.

] , N .
» Para calculam, supongamos que todas las moléculas se muevelﬁvgtorSl hay,o:vmoleculas por

unidad de vqumen1 de ellas tienen velocidad en la direccidy la mitad de estasé() haciaz>0. Por lo

3
1IN . , . 1IN
tanto, haygv<v>tAque cruzan el plano hacie> , Por un ared, en un tiempa, y, por lo tanto,gv<v> por

unidad de &rea y unidad de tiempo.
» De la definicion ded, las moléculas que cruzan el plano habran susiddltimo choque, en promedio, a

una distanciad del plano; por lo tanto, su velocidad gres u,(z—A ). Entonces, la componentede la

cantidad de movimiento por unidad de area y undtatiempo transportada a través del plano hadizeces:
1IN

=—(v)imu(z-A4

=y Wmu(z-2)]

Igualmente, hacia abajo:
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iN

5y Vmu G+ D)

Entonces,p,,:

P = gy (2= A) - 2+ )

Como A <<:
u (z+ ) Ou,(2)+ 2%
0z
u (2= 1) Ou,(2) - 2% )
0z
Con lo que:
1N ou Ju 1IN
== (Wm -2%% ) | = T == mw)A
Pax 6V<V>’T{ 9z } 15 = 173y ™Y

Grosso modp(v) :1/3% A= \/EVN =7 =\E%\/ka
o

Noten queny es independiente de la densidad de moléculag @idica el nimero de moléculas, se reduce

a la mitad el camino libre medio, por lo que puédmsportar una cantidad de movimiento determinada

durante la mitad de la distancia antersla velocidad neta de transferencia no varia. Estbdfue observado
experimentalmente. Sin embargo, este resultadauedgomantenerse para todo valorvl\ée Supusimos:

1) A >>d (dimensiones de las moléculas)

2) A << L (dimensiones tipicas del recipiente)

N - . .
2)= quev es suficientemente grande como para que las makchbquen entre si antes que con las parede

del recipiente. Si el gas se diluye demasiagitiene que decrecer (notar que pa\:’)lpa_, 0, p, - O; en este

limite, A=L). Sin embargo, se debe notar que el rango de dbafes para los que se satisface 1) y 2) es
bastante grandd: >> A >>10%cm.
e Otro hecho importante es que la viscosidad de gnaganenta con la temperatura. Para un liquido es a
reves, y esto se debe a que, en un liquido, laéamlals estan muy préximas, y la transferencia eatddad
de movimiento a través de un plano se producdgsofuerzas entre las moléculas, ademas del mavimie
molecular a través del plano.

_______________ [Jemmmmmmmmmmmmm o
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Transporte de energia: conductividad térmica

Supongamos una sustancia que presenta un gradetdenperatura en una direcciéon que vamos a llamar
es decir, T =T(2). SeaQ, =calor que se transmite por unidad de area de uropia cte, por unidad de
tiempo, hacia positivo.

Q, se denomindensidad de flujo térmico

T
g 2 Si no hay un gradiente de temperatura,emo va a flujo térmico, es
Q,
-------- T e 2=t gecir T Z o Q,=0=Q, =QZ(0—T)
0z 0z
Tl

. : oT -
Si hacemos un desarrollo en serie, cosqo«, podemos escribir:
z

Q,0- K‘Z—T dondeK =coeficiente de conductividad térmica.
2

El signo negativo se debe a gQe<O0si g—T >0 (el calor fluye de la temperatura mas alta haciteinperatura
y;

mas baja).
» El mecanismo de transporte de calor se debe aatesfarencia de energia a través del plano. Si las
moléculas tienen una energia me@a= £(T); comoT =T(2) = e=¢ @)
* El procedimiento es totalmente analogo al casaiant&ntonces:
1N
Q=2 Wlez-)-ez+ D)
Considerando qud <<

g(zxA) Oe(2) ia—g/]
0z

Con lo que:
_AIN 0], AN 0e 0T
QZ_6V<V>[ Zaz}] v Mooz

0 _  _ - .
dondeﬁ = ¢, =calor especifico a volumen cte por molécula

1N oT 1IN

Q =-3y WMa o = K=20 (Vg
. 3kT \
Tamb = 2L )=
ambiénty) m J2No
3
3k T
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Dentro de nuestra aproximacion, es independient\e’}l—deEl argumento es analogo al anterior: si se dapgic

namero de moléculas, se reduce a la mitagl puede transportake durante la mitad de la distancia anterior.

Transporte de carga: conductividad eléctrica
Sea un sistema que contiene particulas cargadabkbestad de moverse. Si se aplica un campo é@éctr
E = E 2, va a aparecer una densidad de corrigntéSi definimos un plana = cte:
j, = <q> gue cruza por unidad de area y unidad de tiemseetido+ z
Si el campo eléctrico es poco intenso:

j,=0,E dondeg, =conductividad eléctrica.

Esto no es otra cosa que la ley de Ohm.

* Supongamos un gas diluido de particulas de mmagaargaqg, intera=ctuando con otro sistema de particulas

gue pueda difundirlas. Por ejemple,y moléculas neutras.e en un metal, difundidos por los atomos en

vibracion de la red cristalina (esto vamos a veriola ultima clase, clase 30) tienen que ser toatadn la
estadistica de Fermi-Dirac. Nos referimos, por gjerra un niumero pequefo de o iones de un gas en el que
los e se dispersan por colisiones con las moléculasamutr

» Cuando se aplica el campo eléctrico, las particdegadas adquiere{nz> :
. N N_ ., . :
I, :Vq<vz> dondev =numero de estas particulas por unidad de volumen

Tenemos que determinéw > . La ecuacion de movimiento de las particulas etdsechoques:

deZ:qE :Vz:Vzo+q_Et
dt m

= (V,) = (Vy) +q—r:<t> donde(v,,) = valor medio dev,después o en el momento del chogque; como despué

del choque la velocidad es aleatoria, entor(0§$= 0 (estamos suponiendo que las particulas difusaasrti
una masa mucho mayor que los portadores de caegin, contrario, estos retendrian algin recuerdeuwe
velocidad de antes del choque).

Ademés,<t> =valor medio del tiempo entre choquesg

* Entonces:
2
(v)=%r= g, =10,
m Vir
- VvV N, _ : . :
En un gas diluidor =———— donde—* =densidad de moléculas difusoras.
Nyo(Vy)
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Supongamos quey >>m=>(v,) O(v) con(v) :1/3%1- =velocidad de las particulas cargadas.

Entonces:

_1 N¢

0' —_—
© J3 N,ovmkT

La conductividad eléctrica disminuye con la terapma—> la agitacion térmica conspira contra un flujo

definido, en este caso, de cargas.
_______________ [ P —
Transporte de moléculas: autodifusion
Supongamos una sustancia compuesta por molémdamas, pero algunas de ellas pueden estar marcads
de algun modo (por ejemplo, isétopos diferentesi r§=densidad de moléculas marcadas.
En equilibrio, n, es uniforme.
» Supongamos una situacion de no equilibrio, por piemn =n(z), aunque se supone, ademas que

(n) =cte, donde(n) = densidad total, es decir, no existe un movimieeto e todas las moléculas.

» Considerando, como siempre, un plar cte, definamos:

J, =Enimero medio de moléculas marcadas que cruzamptadide tiempo y unidad de area hatca

i, D—D%—nl con D = coeficiente de autodifusion
z

Si 0_”1 > 0= flujo de particulas en direcciéhz, de forma tal se tienda a igualar la concentracion
z

Notar que n,cumple una ecuacion diferencial simple. Supongaorogroblema unidimensional. Como el

numero total de moléculas marcadas se mantienéaces

La variacion por unidad de tiempo del nimero deéaubs dentro del volumen=

A
namero que entra-numero que sale:
d
2 (nAd) = A, (2) - Al (z+ )
on, : : 0j j
—dz=j,(2) - z)+—*%dz
= Maz= i)~ 1.0+
H 2
:a—m:—% 0 bien: a—nl:Da r;l
ot 0z ot 0z
* Vamos a calculaD , Procediendo como siempre (lo dejo como ejercicesulta:
1 1 1 ((kr)
D = ZAV) O—=— L
3 \ V6 (pjo\ m
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