Fisica4 - CAteEDRA GIRIBET

Practica 7

Principio de incertidumbre, operadores y ecuacion de Schridinger

Segundo cuatrimestre de 2026

«At first, | was deeply alarmed. I had the feeling that, through the surface of atomic phenomena, I was looking at a
strangely beautiful interior, and felt almost giddy at the thought that I now had to probe this wealth of mathematical
structures nature had so generously spread out before me. I was far too excited to sleep, and so, as a new day dawned, |
made for the southern tip of the island, where I had been longing to climb a rock jutting out into the sea. I now did so
without too much trouble, and waited for the sun to rise.»

— Werner Heisenberg, hablando de su experiencia en su viaje a la isla de Heligoland y el amanecer de la
mecanica cuantica.
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Foto: casi todos los protagonistas de esta segunda parte de la materia en la conferencia de Solvay de 1927
(a todo color).

1. Utilizar el principio de incertidumbre para estimar el orden de magnitud del didmetro de un
atomo. Comparar el resultado con el radio de Bohr de la primera 6rbita del 4&tomo de hidrégeno.

Ayuda: suponer que el electron estd confinado en una region de longitud 6x. Esto implica que tiene una
energia cinética no nula; ademds, hay una energia potencial del orden de magnitud de —e®/5x. Hallar
0x de manera tal que la energia total sea un minimo y evaluar la expresion para ésta.
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2. Mostrar que si uno define:
Ax = V(x?) = (x)?

Ap = \[(p*) = (p)

es decir, si se usa la desviacion estdndar, el principio de incerteza de Heisenberg se escribe
como:

h
> —
AxAp 2 5

Verifique su resultado en los siguientes casos (discutir cuidadosamente el item (c): ;Qué ocurre
en ese caso con los valores medios? ;Se puede escribir directamente la relacién de incerteza?)

a) P(x) = Aexp(—a®x?)

Aexp(ax), x <0

b= {A exp(—ax), x>0

0, en otro caso

Ayuda: Considerar primero la integral:

o

donde A € R. Notar que I(A) > 0, VA. La idea es desarrollar el integrando, usar la definicién de valores
medios y del operador momento p, y el hecho que I(A) serd una cuadritica no negativa en A. En esta
primera instancia, se puede asumir que (x) = (p) = 0. Para obtener el resultado general, se repite el
procedimiento con la funcion:

P (x)
dx

2
xP(x)+ A dx 1)

Jl) = exp (@) Y (x+ ()

3. Demostrar que si un operador F es hermitico, el valor medio de la magnitud fisica F es real.

7

Definicién de operador hermitico

Decimos que un operador es hermitico si

(6| 1)) = /Q o (By)dx = /Q Egypdx = (91E) )

para todo par de funciones ¢(x) y ¢(x) definidas sobre un dominio Q, y que pertenecen
al dominio de F.

4. Hallar la expresion del operador p, en la representaciéon de coordenadas y la del operador X
en la representacion de los momentos. Demostrar que ambos son hermiticos.
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5.

Determinar cudles de las siguientes funciones son autofunciones del operador p, y del
operador p2:

a) Y(x) = Asin(kx)

b) (x) = Acos(kx)+iAsin(kx)

c)  P(x) = Aexp(ikx) + Bexp(—ikx)
d)  P(x) = Asin(kx) + B cos(kx)

e) Y(x)=Aexplik(x —a)],aeR

) Y(x) = Aexpl(ikx) + iA exp(—ikx)
g9 U¥(x)=Aexp(ax?),aeR

h) P(x)=Aexp(ax),a eR

Demostrar que las combinaciones lineales A + iB de los operadores A y B no son hermiticas
aunque los operadores si lo sean.

Determinar para qué potenciales V(x) las siguientes funciones son autofunciones del operador
energia (also known as el operador hamiltoniano):

O L
H=1_+7V

a) P(x) = Aexp(ax)+ Bexp(—ax)

b) P(x) = Aexp(ikx) + iBexp(—ikx)

2
) Y(x)=Aexp (—%) ,a>0

Sea una particula en una dimensién cuya funcién de onda es:

() = i °")

A
exp
Va? + x? ( h
donde 4, pg y A son constantes.

a) Determinar A para que la densidad de probabilidad esté normalizada.

b) Sise mide la posicién de la particula ;Cual es la probabilidad de que el resultado esté
comprendido entre —a/V3 y a/V/3?

¢) Calcular el valor medio del operador py.
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9. Sise quiere comprimir una caja dentro de la cual se encuentra una particula, se necesita cierta
energia. Esto sugiere que la particula ejerce una fuerza sobre las paredes. Con esta hipétesis en
mente, y considerando que cuando la longitud de la caja cambia en dL, la energia cambia por
medio de la expresion dE = —FdL, calcular la expresiéon de la fuerza F. ;A qué distancia se
obtiene F = 1 N cuando un electrén se encuentra en el estado con ntmero cuantico n = 1? (ver
tigura).

A
\J

g _Et

dL <0

10. Se tiene una particula confinada entre dos paredes colocadas en x = 0y x = a (véase problema
7 de la guia 6). Para el autoestado de energia con niimero cudntico 7:

a) Mostrar que el valor medio de la posicion (x) es:
a
(x) = 5

donde a es el ancho de la caja. Evaluar la desviacién estdndar de la posiciéon Ax en este
caso. ;Cudl es su significado fisico?

b) Realizar los mismos célculos para el momento lineal p.

¢) Evaluar el producto AxAp y ver que satisface la relacion de Heisenberg ;Depende de n?

11. Sea la siguiente funcién de onda que representa una particula libre moviéndose en una

YP(x,0) = Aexp (— & ;{;0)2) exp (iphox)

dimension:

Hallar:

a) Ladistribucién de probabilidades en x y el valor de la constante A.

b) (x), (px)y las dispersiones correspondientes.

¢) La funcién de distribucién del impulso ¢(p) y la distribucién de probabilidades en p
d) El valor medio de la energia cinética.

e) UY(x,t)yladistribucion de probabilidades para x y p en el instante ¢.

2C2026 - Catedra Giribet 4



12.

f)  Axy Ap enelinstante t, y el movimiento del centro del paquete.

Sea la siguiente funcién de onda:

A o0 (k—k())2 i(kx—wt
(x,t):—/ exp | ————— | e!F @b gk

donde kg es una constante positivay A =1/ vko. Calcular el valor medio del impulso lineal py
y su dispersion.

Conmutadores y sus propiedades

Se define el conmutador entre dos operadores lineales A y B como:
[A,B] ¢ = ABg) - B(Ag)

donde ¢ es una funcién arbitraria. Algunas de las propiedades de los conmutadores son las
siguientes:

48] =~ [8,4]
[A,A] =0
[A+B,C] =|A,C]+[B,C]
|AB,C] =A[B,C]+|A C|B

14.

ll) [fl P\x]
b) (%, p3]
o |27 P

d) Entre las distintas componentes del momento angular. Por ejemplo:

52
A & A
H = o + V(x)
e [%H]
f) [ﬁXIH:I

Demostrar que si dos operadores hermiticos A y B satisfacen que [A, B] =0(esdecirAyB
conmutan) entonces existe una base de autofunciones ¢ comtin a ambos operadores (es decir

Ap =adyBo =po)
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15. Si Y(x) es una funcién normalizable y continua, esta puede desarrollarse en una base
ortonormal de autofunciones ¢(x) de un operador hermitico A de la siguiente manera:

P(x) = ) cipilx)

1

con Aqbi(x) = a;¢;(x). Consideramos el caso en el que A tiene un espectro discreto.

a) Obtener una expresion para los coeficientes c;.

b) Calcular el valor medio de A. Interpretar fisicamente la cantidad |c;|*.

16. El operador exp(A) posee significado si se lo desarrolla en serie de potencias:

U (A
exp(A)zZmA”
n=0 "

Mostrar que si ¢ es un autoestado de A con autovalor a4, entonces es también autoestado de

exp(A). Determinar el autovalor.

17. Sea H el hamiltoniano de un sistema fisico y ¢,,(x) sus autoestados de autoenergia E,,. Para
un operador arbitrario A probar que ([H, A])» = 0, donde el subindice 1 indica que el valor

medio se toma sobre el estado ¢, (x).

18. a)

b)

A partir de la ecuacién de Schrédinger, y teniendo en cuenta que H es hermitico, demostrar
que:

d(Ay 1, ; A A
T E([A/H]>+<§>

Con el resultado del punto anterior hallar (xX) y (p) (tambien conocido como teorema de
Ehrenfest). Interpretar fisicamente el resultado.

19. Dada la funcion de onda:

A(1 +ax)exp(ax), six <0

)= {A(l —ax)exp(—ax), six >0

donde a € R..

a)
b)
c)

Normalizar esta funcién de onda.
Hallar la energia total E y la potencial V(x) suponiendo que V(x) — 0 cuando x — +oo.

Calcular los valores medios de x, p y la dispersion correspondiente a cada uno.
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20. Escribir la ecuaciéon de Schrodinger para:

a) La particula libre.

b) Una particula bajo la influencia de una fuerza uniforme y constante.
¢) El atomo de Hidrégeno

d) El atomo de Helio

e) Eloscilador armoénico.

21. Mostrar que la ecuaciéon de Schrodinger es separable cuando el potencial de interaccién V(f)
depende solamente del tiempo y es uniforme en el espacio. Resolver las ecuaciones resultantes
cuando V(t) = Vy cos(wt) ;Es estacionaria la funcién de estado resultante?

22. El operador paridad IT se define mediante la relacién:

[y (x) = P(=x)

a) Mostrar que las autofunciones de IT son simétricas o antisimétricas, con autovalores 1 6
—1, respectivamente.

b) Demostrar que si A(%) = A(-%), entonces A(£) conmuta con IT ;Qué se puede decir de la
paridad de las autofunciones de A?
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