Fisica Tedrica 3 — primer cuatrimestre de 2026

Guia 4: estadistica cudntica 1

1. En este problema se estudia el paso de sumas a integrales cuando se calcula la funcién
de particién canénica de un gas ideal. Para eso, primero se considera el caso de una
particula en una caja ctibica de lado L y volumen V. El hamiltoniano es H = p?/2m.

a) Encontrar los autoestados y las autoenergias con condiciones de contorno periddicas.

b) Mostrar que el cdlculo de la funcién de particién canénica, Z;, se reduce a evaluar
sumas de la forma
f(O)= > e . (1)
Escribir 0 en funcién de L y de la longitud de onda térmica A.

. ., _ 2
c) Graficar la funcién escalonada e o™

para valores positivos de 0: i) cercanos a 1;
ii) mucho menores que 1; iii) mucho mayores que 1. En qué circunstancias se deberia

poder aproximar la suma (/1) por la integral
[(0) = J dn e o™, (2)
En tal caso, demostrar que Z; ~ V/A3.

d) Evaluar numéricamente f(6) e I(0). Determinar las cotas de 6 para las cuales el error

relativo al aproximar la suma por la integral es menor que: 1%, 0,01% y 107¢%.
e) Con estos resultados a la vista, ;jcudl es el criterio para aproximar la suma por la
integral?

f) ¢Cual es el valor de 0 para O, a 300 K contenido en un recipiente de 1 cm3. ;A qué
temperatura falla el criterio del item anterior?

2. Considere un sistema formado por dos particulas idénticas no interactuantes. Los au-
toestados de energia de una particula estdn etiquetados por un indice discreto i. La
energia del autoestado i es €(i). La funcién de particion es

Z,(B) = Z’e—ﬁ[em+e(j)]_ (3)
L]

« e ., / . » .
La definicién de la suma 2_ depende de si las particulas son bosones o fermiones. Para
fermiones, deben excluirse los términos en los que i = j y, en cualquiera de los dos casos,
cada conjunto {a, b} de valores de los indices debe aparecer una sola vez.

a) Demostrar que Z;,() = %21 (B)% =+ %Zl (2p3), donde el signo mas corresponde a bosones

y el signo menos, a fermiones.
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b) Encuentre el resultado andlogo para tres particulas.

c) ¢Qué estructura puede conjeturar para la funcién de particion de N particulas?

3. El método del problema anterior rdpidamente se vuelve intratable. La manera mas
sencilla de encontrar la funcién de particiéon canénica de N particulas idénticas no in-

teractuantes es a partir de la funcién de particién gran canénica.

a) Demostrar que el logaritmo de la funcién de particién esta dado por
log Z(B,z) = F ) _log(1 Fze P, (4)

donde el signo superior corresponde a la estadistica de Bose-Einstein y el inferior a
la estadistica de Fermi-Dirac. La suma es sobre los estados de una particula.

b) Expandiendo el logaritmo, mostrar que

(o.¢]

¢
z
log2(B,z) = }_(£1)"" - Zi (tB). (5)
=1
c) Exponenciando los dos miembros de la igualdad y aislando el término proporcional

a zV, encuentre la funcién de particién canénica de N particulas.

4. En el régimen clésico, los nimeros medios de ocupacion,

1
 zlePex 1’

(6)

n

deben ser mucho menores que uno para todo e admisible. Asumiendo que € > 0, eso
implica z < 1. A partir de la Ec. (), reemplazando la suma sobre los estados de una
particula por la integral semicldsica, encuentre las primeras correcciones cudnticas a la
ecuacion de estado del gas ideal. El resultado debe quedar expresado como una serie
de potencias en el pardmetro A*/v, donde v es el volumen por particula. ;Cuénto vale
este pardmetro para 1 mol de O,, a 300 K y 1 atm de presién, considerado como un
gas ideal? ;Cudnto vale la fugacidad para un gas ideal en estas condiciones? ;Cuanto

vale Bu? Notar que hay una gran diferencia entre las condiciones z < 1y —f3p > 1.

5. En tres dimensiones, para particulas idénticas, no interactuantes, no relativistas, de
masa m en una caja cubica de volumen V, mostrar que logZ(,V,z) s6lo depende
de B y V a través de BV~?/3, independientemente de que las particulas sean bosones
o fermiones, de que se pueda o no aproximar la suma sobre estados por una integral y
de que el sistema sea o no extensivo. Determinar la relacion entre la densidad de energia

y la presion.

6. Para fermiones no interactuantes, considerar un estado de una particula de energia e.
En términos del ntiimero medio de ocupacién n(e,z), escribir la probabilidad de que el

estado esté ocupado y la varianza del namero de ocupacion.
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7. Asumiendo que la suma sobre los estados puede reemplazarse por la integral semi-
clésica escribir, en términos de las funciones de Fermi-Dirac, la funcién de particién en
el ensamble gran canénico para un gas ideal de fermiones de espin s contenido en una
caja de volumen V. A partir de este resultado, encontrar la funcién de particién en el
ensamble canénico para 1, 2, 3, 4 y 5 fermiones. Verificar estos resultados a partir de la
expresion general obtenida en el problema

8. Un gas de Fermi de particulas de espin s en d dimensiones estd confinado en un vo-
lumen V. La relacién de dispersién para la energia de una particula es €e(p) = ap9,
cono>0yq>0.

a) Encuentre las expresiones generales para logZ, E, P, N, S/(Nk) y cv/k como fun-

cionesde T, Vy z.

b) Encuentre la energia de Fermi er como funcién de la densidad N/V, y exprese E y P
a T =0 tanto en términos de N/V como de €.

c) Encuentre E/(Neg), PV/(NKT), S/(Nk) y cv/k como funciones de la variable adi-
mensional T = kT/eg, expresando T y estas cantidades en términos de z, de modo

de obtener una representacion paramétrica.

d) Encuentre la primera correccién de temperatura finita para las funciones definidas
en el item [(c)| hasta el primer orden no nulo en 1. En especial, muestre que S se
anulaen T =0.

e) Muestre que, para z < 1, se recupera el limite cldsico y encuentre las primeras

correcciones cudnticas para las cantidades introducidas en el item [(a)l

f) Para d =3y q = 2, grafique cyv/k como funcién de Ty como funcién de z. Verifique
que se obtienen los comportamientos esperados para bajas y altas temperaturas.

9. Considere un gas ideal de N fermiones de espin s en una trampa armoénica tridimen-

sional de frecuencia w en el limite termodindmico y bajo la aproximacién semicldsica.

a) Calcular ep. Expresar la energia por particula a T = 0 en términos de €.

b) Escribir las ecuaciones paramétricas (convenientemente adimensionalizadas) que de-

terminan E, ¢, y Sen funcionde T, w y N.
c) Calcular las primeras correcciones de temperatura finita para E, c,, y S.

d) Mostrar que, para z < 1, se recupera el limite cldsico. Encontrar las primeras correc-
ciones cudnticas para las funciones del item [(b)]

e) Graficar las funciones del item |(b)| en funcién de kT/e y verificar que se obtienen los

comportamientos esperados para temperaturas muy bajas y muy altas.

*En general, asumir que esto es valido en el resto de los problemas.
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10. Para un gas ideal de N fermiones de espin s confinado en una superficie de drea A:

a) Escribir las ecuaciones paramétricas que determinan P y E como funcionesde T, A y N.
b) Encontrar e en términos de la densidad de particulas.

c) Mostrar que el potencial quimico, como funcién de la temperatura, es:
1
wT)=er [1+ —elog(1 —e Per) |, (7)
F

d) Escribir las primeras correcciones de temperatura finita para p(T) y mostrar que el
lema de Sommerfeld no es aplicable en esta situacion.

e) Calcular el calor especifico cuando el gas estd altamente degenerado.
11. Un modelo simplificado de una estrella de neutrones asume que la estrella consiste en un
gas ideal relativista de fermiones de masa m y espin 1. El gas estd a temperatura cero.

Considerar una pequefia regién de volumen V en equilibrio local que, en promedio,

contiene N particulas. Si € = mc?, la energia de una particula con momento p es

e(p) =1\/€5+ (pc)?. (8)

a) Mostrar que Vp; es constante, donde pr es el impulso de Fermi.

b) Mostrar que la energia puede expresarse como

! 2
E:3N€0J dxxz\/1+xz (p—F> . (9)
0 mc
c) Mostrar que la presién estd dada por
N p2 r x*
=_—Trr | 3 10
e (10)

=

0 \/ e (20)
me

d) Determinar la primera correccién de masa finita para el caso ultrarrelativista y la

primera correccion en potencias inversas de c para el caso no relativista.

e) Verificar estos resultados calculando explicitamente la integral del item

12. Paramagnetismo de Pauli I. Un gas ideal de N electrones esta contenido en una caja de
volumen V. Los electrones interacttian con un campo magnético externo H = Hz. La
energia de interaccién es €, = su.H, donde s es el signo de la proyeccién del espin en la
direccion z y . es el valor absoluto del momento magnético de los electrones. El sistema
esta a temperatura cero.

a) Escribir la ecuaciéon que determina er en funciéon de N, V' y H. Representar grafica-
mente.
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b) Calcular la magnetizaciéon por particula M en funcién de H y de la densidad N/V.

c) Calcular la susceptibilidad, es decir, la derivada de M respecto de H cuando H

tiende a cero. El resultado debe quedar escrito tinicamente en términos de €.

13. Paramagnetismo de Pauli II. Considere un gas ideal de N electrones en una trampa
armonica tridimensional de frecuencia w en el limite termodindmico. La temperatura es
cero. Los electrones interacttian con un campo magnético externo H = Hz. Es valido

aplicar la aproximacion semiclésica.

a) Escribir la ecuaciéon que determina ep como funciéon de N, w y H.
b) Escribir la magnetizacién por particula en funcién de er, N, w y H.

c) Calcular la susceptibilidad. El resultado debe quedar escrito s6lo en términos de €.

14. Dentro de un cilindro hay un gas ideal de N fermiones de masa m y espin 3. El cilindro
tiene un pistén moévil sobre el que se ejerce una presiéon externa P. Hay aplicado un
campo magnético B = Bz. La proyeccion del momento magnético de las particulas en la

direccion Z es pus, donde s es el signo de la proyeccién del espin. El gas estd en equilibrio

{21

a temperatura constante T = 0.

a) Escribir las ecuaciones que determinan la energia de Fermi y el volumen.

b) ¢Cudl es el valor méximo de la presion tal que, para P < Ppsx, s6lo estdn ocupados

los estados con una de las proyecciones del espin?

c) La presién se mantiene constante en el valor calculado en el item anterior (es decir,
en el valor de Pns que corresponde al campo B) y se aumenta lentamente el médulo

del campo hasta llevarlo a un valor [B’|. ;Qué sucede con el volumen?

15. (Dalvit et al., Problema 4.20a). Un recipiente de volumen V esta dividido en dos com-
partimientos mediante un tabique impermeable, mévil y conductor del calor. En un
compartimiento hay N fermiones de espin 1, y en el otro N fermiones de espin 3.
Las dos clases de particulas tienen la misma masa. El sistema estd a temperatura T.
Encontrar la relacién V;/V, entre los volimenes que ocupa cada gas. Hacer el calculo
primero para T = 0, luego encontrar la primera correccién para T > 0 y verificar que

cuando T — 0 se obtiene el resultado esperado.
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16. Para terminar, un problema facil. Un gas de N fermiones de espin s y masa m esta
contenido en un recipiente de volumen V en tres dimensiones. La figura muestra el

potencial quimico en funcién de la temperatura.

lad
€r 1.0
kT
0 0.5 1 1.5 20 €f
-1.0+
-2.0~

a) Mire la figura. Tiene cinco segundos para responder: en términos de ey, ;para qué
valor de kT es p igual a cero?

b) Ahora témese el tiempo que necesite: en términos de ey, jpara qué valor de kT es

igual a cero?

c) A partir de la primera correccién de temperatura finita para el potencial quimico,
estime el valor de kT para el cual p es igual a cero y compare con el resultado exacto.

d) En general, para un gas en d dimensiones, encontrar y graficar la temperatura a
la que se anula el potencial quimico. ;Para qué valor de d el potencial quimico se

anula cuando kT = ep?



