Modelado del Continuo Segundo cuatrimestre 2026 Dr. Nahuel Andrés

Guia 1: Dinamica No Lineal

P1 Flujos unidimensionales. Analice las siguientes ecuaciones diferenciales de primer orden
graficamente. Primero grafique el campo vector. Luego encuentre todos los puntos fijos, clasi-
fique su estabilidad, y realice graficos de la trayectoria x(t) para distintas condiciones iniciales.
Grafique alguna de estas trayectorias en el espacio de fases (i.e. el retrato de fases). Luego
intente algunos minutos obtener la solucién analitica para x(); si no resulta, no se amargue
porque en varios casos es imposible resolver la ecuacién en forma cerrada. Compruebe que las
soluciones posibles para estos sistemas son de forma similar: o se aproximan a un valor o se
alejan del mismo.

(a) £ =ax (sistema lineal en 1D)
(b) i = 422 — 16

(c) z=x—23

(d) £ =14 0.5cos(z)

(e) & =e" — cos(x)

(f) © =1—2cos(z)

P2 El crecimiento de los tumores cancerigenos puede ser modelado mediante la ley de Gompertz:
N = —aNIn(bN),
donde N (t) es proporcional al nimero de células del tumor y a,b > 0 son pardmetros.

(a) Interprete a y b biolégicamente.

(b) Dibuje el campo vector y grafique N (t) para distintas condiciones iniciales.

P3 Analizar la estabilidad lineal de los puntos fijos para:

(a
(b

T =xz(l —2)
t=z(1-2)(2—-2)
c) & = tan(x)

(
(d) & =1—¢"
t=ar—x3, cona<0:a=06a>0

i =226 —x)

(S

f.'

~— N N N N

P4 Puntos Fijos.Las luciérnagas proporcionan uno de los ejemplos mds espectaculares de sin-
cronizacion en la naturaleza. Considere para este fenédmeno el modelo

O=0, O=w+Af(©-90),
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donde O es la fase del estimulo externo, 6 la fase del destello de una luciérnaga individual, y
f(¢) estd dada por
9, —m/2< ¢ <7/2,

T—¢, m/2<¢<3m/2,

f(o) =

en el intervalo —7/2 < ¢ < 37/2, y se extiende periédicamente fuera de este intervalo.

(a) Grafique f(9).

(b) Encuentre el rango de pardmetros de dindmica acotada, es decir, el rango de parametros
para el cual la diferencia de fase entre el estimulo y el destello no crece indefinidamente.

(c) En el caso en que la dindmica no esté acotada, calcule el tiempo que tarda la diferencia
de fases en incrementarse en 27:

P5 Bifurcaciones en 1D. Esquematizar el diagrama de bifurcaciones de:

a) &t =1+rz+2?
b) e =r+x—In(l+2x)

(a)
(b)
(c) t=r+z/2—
(d)
(¢)

1+z
d) & =rx+ 22

e) & =rx+ 423

P6 Determine el parametro critico donde ocurre una bifurcacién, diga qué tipo es y esquematice
el diagrama de bifurcaciones para

. x
T=rr— .
1+z
P7 Pitchfork imperfecta. Considere el sistema
& =re+ax® —2°, —00 < a < 00.

Para a = 0 tenemos la forma normal de la pitchfork supercritica. Ahora queremos ver el efecto
de perturbar el sistema con un término cuadratico.

(a) iQué simetria se rompe para a # 07
(b) Para cada a realice un diagrama de bifurcaciones z* vs. . A medida que a varia ocurren

cambios cualitativos. Encuentre todos los cambios cualitativos que se pueden obtener
cambiando a.

P8 Switch bioquimico. Sea g(t) la concentracién del producto del gen, y asuma la concentracién
sp de .S como constante. El modelo es

k392

—_ k; > 0.
k2 + g2 /

g = kisg — kag +
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(a) Muestre que el problema se puede llevar a la ecuacién adimensional

donde » > 0 y s > 0 son adimensionales.

(b) Muestre que si s = 0, hay dos puntos fijos positivos x* si r < r., donde r. debe ser
determinado.

(c) Asuma que inicialmente no hay ningtin producto en la reaccién g(0) = 0, y suponga que
s aumenta lentamente desde 0 (la sefial activadora se “prende”): jqué pasa con ¢(t)?
i Qué pasa si s vuelve a caer a cero? ; El producto se apaga nuevamente?

P9 Flujos bidimensionales (2D). Sea el siguiente sistema:
r=4r —vy, y=2x+y.

(a) Escribir en forma matricial.
(b) Escribir la solucién general del sistema.

(c) Resuelva el sistema usando la condicién inicial
()= ()
Yo 4)

r=r-y, y=z+y.

P10 Sea el sistema:

(a) Escribirlo matricialmente. Buscar autovalores y autovectores.

(b) Escribir la solucién general.

P11 Plano traza-determinante. Sea el sistema lineal x = A(u)x con

Alp) = (_“1 Mi2>.

(a) Calcule la traza 7(u) y el determinante A(u) de A, y grafique la curva (7(u), A(u)) en
el plano 7-A a medida que y varia en R.

(b) Ubique en el plano 7—A las regiones correspondientes a nodo estable/inestable, foco
estable/inestable, silla y centro, junto con las curvas limite A = 0y 72 = 4A. Indique
para qué valores de 1 el sistema atraviesa cada frontera.

(c) Clasifique el punto fijo del sistema para 1 = —1,0, 1,3 usando tnicamente 7y A (sin
diagonalizar A).

(d) iEn qué valor de p ocurre un cambio cualitativo de estabilidad? Verifique que es consis-
tente con los autovalores calculados directamente.

P12 Esquematizar el flujo para el siguiente sistema no lineal:
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() i=z—y; g=1-¢"

(b) #=x—2% y=—y

(c) i=x(r—y); y=y2zx—y)
(d) t=22—-z—y); y=2-y
(e)

i =sin(y); y=x— 23

P13 Ciclos limite: existencia y unicidad.

(a) Considere el sistema en coordenadas polares
7=7r(l—1r%), 6=1.

Muestre que existe un ciclo limite, determine su radio y su estabilidad, y grafique el
retrato de fases.

(b) Use el teorema de Poincaré—Bendixson para mostrar que el sistema
: 2, .2 . 2., .2
t=r—y—z@+y),  y=rt+y—yl@+y)
tiene al menos un ciclo limite, construyendo una regién trampa (anillo) apropiada sin

resolver el sistema explicitamente.

(c) Enuncie el criterio de Bendixson—Dulac y utilicelo para descartar la existencia de ciclos

[imite en el sistema

t=—r+dy, g=-r-y

en todo R?.
P14 Oscilador de relajaciéon (van der Pol fuertemente no lineal). Considere la ecuacién de

van der Pol
i+ p®—1Di+a=0

en el limite > 1 (fuertemente no lineal), escrita en variables de Liénard:

. z? : T
T =p Z/—§+3€ ; y:—;.

(a) Reescriba el sistema usando el tiempo lento 7 = /1 y muestre que, a orden dominante,
la dindmica sigue la nulclina y = 23 /3 — z excepto en tramos rapidos donde la trayectoria
salta entre las dos ramas estables de la nulclina.

(b) Dibuje esquematicamente el ciclo limite resultante en el plano (x,y), distinguiendo los
tramos lentos (sobre la nulclina) de los saltos rapidos.

(c) Muestre que, a orden dominante en i, el periodo del oscilador de relajacién es
T~ (3—-2In2)u.

(d) Compare numéricamente este resultado con la integracién directa del sistema para = 10
y p = 50.
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P15 Bifurcaciones en 2D. Gusanos vs. Bosque. En presencia de una poblacién constante de
gusanos B, la dindmica del bosque estd dada por:

. S Kp : E PB

a) Interprete las ecuaciones.

Dibuje las nulclinas, y analice las bifurcaciones.

(a)
(b) Adimensionalice.
(c)
(d)

d) Dibuje el retrato de fases para B grande y para B chico.

P16 Bifurcacion de Hopf. Para cada uno de los siguientes sistemas muestre que el origen tiene
una bifurcacién de Hopf en ;1 = 0y, mediante simulaciones numéricas, verifique si es subcritica

o supercritica.

(a) d=pr+y;, §=—v+py—a’y
(b) @ =pz+y—2a’ §=—v+py+2y°

P17 Este sistema se conoce como el del “predador-presa”:

(a) Dibuje las nulclinas.

(b) Analice las bifurcaciones, y muestre que hay una bifurcacién de Hopf.

P18 Bifurcacion silla-nodo de periodo infinito: SNIPER (Saddle-Node Infinite PERiod).

Considere el oscilador no uniforme en el circulo
0 = —sinf.

(a) Encuentre los puntos fijos para ;1 < 1y muestre que desaparecen en p = 1 mediante

una bifurcacidn silla-nodo.

(b) Para ;x> 1 no hay puntos fijos: muestre que 6(t) recorre el circulo peridédicamente, y
que el periodo diverge al acercarse a = 11 segin

T~ (u—1)"Y2

P19 Caos. Sistema de Lorenz. Sea el conjunto de ecuaciones:

dX % 47
“X o v_ox Y x_v_-xz “_xv_w
g ol ) a ’ dt b

(a) Mostrar que el sistema es invariante ante la simetria X - —-X,Y — =Y, Z — Z.

(b) Calcular los puntos fijos del sistema y su estabilidad.

8
(c) Simular para ¢ =10, b = 3= 28.
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P20 Contraccion de volumen en el sistema de Lorenz. Considere el sistema de Lorenz con
o,7,b> 0.

(a) Calcule la divergencia del campo vectorial f = (X,Y, Z). Muestre que
V- f=—(c+1+0b).

i Qué implica esto para el volumen de cualquier region del espacio de fases que evoluciona
bajo el flujo?

(b) Sea V(t) el volumen de un dominio arbitrario D(t) transportado por el flujo. A partir del
Teorema de Liouville generalizado,

ﬂ:/// (V- f)dX dY dZ,

obtenga una expresion cerrada para V' (t) en términos de V' (0), o, by t. Verifique que el
sistema es disipativo (i.e., el volumen se contrae exponencialmente).

(c) Cono =10, b = 8/3, calcule la tasa de contraccién volumétrica y el tiempo caracteristico

7=1/|V - f| en que el volumen se reduce en un factor ¢!

(d) Encuentre todos los puntos fijos del sistema de Lorenz para r > 0 arbitrario. Muestre
que para r < 1 el origen es el tnico punto fijo, y que para » > 1 aparecen dos puntos

fijos adicionales C* = (d=+/b(r — 1), &4/b(r — 1), r — 1).

(e) Linealice el sistema en el origen y obtenga los autovalores de la matriz jacobiana. Mues-
tre que el origen pierde estabilidad en » = 1 a través de una bifurcacién de horquilla
(pitchfork).

P21 Horizonte de prediccion y exponentes de Lyapunov. Considere dos trayectorias del sis-
tema de Lorenz con condiciones iniciales xq y xo + g, con ||dp|| = do < 1.

(a) En la regién cadtica, la separacién entre trayectorias crece aproximadamente como
~ 5 oAt
(5(t> ~ 50 e y

donde A\; > 0 es el exponente de Lyapunov maximal. Defina con precisién el exponente
de Lyapunov A; como un limite en el tiempo y como un limite en el tamafio de la
perturbacioén inicial.

(b) Suponga que la perturbacidn inicial es de tamafio &g y que la prediccién se considera initil
cuando 0(t) alcanza una escala macroscépica A. Muestre que el horizonte de prediccién

thori —iln é
horiz — )\1 (50 .

(c) Para el sistema de Lorenz con parametros estandar (r = 28, ¢ = 10, b = 8/3) el

€s

exponente de Lyapunov maximal es \; ~ 0,95 1.

(1) Estime tpori, Si la incertidumbre inicial es 6y = 1075 (precisién de un buen instru-
mento) y la escala macroscépica es A = 1.
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(11) iCuénto mejora el horizonte de prediccién si se reduce d por un factor de 10°?
Interprete el resultado: jtiene sentido invertir en instrumentos de medicién arbitra-

riamente precisos?

(d) Para un flujo continuo en IR3, el espectro de Lyapunov tiene tres exponentes \; > A\ >
A3. Use el resultado del problema anterior para mostrar que, en el atractor de Lorenz,

Sabiendo que A\; =~ 0,9 y Ay = 0 (direccién tangente a la trayectoria), calcule A3 para
los valores estandar. Verifique que |A3| >> Ay: la contraccién fuerte domina la expansién
débil.

P22 Caos en el oscilador de Duffing forzado. Considere el oscilador de Duffing amortiguado y
forzado periédicamente:
i+ 0% + ax + Ba® =y cos(wt),

cond =03, a=-1,=1,w=1.2.

(a) Escriba el sistema auténomo equivalente en R? agregando la fase del forzado ¢ = wt
como tercera variable.

(b) Integre numéricamente para v = 0,20 y v = 0,65, y grafique las series temporales z(t)
y las trayectorias en el espacio (z, z).

(c) Construya la seccién de Poincaré estroboscdpica (muestreando cada periodo 7' = 27 /w
del forzado) para ambos valores de 7. ldentifique cual corresponde a un régimen periédico
y cudl a un régimen caético.

(d) Variando 7y en el rango [0,2, 0,65], construya un diagrama de bifurcacién graficando x en
la seccién de Poincaré vs. ~. Identifique al menos una cascada de duplicacién de periodo
que precede a la aparicién de caos.
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