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Práctica 3. Ecuaciones diferenciales a derivadas parciales. 
 
Método de las características 
 

1. Mostrar que 𝑎
𝜕𝜑

𝜕𝑥
+ 𝑏

𝜕𝜑

𝜕𝑦
= 0 puede reescribirse como una ecuación ordinaria, con el cambio de 

variables 𝑠 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑡 = 𝑏𝑥 − 𝑎𝑦. 
 

2. Calcular las curvas caracteristicas para 
 

𝜕𝜑

𝜕𝑥
+

𝜕𝜑

𝜕𝑦
+ (𝑥 + 𝑦)𝜑 = 0 

 
3. Sea 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0 

 
Mostrar que va a ser satisfecha por  
 

𝑢1 = 𝑓(𝑥 − 𝑐𝑡)    𝑜    𝑢2 = 𝑔(𝑥 + 𝑐𝑡) 
 
Separación de variables 
 

4. Ecuación del calor. Usando separación de variables para la siguiente ecuación: 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),   𝑢(0, 𝑡) = 0,    𝑢(𝐿, 𝑡) = 0 

 
a. Escribir la solución general. 

b. Escribir la solución para 𝑓(𝑥) = 12 sin (
9𝜋𝑥

𝐿
) − 7 sin (

4𝜋𝑥

𝐿
). 

c. Escribir la solución para 𝑓(𝑥) = 20. 
 

5. Ecuación del calor. Usando separación de variables para la siguiente ecuación: 
 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
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𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),   
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0,    

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 0 

 
a. Escribir la solución general. 

b. Escribir la solución para 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝑥

𝐿
) + 𝑐𝑜𝑠 (

4𝜋𝑥

𝐿
). 

 
6. Ecuación del calor. Usando separación de variables, escribir la solución de: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),   𝑢(−𝐿, 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡),    
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(−𝐿, 𝑡) =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) 

 
7. Ecuación de ondas. Usando separación de variables en la siguiente ecuación: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),    
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥),   𝑢(0, 𝑡) = 0,    𝑢(𝐿, 𝑡) = 0 

 
a. Escribir la solución si 𝑔(𝑥) = 0. 

b. Escribir la solución si 𝑓(𝑥) = sen (
3𝜋𝑥

𝐿
) y 𝑔(𝑥) = 0. Graficar a distintos tiempos. 

 
8. Ecuación de Laplace. Usar separación de variables en la siguiente ecuación: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0                  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿; 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐻 

 
𝑢(0, 𝑦) = 𝑔(𝑦),   𝑢(𝐿, 𝑦) = 0,    𝑢(𝑥, 0) = 0,    𝑢(𝑥, 𝐻) = 0 

 
9.  Ecuación de Laplace. Encontrar una solución para la siguiente ecuación: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0                  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿; 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐻 

 
𝑢(0, 𝑦) = 0,   𝑢(𝐿, 𝑦) = 0,    𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢(𝑥, 𝐻) = 𝑓(𝑥) 

 
10. Ecuación de Laplace. Encontrar una solución para la siguiente ecuación: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0                  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿; 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝐻 

 
𝑢(0, 𝑦) = 𝑔1(𝑦),   𝑢(𝐿, 𝑦) = 𝑔2(𝑦),    𝑢(𝑥, 0) = 𝑓1(𝑥), 𝑢(𝑥, 𝐻) = 𝑓2(𝑥) 
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Ayuda: Pensar a la solución como la superposición de cuatro soluciones, cada una con una 
condición de borde no nula en uno de los bordes, y nula en los otros tres. 

 
11. (*) Ecuación de reacción-difusión lineal. Usar separación de variables en la siguiente ecuación: 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑢 

 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),   𝑢(0, 𝑡) = 0,   −
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡) 

 
Ayuda: Puede ser conveniente hacer el cambio de variables 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒−𝑡𝑣(𝑥, 𝑡). Verificar que el 
nuevo campo es solución de la ecuación del calor. Resolver para 𝑣 y luego obtener la solución 𝑢 
de la ecuación original. 

 
12. (*) Ecuación de Laplace. Encontrar una solución para la siguiente ecuación: 

 

∇2𝑢 = 0 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) +

1

𝑟2

𝜕2𝑢

𝜕𝜃2
 

 
|𝑢(0, 𝜃)| < ∞        𝑢(𝑎, 𝜃) = 𝑓(𝜃) 

 

𝑢(𝑟, 𝜋) = 𝑢(𝑟, −𝜋).   
𝜕𝑢

𝜕𝜃
(𝑟, 𝜋) =

𝜕𝑢

𝜕𝜃
(𝑟, −𝜋) 

 
Problemas bien planteados 
 
Un problema bien planteado, es uno para el que: 
 

i. Existe solución 
ii. Esa es única 

iii. La solución es estable ante perturbaciones de las condiciones de borde, esto es que 
pequeños cambios en los valores de borde dan lugar a pequeños cambios en la solución. 

 
13. (*) Sea la ecuación: 

 
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0              𝑥 𝜖 𝑅,   𝑡 > 0 

 
𝑢(𝑥, 0) = 0,                 𝑥 𝜖 𝑅 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0            𝑥 𝜖 𝑅 

 
 

Con 𝑢 = 0    como solución. Sea 
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𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
= 0              𝑥 𝜖 𝑅,   𝑡 > 0 

 
𝑣(𝑥, 0) = 0,                 𝑥 𝜖 𝑅 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝜖 𝑠𝑖𝑛(𝑥/𝜖)            𝑥 𝜖 𝑅 

 
Que tiene solución  
 

𝑣(𝑥, 𝑡) =  𝑣2 𝑠𝑖𝑛(𝑥/𝜖) 𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑡/𝜖)           𝑥 𝜖 𝑅 
 
Tenemos que 𝑣, 𝑢 son soluciones de la misma ecuación, con mismos valores iniciales, y  
 

 ‖
𝜕𝑣

𝜕𝑡
(0) −

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(0)‖ = ∫ (

𝜕𝑣

𝜕𝑡
(𝑥, 0) −

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0)) 𝑑𝑥 = 𝜖 

 
Calcular  ‖𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)‖ mostrando que ecuaciones elípticas con condiciones iniciales son un problema 
mal planteado. 
 
 

14. (*) Reemplazar el laplaciano por el operador de la ecuación de ondas:   
 
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
−

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
  = 0            𝑥 ∈  𝑅,   𝑡 > 0 

 
𝑢(𝑥, 0) = 0,                  

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0              

 
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 

 
Mientras que con estas otras condiciones iniciales;  
 
 

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
−

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
  = 0            𝑥 ∈  𝑅,   𝑡 > 0 

 
𝑣(𝑥, 0) = 0,                  

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝜖 𝑠𝑖𝑛(𝑥/𝜖)              

 
 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜖2 𝑠𝑖𝑛(𝑥/𝜖) 𝑠𝑖𝑛(𝑡/𝜖) 
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Calcular 
‖𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)‖ 

  
 


