Laboratorio 1

Medicion de la aceleracion de la
gravedad —Regresion lineal



;. Como podemos obtener experimentalmente el valor de una magnitud fisica (MF)?

7- SIEMPRE hay que buscar las LEYES FISICAS que conozcamos QUE CONTENGAN
LA MF que deseamos calcular.

2- Buscar CUAL O CUALES PUEDEN APLICARSE con el equipamiento con el que
contamos.

En muchos experimentos vamos a medir valores de dos variables fisicas diferentes. Por
ejemplo:

L 9 L Si medimos T y L de forma
T = Qm4 | — — g = iy e directa o indirecta podemos
[0 A obtener g de manera indirecta.




;. Como podemos obtener experimentalmente el valor de una magnitud fisica (MF)?

7- SIEMPRE hay que buscar las LEYES FISICAS que conozcamos QUE CONTENGAN
LA MF que deseamos calcular.

2- Buscar CUAL O CUALES PUEDEN APLICARSE con el equipamiento con el que
contamos.

En muchos experimentos vamos a medir valores de dos variables fisicas diferentes. Por
ejemplo:

L 9 L Si medimos T y L de forma
T = Qm4 | — — g = iy e directa o indirecta podemos
[0 A obtener g de manera indirecta.

;Qué pasa si tenemos muchos valores de Ty de L de otro péndulo con diferente longitud?

Ty=Ty, £ AT, li=lyxAlL, - 941=90:t2g,
T,=Ty, £ AT, L=1p,t Al, - 9,90, A9,
Tn=T0n T ATn ln=10ni Aln —> -gnzchni Agn

Podemos pensar en calcular muchos valores de g y promediarlos. ;Pero esto es lo mejor?
;Cual seria la ventaja? ;Qué pasa si tenemos otro tipo de relaciones?




Objetivos de la clase de hoy

v' Determinar la aceleracion de la gravedad g a partir de un experimento de péndulo
simple de longitud variable.

g = (g0 = Ag)unidad

v Obtener el resultado de una MF a partir de un NUEVO METODO de anélisis.

v" Aprender a utilizar un nuevo instrumento de medicion.




100 +

(m)

Posicion

En muchos experimentos vamos a medir varios valores de dos variables fisicas diferentes
para investigar la relacion matematica que hay entre ellas y obtener el valor de una MF.

Ejemplo de estudio: Movimiento rectilineo uniforme (MRU)

| @ dato experimentall

o
o
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|

N
o
|

6
Tiempo (s)

8

10

Mediciones:
(v; £ Ay, y; £ Ay,)

x — tiempo
Y — posicion

Los datos parecen seguir una
relacion lineal.

Supongamos que tenemos un
modelo que vincula dos

magnitudes Xey: y = f(x)
Modelo lineal:

flx)=Ax+ B



@ dato experimental
Curva de ajuste

100

Posicion (m)
A (o)} oo
o o o
| | ]

N
o
]

Tiempo (s)

Mediciones:
(; & Aw;, y; £ Ay;)

x — tiempo
iy — posicion

Modelo lineal:

flx)=Ax+ B

. Responden los datos al
modelo?



@ dato experimental

Curva de ajuste Mediciones:
(xi £ Awy, y; £ Ay;)
100 - .
X — tiempo
iy — posicion
80 A

Modelo lineal:

Posicion (m)
(e))
o
|

f(r)=Ax+ B
40 -
. Responden los datos al
50 - modelo?
Sabemos que en MRU, la
0 - i - ; - i - u - ; posicién de un objeto se
0 2 e 6 8 10 describe por la ecuacion:

Tiempo (s)

d = do + ’U().Zf
;Cual es la recta que mejor representa la relacion? ;Valores de Ay B?

;Como la obtenemos?

(Como la informamos?



Uno de los métodos mas usados para determinar la mejor recta que pasa entre varios
puntos experimentales es el método de regresion lineal por cuadrados minimos.

Hipotesis:

* Los datos deben ser independientes.

e Se asume que los errores de cada medida
tienen una distribucion normal.

4

Nos permite medir el valor
de los parametros de nuestro
modelo a  partir de
mediciones de las variables.



Uno de los métodos mas usados para determinar la mejor recta que pasa entre varios
puntos experimentales es el método de regresion lineal por cuadrados minimos.

4

Hipotesis: Nos permite medir el valor
* Los datos deben ser independientes. de los parametros de nuestro
e Se asume que los errores de cada medida modelo a  partir de
tienen una distribucién normal. mediciones de las variables.

Regresion lineal por cuadrados minimos ordinarios — se supone despreciables
las incertezas Ax, y Ay,

Modelo lineal:
flx)=Ax+ B

y, - valor medido

y_

— — recta de regresion estimada

Residuo — diferencia entre el valor
observado y los valores del modelo:

di =y, — f(;)

T J T J T ' T
X X

El método de cuadrados minimos busca los parametros A y B que minimizan las distancias
verticales d; entre los puntos medidos y los valores de recta de regresion estimada.




Si tengo N mediciones (x,+ Ax,, y, = Ay,) — Cuadrados minimos ordinarios

{

N

M = Z(dm =) (yi—Aa; — B)

=1
(minimizamos la suma de los residuos d. al cuadrado)

_)

M sea un minimo

o _
0A

0

}

oM _
OB

0




Si tengo N mediciones (x.£ Ax, y.£ Ay.) — Cuadrados minimos ordinarios

4
N N

M = Z(d2)2 — Z(yz — Aa; — B)Q —  Msea UI minimo

=l =1 OM oM

(minimizamos la suma de los residuos d. al cuadrado) DA 95

0

Se obtienen los parametros del modelo:

A N2 (wiy) = a) () B_ (X)) (Cy)— (X w) - (Zwiy)
Ny a2 — (3 a)? NY 2?2 — (3 w)?

Para regresiones lineales, los valores de A y B (y sus errores) se determinan de forma univoca.



Si tengo N mediciones (x.£ Ax, y.£ Ay.) — Cuadrados minimos ordinarios

4
N N

M = Z(dz)Q — Z(yz — A, — B)Q —>  Msea UI minimo

i=1 =1 OM OM
(minimizamos la suma de los residuos d. al cuadrado) 0A 0B

0

Se obtienen los parametros del modelo:

A_ N2 (i) — (0 i) Q) B_ Xd) Cu)— X w) - OCwiyi)
NY 22— (3 x;)? NY 22— (> z,)?

Para regresiones lineales, los valores de A y B (y sus errores) se determinan de forma univoca.

Incertezas de los parametros Ay B —

Si los parametros son numeros que yo puedo calcular a partir de mis mediciones, jlos

I |
parametros en si son mediciones indirectas! = Los parametros tienen incertezas y las
puedo calcular usando propagacion de errores.




Incertezas de los parametros Ay B —

Necesito la incerteza de los puntos pero Cuadrados Minimos Ordinarios no tiene en cuenta
las incertezas. Como tengo un modelo que supuestamente describe el “valor verdadero” de
mis mediciones, a falta de una mejor aproximaciéon, asumo que la incerteza en cada punto
es el residuo:

AU? — d? =Y; — (1421:3‘ — B)

Propagando errores — 04 = 0y

N> ;I,?? — (> Ti)?
Detalles: D.C. Baird,
Experimentacion, Z 1
i

p. 128 y p.172. — 7
TETONNT 22— (Y a0)?

1
siendo Oy = m Z(lje — 44;133‘ — B)

Pendiente > A + T A

Ordenada al origen > B 4+ 0p



;. Todos los puntos son equivalentes? ; Confiamos mas en alguno que en otro?

Regresion lineal por cuadrados minimos ponderados




;. Todos los puntos son equivalentes? ; Confiamos mas en alguno que en otro?

Regresion lineal por cuadrados minimos ponderados

&

Idea general: procedimiento de
minimizacion — se asigna mayor
importancia a los d; provenientes de
valores de los ¥, que tengan errores
mas chicos.

N mediciones:

(37@' + Aw;,y; £ Ay?j)

Suposicion: errores Ax, despreciables
frente a los errores Ay. (variable x medida
con mayor precision que la variable v).

Ponderar — multiplicar a cada d; por
un factor de peso (una cantidad que
sea mayor cuanto mas pequeno sea el
correspondiente Ay.).




En vez de los residuos al cuadrado, minimizamos algo que tenga en cuenta las incertezas:

N g
¢ = ; <Ayi

f_

Ay;

2 o
Aa; — B) minimizar _

Se obtienen expresiones
para los parametros A y B,
y sus incertezas G, y Op
del modelo.

Definimos las

cantidades w, y A:

A = (Z wg)(z Ww;. 7)) — (Z w;.x; )

4= Qowi)- 2 (Wiwiys) — (2 wii). (2 Wi yi)

Regresion lineal por
cuadrados minimos
ponderados.

A
5 Qo wiad) Q0 wiys) — (0 wiew:)-(30 wi-ts-ys)
N A
Incertezas:
oy = > w; UB:\/Z(%UZ':E

Pendiente > A + T4

Ordenada al origen > 5 4+ op



;Como sé si el modelo es adecuado? mmp Parametros de BONDAD

Los parametros de Bondad pueden darnos una idea de la discrepancia entre los valores
observados (datos experimentales) y los esperados segiin el modelo de estudio.

10




;. Como sé si el modelo es adecuado? mmp Parametros de BONDAD

Los parametros de Bondad pueden darnos una idea de la discrepancia entre los valores
observados (datos experimentales) y los esperados segiin el modelo de estudio.

Coeficiente de Correlacion de Pearson ()

Indica cuan fuerte es la correlacion entre las variables X e y
(mide cuan sensible es el valor de y respecto de lo que le pasa a X)

s l I
Var(z) = S2 = =3 (2 — 7
Conz.9) 5 ar(z) = 5 = D (xi—7)
T = —
-I,‘/r Ty r I‘f— N SJ:L__! _ 2 _ 1 — 2
\/ ar (i) ar (y) Y VCE?"(y) = Sy = N E (yg — y)
—1<r<1 1

Cov(z,y) = Sy = N Z(-’L‘-z. —I)(yi — Y)

&

 |[r| ® 1 — los datos estan muy correlacionados.
* I = 0 — los datos estan completamente descorrelacionados.

* S6lo depende de los datos medidos Xi e Yyi. Para calcularlo no necesito hacer ningtn ajuste
de los datos.

10



Cuarteto de Anscombe

iNotar que estos casos tienen igual valor de r/

r=0.82

14

12

10

Por eso la IMPORTANCIA de mirar graficamente un conjunto de datos antes de analizarlos.

4 6 8 10 12 14

r=0.82

14

12 +

10 +

r=0.82

® 6




=

Grafico de Residuos

} d, = distancia de los puntos experimentales a la
1 €y 9
é recta, en 'y

H"‘

Residuos
o

° Los residuos deben ser datos distribuidos
| B en forma aleatoria alrededor del cero.
¢ | } d, NO DEBEN tener ESTRUCTURA
.




Analicemos el grafico de residuos para algunos casos del Cuarteto de Anscombe:

14

12

10

r=0.82

Residuos
o

Muestra un comportamiento

aleatorio de los residuos.

v

Residuos

14

12 +

10

r=0.82

2

13



Chi cuadrado reducido _xf,

. . ’ el 2
Dlmep510na cuanto difieren los datos 5 yi — (A.xz + B)
experimentales de los del modelo. N = Z

Pesa fuertemente la incerteza Ay.

Caso lineal: \2 N — namero de datos
Chi cuadrado = ){3 = 2 — Cantidad de parametros
reducido | N — 2 v= N -2 — los grado de libertad




Chi cuadrado reducido _xf,

. . 7’ el 2
DlmepSIOna cuanto difieren los datos , Ui — (A.:E + B)
experimentales de los del modelo. Y = E :

Pesa fuertemente la incerteza Ay. Ay;
Caso lineal: \2 N — namero de datos
Chi cuadrado = )\E— = 7 2 — Cantidad de parametros
reducido | N — 2 v= N -2 — los grado de libertad
P x P 2
\y > 1 _XV'<<1 g@ ly”“l‘ff
Y Y
X X X
Incertezas subestimadas El modelo es presumiblemente El modelo es presumiblemente
(suponiendo que la teoria es compatible con el experimento compatible con el experimento.
correcta). Si la incerteza esta bien pero las incertezas podrian estar
estimada entonces el modelo no sobreestimadas.

es adecuado.




Parametros de BONDAD

Si el modelo es adecuado para describir mis datos experimentales, esperamos:

e Coeficiente de Correlacion de Pearson —

e Grafico de residuos — Sin ESTRUCTURA

Residuos

=

(e}

H"

e Chi-cuadrado reducido = XE ~ |

15



; Qué pasa si el modelo no es lineal?

16



;. Qué pasa si el modelo no es lineal?

{

Evaluar si se puede transformar la funcion en una funcion lineal
(linealizacion)

¢ Por qué linealizamos? — Los modelos
lineales son mas faciles de analizar.

;

Puedo aplicar regresion lineal por
cuadrados minimos.

;Criterios? —>

_ |« En base a consideraciones tedricas.

« A partir del grafico de los datos podria
surgir la necesidad de reexpresar las
variables del modelo.

16



;. Qué pasa si el modelo no es lineal?

{

Evaluar si se puede transformar la funcion en una funcion lineal
(linealizacion)

¢ Por qué linealizamos? — Los modelos
lineales son mas faciles de analizar.

L

Puedo aplicar regresion lineal por

cuadrados minimos. ;Criterios? —>

_, |« En base a consideraciones tedricas.

« A partir del grafico de los datos podria
surgir la necesidad de reexpresar las
variables del modelo.

v

Cuando linealizamos definimos nuevas variables.

;Como linealizo? —
« Reemplazar las variables del modelo por nuevas variables — clase de hoy
« Graficar en escala logaritmica — lo veremos en las proximas guias

16



Ejemplo de
linealizacion:

— funcién no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

17



Ejemplo de
linealizacion:

Si la reescribo:

Vemos que se puede definir una nueva

variable:

— funcién no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

u=+L

17



Ejemplo de
linealizacion: T = 97

— funcioén no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Si la reescribo: T — L

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

1I'=—u

VY

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:




— funcion no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Ejemplo de
linealizacion: T = Q74| —
g
Si la reescribo: T — 2_7T L

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:

T = —u

VY

Grafico T vs. u (considerar las incertezas

ATy Au).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos

17



— funcion no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Ejemplo de
linealizacion: T = 97
Si la reescribo: T — 2_7T T

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:

T = —u

V9

Grafico T vs. u (considerar las incertezas

ATy Au).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos

Si elevo al cuadrado la expresién de arriba:

472

T°=—1L
9
Vemos que se puede definir una nueva
variable:
v="T"2

17



Ejemplo de

linealizacion: T = Q74| —

— funcion no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Si la reescribo:

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:

T = —u

V9

Grafico T vs. u (considerar las incertezas

ATy Au).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos

Si elevo al cuadrado la expresién de arriba:

4
T°=—1L
9
Vemos que se puede definir una nueva
variable: L T2

Ahora L y v siguen una relacién lineal:
42
v=—0L
9

Grafico L vs. v (considerar las incertezas

AL y Av).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos

17



Supongamos que quiero graficar: T vs. u 1T

Err(T)

VL

Err(vVL)

s 5

1/2

1/2

;Como calculo la incerteza Au?

Grafico T vs. u:

;Cual elijo como variable independiente (x) y cual como variable dependiente (y)?

18




Supongamos que quiero graficar: T vs. u 1T E?”T(T)

VL

Err(vVL)

s S S

1/2

1/2

;Como calculo la incerteza Au? — Propagacion de errores

Grafico T vs. u:

;Cual elijo como variable independiente (x) y cual como variable dependiente (y)?

}

Eje x — variable medida con mayor precision (menor error relativo 6 error relativo

porcentual). l

;Por qué?

18




Supongamos que quiero graficar: T vs. u

T | Err(T)

VL

Err(V/L)

1/2

1/2

u=+vL

;Como calculo la incerteza Au? — Propagacion de errores

;Cual elijo como variable independiente (x) y cual como variable dependiente (y)?

Grafico T vs. u:

}

Eje x — variable medida con mayor precision (menor error relativo 6 error relativo

porcentual).

Comparo errores relativos —

v

}

;Por qué? — Cuadrados minimos ponderados tiene en cuenta

solamente el error en el eje y.

Au AT
— Vs, —
U T

18




Supongamos que quiero graficar: T vs. u 1T E?”T(T)

VL

Err(vVL)

s S S

1/2

1/2

;Como calculo la incerteza Au? — Propagacion de errores

Grafico T vs. u:

Si grafico T en funcién de u — pendiente =

Si grafico u en funcion de T — pendiente =

S Sy

27

19




Grafico del

péndulo simple en funcion

periodo de

largo de la soga.

T —

L
274 | —
g

;Tiene sentido hacer

una regresion

por
minimos?

cuadrados

un

del

lineal —

2,0 -

1,6 —

Tiempo (s)
S

o
oo

0.4

0,0

0,0

0,2

T
0,4

; |
0,6
Longitud (m)

0,8

1,0

20



Grafico del periodo de un
péndulo simple en funcion del 2,04 a
largo de la soga.

. =
1,6 1 =

L - .
T'=2my | —
g

©1,24 .
O
e =
Q
— 0,8 + e
1 =]
;Tiene sentido hacer g
una regresion lineal =—>
por cuadrados T
minimos? 0,0 T | T T T T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0
l Longitud (m)

Conocemos la fisica del problema: sabemos que en un péndulo simple la relacion entre
Ty L no es lineal (ver ecuacién de arriba).

20



e Vamos a variar la longitud del péndulo L y medir el periodo.
Hoy — * Vamos a usar sensores para la medicion
e Técnicas de linealizacion - regresion lineal por cuadrados minimos.

Mediciones —>

eDefinir los valores de L: Longitud minima: masa puntual.

Longitud maxima: condiciones del equipamiento.
Evaluar paso de variacion en la longitud del péndulo (abarcar todo el rango).
Medir el periodo de 10 oscilaciones para cada L.
Realizar el experimento para al menos 10 longitudes diferentes.
Régimen de pequefias oscilaciones.

Modelo a validar:

e —

Vernier

sensorDAQ T — 97 £

] g

pinza -

Caso ideal Caso real

hilo

Longitud
del hilo

Péndulo =
Longitud del

simple peadi
P

soporte

: .

. radiode 1

; lamasa - - - -
WL SR

21



Sugerencia para la medicion del periodo — mediciones acumuladas

Si medimos N veces el
periodo de un péndulo

—

o: propiedad de la distribucion de la variable

aleatoria (V.A.).
Depende del experimento y del método.

Histograma de Periodos del péndulo

w

ES

w

5]

Densidad de probabilidad

-




Sugerencia para la medicion del periodo — mediciones acumuladas

Histograma de Periodos del péndulo

w

Si medimos N veces el
periodo de un péndulo

—

ES

w

5]

o: propiedad de la distribucion de la variable
aleatoria (V.A.).
Depende del experimento y del método.

Densidad de probabilidad

-

2.0

' Periodol[s]

.y si en lugar de medir N veces, medimos una sola vez N periodos?

!

Mi nueva V.A.sera X = Nz

Esperamos que la nueva variable aleatoria cumpla -» X = Nz

X se mide con el mismo método usado previamente para X, por lo que su distribucion
tendra un ancho dado por el mismo o que el de una sola medicion.

22




Por otro lado, sabemos tenemos que propagar el error. Entonces, el error de X, obtenido a
partir de la medicion de X sera

(A = (22 2(AX)2 1 a = |Ar=
Y=\ ox TN N

23



Por otro lado, sabemos tenemos que propagar el error. Entonces, el error de X, obtenido a
partir de la medicion de X sera

: O\ 1\ . o

O sea que tengo dos métodos para (por ejemplo) obtener el error de T:

€ o o 9 C)—
» El método “viejo” > ——=
N Para N> 1, Nsiempre
supera a su raiz.
> El método “nuevo” » 7
N

Si calculamos N para que AX i) = AX uevo)
comparando con las 200 mediciones realizadas para el péndulo:

23




Por otro lado, sabemos tenemos que propagar el error. Entonces, el error de X, obtenido a
partir de la medicion de X sera

, O \° 1\* . o
(Ax)* = (O—X) (AX)? = (N) o = Az = ~

O sea que tengo dos métodos para (por ejemplo) obtener el error de T:

€ o o 9 O
» El método “viejo” > ——=
N Para N> 1, Nsiempre
supera a su raiz.
> El método “nuevo” » 7
N

Si calculamos N para que AX ;i) = AX tuevo)
comparando con las 200 mediciones realizadas para el péndulo: V200 ~ 14. 14

Esto significa que si hubiéramos medido una
sola vez, 15 periodos seguidos, el error
propagado del periodo del péndulo hubiera
sido menor que el error estadistico que surge
de las 200 mediciones individuales realizadas.

23



Por otro lado, sabemos tenemos que propagar el error. Entonces, el error de X, obtenido a
partir de la medicion de X sera

, O \° 1\* . o
(Ax)* = (O—X) (AX)? = (N) o = Az = ~

O sea que tengo dos métodos para (por ejemplo) obtener el error de T:

€ o o 9 O
» El método “viejo” > ——=
N Para N> 1, Nsiempre
supera a su raiz.
> El método “nuevo” » 7
N

Si calculamos N para que AX ;i) = AX tuevo)
comparando con las 200 mediciones realizadas para el péndulo: V200 ~ 14. 14

Esto significa que si hubiéramos medido una
sola vez, 15 periodos seguidos, el error
propagado del periodo del péndulo hubiera

sido menor que el error estadistico que surge p‘ -
de las 200 mediciones individuales realizadas.

DETANTA MAlIlAIl

memegenerar:

23



ADICIONAL

El péndulo simple

Ecuacién de movimiento:
F; = —m g sen(0) = may

Relacion entre aceleracion
tangencial y angular:

{IthLéj

Ecuacion diferencial del movimiento
plano del péndulo simple:

L 6 + gsen(d) =0

24



Ecuacion diferencial del movimiento plano del péndulo simple:

L-0+g-sin(6) =0

@) : aceleracion angular

Aproximacion —» sen(0) ~ 0

L-6+g-6=0

Modelo a validar:

L
I =2my ] —
g

&' . . ~ o
El modelo matematico que usamos vale para oscilaciones pequefas (<10° )

si O es pequefio

> i
%,
.

e en am -

——————-

Al plantear la solucién se obtiene

O(°)  O(rad)

sen® | dif. %

0 0,00000 | 0,00000| 0,00

2 0,03491 | 0,03490 0,02

5 0,08727 1 0,08716 | 0,13
60,17453 0,17365 E

O(°)

15
20
25
30

O(rad)
0,26180
0,34907
0,43633
0,52360

senO®
0,25882
0,34202
0,42262
0,50000

dif. %
1,15
2,06
3,25
4,72

25
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