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[GR,	SL][lentes	puntuales,	astrofísica,	materia	oscura]

Introducción	a	las	lentes	gravitacionales	y	sus	aplicaciones	

actuales

Deflexión	de	la	luz	y	ecuación	de	la	lente

Lentes	puntuales

Mapeo	de	lentes,	magnificación,	cáusticas	y	curvas	críticas

Lentes	binárias

Curvas	de	luz	de	microlentes	y	microlentes	por	

astrometria	

Mas	allá	de	la	lente	puntual	y	movimientos	uniformes	

(efectos	de	segunda	orden)

Estadística	de	lentes
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Estructura general 
de la materia

Parte	II:	lentes	por	galáxias	y	cúmulos	de	galáxias	

[cosmología,	weak	&	strong][objetos	astrofísicos	+	
cosmología]

Ecuación	de	la	lente	en	un	universo	en	

expansión

Modelos	de	lentes	extensas

Retraso	temporal
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Estructura general 
de la materia

Parte	III:	lensing	a	nivel	cosmológico	y	tópicos	avanzados	


[perturbaciones,	week	lensing][gravedad	fuerte,	ondas	
gravitacionales,	Maxwell]	

Efecto	débil	de	lentes	(fundamentos	de	weak	lensing,	

regímenes	y	métodos)

Mas	allá	del	plano	único:	lentes	y	estructura	en	gran	

escala

Lensing	de	la	radiación	cósmica	de	fondo

Lentes	en	gravedad	modificada	

Lensing	de	ondas	gravitacionales

Lentes	en	la	óptica	ondulatória
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La ecuación de la lente
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Ecuación de la lente
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<latexit sha1_base64="e0WzRfUDk5edwIJguW3781c60j8=">AAAB6XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOyIfROZrNDZh/M9AphyUd4EfGi4M/4C/6Nk8cl0YKBoqqG7uogU9KQ6/44pY3Nre2d8m5lb//g8Kh6fNI2aa65aPFUpboboBFKJqJFkpToZlpgHCjRCcb3M7/zLLSRafJEk0z0YxwlMpQcyUq+HyEVPkWCcDqo1ty6Owf7S7wlqcESzUH12x+mPI9FQlyhMT3PzahfoCbJlZhW/NyIDPkYR6KYbzplF1YasjDV9iXE5upKDmNjJnFgkzFSZNa9mfif18spvO0XMslyEglfDApzxShls9psKLXgpCaWINfSbsh4hBo52eNUbHVvvehf0r6qe27de7yuNe6WRyjDGZzDJXhwAw14gCa0gEMGr/ABn87YeXHenPdFtOQs/5zCCpyvX0HDjaA=</latexit><latexit sha1_base64="e0WzRfUDk5edwIJguW3781c60j8=">AAAB6XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOyIfROZrNDZh/M9AphyUd4EfGi4M/4C/6Nk8cl0YKBoqqG7uogU9KQ6/44pY3Nre2d8m5lb//g8Kh6fNI2aa65aPFUpboboBFKJqJFkpToZlpgHCjRCcb3M7/zLLSRafJEk0z0YxwlMpQcyUq+HyEVPkWCcDqo1ty6Owf7S7wlqcESzUH12x+mPI9FQlyhMT3PzahfoCbJlZhW/NyIDPkYR6KYbzplF1YasjDV9iXE5upKDmNjJnFgkzFSZNa9mfif18spvO0XMslyEglfDApzxShls9psKLXgpCaWINfSbsh4hBo52eNUbHVvvehf0r6qe27de7yuNe6WRyjDGZzDJXhwAw14gCa0gEMGr/ABn87YeXHenPdFtOQs/5zCCpyvX0HDjaA=</latexit><latexit sha1_base64="e0WzRfUDk5edwIJguW3781c60j8=">AAAB6XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOyIfROZrNDZh/M9AphyUd4EfGi4M/4C/6Nk8cl0YKBoqqG7uogU9KQ6/44pY3Nre2d8m5lb//g8Kh6fNI2aa65aPFUpboboBFKJqJFkpToZlpgHCjRCcb3M7/zLLSRafJEk0z0YxwlMpQcyUq+HyEVPkWCcDqo1ty6Owf7S7wlqcESzUH12x+mPI9FQlyhMT3PzahfoCbJlZhW/NyIDPkYR6KYbzplF1YasjDV9iXE5upKDmNjJnFgkzFSZNa9mfif18spvO0XMslyEglfDApzxShls9psKLXgpCaWINfSbsh4hBo52eNUbHVvvehf0r6qe27de7yuNe6WRyjDGZzDJXhwAw14gCa0gEMGr/ABn87YeXHenPdFtOQs/5zCCpyvX0HDjaA=</latexit><latexit sha1_base64="e0WzRfUDk5edwIJguW3781c60j8=">AAAB6XicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKoMegF48RzAOyIfROZrNDZh/M9AphyUd4EfGi4M/4C/6Nk8cl0YKBoqqG7uogU9KQ6/44pY3Nre2d8m5lb//g8Kh6fNI2aa65aPFUpboboBFKJqJFkpToZlpgHCjRCcb3M7/zLLSRafJEk0z0YxwlMpQcyUq+HyEVPkWCcDqo1ty6Owf7S7wlqcESzUH12x+mPI9FQlyhMT3PzahfoCbJlZhW/NyIDPkYR6KYbzplF1YasjDV9iXE5upKDmNjJnFgkzFSZNa9mfif18spvO0XMslyEglfDApzxShls9psKLXgpCaWINfSbsh4hBo52eNUbHVvvehf0r6qe27de7yuNe6WRyjDGZzDJXhwAw14gCa0gEMGr/ABn87YeXHenPdFtOQs/5zCCpyvX0HDjaA=</latexit>

Lente puntual



Plano de las fuentes
Tiempo en unidades del tiempo de Einstein

m
ag

ni
fic

ac
ió

n

µ =
u2 + 2

u
p
u2 + 4

�min

<latexit sha1_base64="+Yiz4XUfkw/Zz0wsDNWoQ5/nTQ4=">AAAB6XicdVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgKiSl1XZXdOOygn1AU8pkOmmHTiZhZiKU0I9wI+JGwZ/xF/wbJ21cVPTAwOGcM9x7rh9zprTjfFmFjc2t7Z3ibmlv/+DwqHx80lVRIgntkIhHsu9jRTkTtKOZ5rQfS4pDn9OeP7vN/N4jlYpF4kHPYzoM8USwgBGsjeR5PtV4lHohE4tRueLYzhLIsat1p9nISN1xm1cucnOrAjnao/KnN45IElKhCcdKDVwn1sMUS80Ip4uSlygaYzLDE5ouN12gCyONURBJ84RGS3Uth0Ol5qFvkiHWU/Xby8S/vEGig8YwZSJONBVkNShIONIRymqjMZOUaD43BBPJzIaITLHERJvjlEz1n37of9Kt2m7Nbt7XKq2b/AhFOINzuAQXrqEFd9CGDhCI4Rne4N2aWU/Wi/W6ihas/M8prMH6+AZnW43G</latexit>

�

<latexit sha1_base64="YNr8PN8ApsXc1McOjvYhyMJkW/Q=">AAAB4nicdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4GjKl1XZXdOOygtMW2lIymUwbmnmQ3BFK6Q+4EXGj4Af5C/6NmXZcVPRA4HDOCfee6yVSaCDkyypsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTjo5TxbjLYhmrnkc1lyLiLgiQvJcoTkNP8q43vc387iNXWsTRA8wSPgzpOBKBYBSM5A48DnRUrhCbLIGJXa2TZiMjdeI0rxzs5FYF5WiPyp8DP2ZpyCNgkmrdd0gCwzlVIJjki9Ig1TyhbErHfL5ccYEvjOTjIFbmRYCX6lqOhlrPQs8kQwoT/dvLxL+8fgpBYzgXUZICj9hqUJBKDDHO+mJfKM5AzgyhTAmzIWYTqigDc5WSqf7TD/9POlXbqdnN+1qldZMfoYjO0Dm6RA66Ri10h9rIRQwJ9Ize0LvlW0/Wi/W6ihas/M8pWoP18Q3tk4qJ</latexit>

�t

<latexit sha1_base64="hOtYGV/Ip/MGa/2WO2ii+MkRyH0=">AAAB63icdVDLSsNAFJ34rPVVdelmsAiuQlJabXdFNy4r2Ac0tUymk3boTBJmboQS+hVuRNwo+C/+gn/jpI2Lih4YOJxzhnvP9WPBNTjOl7W2vrG5tV3YKe7u7R8clo6OOzpKFGVtGolI9XyimeAhawMHwXqxYkT6gnX96U3mdx+Z0jwK72EWs4Ek45AHnBIw0oPnMyDD1FMyhfl8WCo7trMAduxKzWnUM1Jz3Mali93cKqMcrWHp0xtFNJEsBCqI1n3XiWGQEgWcCjYveolmMaFTMmbpYtc5PjfSCAeRMi8EvFBXckRqPZO+SUoCE/3by8S/vH4CQX2Q8jBOgIV0OShIBIYIZ8XxiCtGQcwMIVRxsyGmE6IIBXOeoqn+0w//TzoV263ajbtquXmdH6GATtEZukAuukJNdItaqI0oUugZvaF3S1pP1ov1uoyuWfmfE7QC6+MbQEqO4Q==</latexit>

!?

<latexit sha1_base64="jKZNCqGIIp48wBS9xJG0h7IO2vA=">AAAB63icbVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjNSUHdFNy4r2Ad0asmkd9rQZBKSjFCGfoUbETcK/ou/4N+YtrNp64HA4ZwT7j03UpwZ6/u/XmFjc2t7p7hb2ts/ODwqH5+0jEw1hSaVXOpORAxwlkDTMsuhozQQEXFoR+P7md9+AW2YTJ7sREFPkGHCYkaJddJzKAUMST8LFWg17ZcrftWfA6+TICcVlKPRL/+EA0lTAYmlnBjTDXxlexnRllEO01KYGlCEjskQsvmuU3zhpAGOpXYvsXiuLuWIMGYiIpcUxI7MqjcT//O6qY1vehlLVGohoYtBccqxlXhWHA+YBmr5xBFCNXMbYjoimlDrzlNy1YPVouukdVUNatXbx1qlfpcfoYjO0Dm6RAG6RnX0gBqoiSjS6A19oi9PeK/eu/exiBa8/M8pWoL3/QfGkI6M</latexit>

!?

<latexit sha1_base64="2g1+afGrmvNC3AQr/TZ4L3Q21PY=">AAAB63icdVDLSgMxFM3UV62vqks3wSK4KjPiq7uiG5cV7AM6tWTSO21oMglJRiilX+FGxI2C/+Iv+Dem7QhW9EDgcM4J954bKc6M9f1PL7e0vLK6ll8vbGxube8Ud/caRqaaQp1KLnUrIgY4S6BumeXQUhqIiDg0o+H11G8+gDZMJnd2pKAjSD9hMaPEOuk+lAL6pDsOFWg16RZLftmfAf8gZ35QOQ9wkCkllKHWLX6EPUlTAYmlnBjTDnxlO2OiLaMcJoUwNaAIHZI+jGe7TvCRk3o4ltq9xOKZupAjwpiRiFxSEDswv72p+JfXTm182RmzRKUWEjofFKccW4mnxXGPaaCWjxwhVDO3IaYDogm17jwFV/27H/6fNE7KwWm5cntaql5lR8ijA3SIjlGALlAV3aAaqiOKNHpCr+jNE96j9+y9zKM5L/uzjxbgvX8B5MKOog==</latexit>

: velocidad angular entre lente y fuente (relativa al observador)

Radio (angular) de Einstein:
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<latexit sha1_base64="kuAemBB8pEKSKpXvm+vpsnDJDv0="></latexit>
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<latexit sha1_base64="mteSU/kVMn6xYhIz/Jvm1kg1vQ8=">AAACD3icbVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSJUhLJbCupBKIrgsYJ9QLddsmm2Dc0+TL4VyrI/wot/xYuIF0V/gv/G9HFp60BgmJmQzLiR4ApM89fIrKyurW9kN3Nb2zu7e/n9g4YKY0lZnYYilC2XKCZ4wOrAQbBWJBnxXcGa7vBm7DefmFQ8DB5gFLGOT/oB9zgloCUnb15hWz1KSGInsX0epN3ymS2YB0Xbk4QmkCbg3Ka25P0BnHbLqZMvmCVzArxMrBkpoBlqTv7b7oU09lkAVBCl2pYZQSchEjgVLM3ZsWIRoUPSZ8mkT4pPtNTDXij1CQBP1Lkc8ZUa+a5O+gQGatEbi/957Ri8i07CgygGFtDpQ14sMIR4PA7ucckoiJEmhEquf4jpgOgdQE+Y09WtxaLLpFEuWZXS5X2lUL2ejZBFR+gYFZGFzlEV3aEaqiOKXtAb+kRfxrPxarwbH9NoxpjdOURzMH7+AGx2nLo=</latexit>

tE =
✓EDOL

v?

<latexit sha1_base64="kME8YWEG+77lRBUfpkFMfv22bsQ=">AAACBnicbVBLSwMxGMzWV62vVY9egkX0VHaloB6E4gM8CFawD+iWJZtm29Dsg+TbQln27sW/4kXEi4JH/4L/xvRxaetAYJiZkMx4seAKLOvXyC0tr6yu5dcLG5tb2zvm7l5dRYmkrEYjEcmmRxQTPGQ14CBYM5aMBJ5gDa9/PfIbAyYVj8InGMasHZBuyH1OCWjJNY/BvcWX2PEloakDPQZECzdu+nCfZenATZ2YyTjLXLNolawx8CKxp6SIpqi65o/TiWgSsBCoIEq1bCuGdkokcCpYVnASxWJC+6TL0nGNDB9pqYP9SOoTAh6rMzkSKDUMPJ0MCPTUvDcS//NaCfjn7ZSHcQIspJOH/ERgiPBoE9zhklEQQ00IlVz/ENMe0YuAXq6gq9vzRRdJ/bRkl0sXj+Vi5Wo6Qh4doEN0gmx0hiroDlVRDVH0gt7QJ/oyno1X4934mERzxvTOPpqB8f0HAiSYsQ==</latexit>

La curva de luz más simple
Trayectoria relativa lente-fuente:

<latexit sha1_base64="JUJSd3mUssXujKefuPzX1tafB7U=">AAACC3icdVBLSwMxGMz6rPVV9eglWIQKUnaLVj0IRRE8VrAP6JaSTbNtaPZB8m2hLPsTvPhXvIh4URD8C/4bs9t6qOhAYJiZkMw4oeAKTPPLWFhcWl5Zza3l1zc2t7YLO7tNFUSSsgYNRCDbDlFMcJ81gINg7VAy4jmCtZzRdeq3xkwqHvj3MAlZ1yMDn7ucEtBSr3BsjxmNo6QER/gS264kNM4k22FAUjmJbRhq3rtJeoWiWTYz4CmxKpqcmtZFtYqtmVVEM9R7hU+7H9DIYz5QQZTqWGYI3ZhI4FSwJG9HioWEjsiAxVmXBB9qqY/dQOrjA87UuRzxlJp4jk56BIbqt5eKf3mdCNzzbsz9MALm0+lDbiQwBDgdBve5ZBTERBNCJdc/xHRI9B6g58vr6j/98P+kWSlb1XL17qRYu5qNkEP76ACVkIXOUA3dojpqIIoe0TN6Q+/Gg/FkvBiv0+iCMbuzh+ZgfHwD5N+azQ==</latexit>

~u(t) =
~�(t)

✓E

Magnificación de lente puntual:

�t = !?t =
v?
DOL

t

<latexit sha1_base64="OFrQWaCgmMznYaH8xN29tJQArYs=">AAACF3icdZBLSwMxFIUz9V1fVZdugkVwVWbER7sQRF24EFSwD+iUIZPeaUMzD5I7Qhnmh7jxr7gRcaPg0n9jWiuo6IHA4Ts3JPf4iRQabfvdKkxNz8zOzS8UF5eWV1ZLa+sNHaeKQ53HMlYtn2mQIoI6CpTQShSw0JfQ9Aeno7x5C0qLOLrBYQKdkPUiEQjO0CCvVHV9QOYhPaJuHEKPeZmbgEpyOkaBYjy7/WJ5duZllxf5KPRKZbtij0W/mX3bqR041JmQMpnoyis9u92YpyFEyCXTuu3YCXYyplBwCXnRTTUkjA9YD7LxXjndNqhLg1iZEyEd0x9zLNR6GPpmMmTY17+zEfwra6cYVDuZiJIUIeKfDwWppBjTUUm0KxRwlENjGFfC/JDyPjNdoKmyaFb/2o/+bxq7FWevUrveKx+fTEqYJ5tki+wQhxySY3JOrkidcHJPHskLebXurAfryXr+HC1Ykzsb5Iestw/BYZ+C</latexit>

Movimiento rectilíneo uniforme:

Para un tiempo con origen arbitrária
<latexit sha1_base64="urvfCqQxXLVPoXScf5tpgxvXDbw=">AAACAHicdVBLSwMxGMzWV62vVY9eokWoB8tu0VVvRS8eK9gHdMuSTbNtaPZB8q1SSi9e/CteRLwo+Av8C/4b03Y9VHQgMMxMSGb8RHAFlvVl5BYWl5ZX8quFtfWNzS1ze6eh4lRSVqexiGXLJ4oJHrE6cBCslUhGQl+wpj+4mvjNOyYVj6NbGCasE5JexANOCWjJM/cBu5L3+kCkjO+xK1gAuATH4Fkz/cgzi1bZmgLPiF3R5NSyLxwH25lVRBlqnvnpdmOahiwCKohSbdtKoDMiEjgVbFxwU8USQgekx0bTAmN8qKUuDmKpTwR4qs7lSKjUMPR1MiTQV7+9ifiX104hOO+MeJSkwCI6eyhIBYYYT9bAXS4ZBTHUhFDJ9Q8x7RNJKOjNCrr6Tz/8P2lUyrZTdm5OitXLbIQ82kMHqIRsdIaq6BrVUB1R9Iie0Rt6Nx6MJ+PFeJ1Fc0Z2ZxfNwfj4BtJ/lbg=</latexit>

t ! (t� t0)



Aplicaciones de microlentes
Ejemplos: descubierta de planetas y agujeros negros, 
búsqueda de materia oscura, caracterización de la 
distribución de objetos compactos…

 Eventos individuales

• Informaciones adicionales: efectos de orden más 
alta (fuente finita, paralaje), desvío astrométrico, 
informaciones externas (movimiento propio, 
distancias, dimensiones)

• Eventos de lentes binárias y múltiples (incluso 
exoplanetas y QSO microlensing)

 Estadística

• Materia oscura, poblaciones



Nuestra galaxia



Estadística de 
microlentes y materia 

oscura
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Sección eficaz
• área en el plano de las fuentes en que se genera 

un evento detectable

• hipótesis/modelo: magnificación superior a un 

umbral 

• Recordando 


• Condición 

• Ejemplo 

• Pregunta: ¿mejor definición  

práctica de detectabilidad?                      

<latexit sha1_base64="pa8HKERG8kagYimpGWNWoODkMI0=">AAAB4nicdVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGXfUW9OIxQjYJJCHMzs4mQ2YfzPQKIeQHvIh4UfCD/AX/xkmyHiJaMFBU1dBd7adSaLTtL6uwtr6xuVXcLu3s7u0flA+PWjrJFOMeS2SiOj7VXIqYeyhQ8k6qOI18ydv++G7utx+50iKJmzhJeT+iw1iEglE0kteLskFzUK7YVXsBsiROzZBL27lxXeLkVgVyNAblz16QsCziMTJJte46dor9KVUomOSzUi/TPKVsTId8ulhxRs6MFJAwUebFSBbqSo5GWk8i3yQjiiP925uLf3ndDMPr/lTEaYY8ZstBYSYJJmTelwRCcYZyYghlSpgNCRtRRRmaq5RM9Z9+5H/SqlUdt+o+XFTqt/kRinACp3AODlxBHe6hAR4wEPAMb/BuBdaT9WK9LqMFK/9zDCuwPr4BzFeKcQ==</latexit>µT

<latexit sha1_base64="J9t7EZLzUkaR92Rvo9QsWePNiMY=">AAACCnicdVBLSwMxGMz6rPW16tFLsAiCUnaLrgoiRS8eK/QF3bJk07QNzW6WPJRS+g+8+Fe8iHhR8OBf8N+YbtdDRT+SMMxMSGbChFGpHOfLmptfWFxazq3kV9fWNzbtre265FpgUsOccdEMkSSMxqSmqGKkmQiCopCRRji4nuiNOyIk5XFVDRPSjlAvpl2KkTJUYB/6kYaX0JxBFfpH6RK011dICH6fMRpeQKMHdsEpOunAKXBLBpw47rnnQTeTCiCbSmB/+h2OdURihRmSsuU6iWqPkFAUMzLO+1qSBOEB6pFRGmUM9w3VgV0uzI4VTNkZH4qkHEahcUZI9eVvbUL+pbW06p61RzROtCIxnj7U1QwqDie9wA4VBCs2NABhQc0PIe4jgbAy7eVN9J988H9QLxVdr+jdHhfKV1kJObAL9sABcMEpKIMbUAE1gMEjeAZv4N16sJ6sF+t1ap2zsjs7YGasj2+hypd4</latexit>

µ > µT ! u < uT

<latexit sha1_base64="flNmbsdilyc5JIqjDMHDLm7e7xk=">AAACDHicdVDNSgMxGMz6W+vfqkcvwSJ4qGW31lUPQtGLxwr9g25Zsmm2Dc1uliSrlNJX8OKreBHxoiC+gm9jul0PFf1IYJiZj2TGjxmVyrK+jIXFpeWV1dxafn1jc2vb3NltSp4ITBqYMy7aPpKE0Yg0FFWMtGNBUOgz0vKH11O9dUeEpDyqq1FMuiHqRzSgGClNeeaxGyZeHV5Cu3hSgdAtpkfQ/kAhIfh9xmQezyxYJSsdOAN2WYNTy75wHGhnUgFkU/PMT7fHcRKSSGGGpOzYVqy6YyQUxYxM8m4iSYzwEPXJOA0zgYea6sGAC30jBVN2zodCKUehr50hUgP5W5uSf2mdRAXn3TGN4kSRCM8eChIGFYfTZmCPCoIVG2mAsKD6hxAPkEBY6f7yOvpPPvg/aJZLtlNybiuF6lVWQg7sgwNwBGxwBqrgBtRAA2DwCJ7BG3g3Hown48V4nVkXjGxnD8yN8fEN/uaW7g==</latexit>

µT = 1, 34 ! uT = 1

<latexit sha1_base64="WMGAZEGy9XR89QsNTFpru9j/00A=">AAAB53icdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgQoZMa1+7ogguq/SFbRkyadqGZh4kGaGUfoMbETcK/o2/4N+YPlxU9EDgcM4J957rRYIrjfGXlVhb39jcSm6ndnb39g/Sh0cNFcaSsjoNRShbHlFM8IDVNdeCtSLJiO8J1vRG1zO/+cik4mFQ0+OIdX0yCHifU6KN9HDv3qDOBYrdmpvOYDuPnXIhh7CNDXJFQ7J5XC7lkDNXMM7AElU3/dnphTT2WaCpIEq1HRzp7oRIzalg01QnViwidEQGbDLfc4rOjNRD/VCaF2g0V1dyxFdq7Hsm6RM9VL+9mfiX1451v9Sd8CCKNQvoYlA/FkiHaFYa9bhkVIuxIYRKbjZEdEgkodqcJmWq//RD/5NG1nYKduHuMlO5Wh4hCSdwCufgQBEqcAtVqAOFAJ7hDd4tbj1ZL9brIpqwln+OYQXWxzcj0ou3</latexit>

RE uT

µ =
u2 + 2

u
p
u2 + 4



Tasa de eventos
• Calcularmos la profundidad óptica.  

Y la duración de los eventos, no tiene un papel?

• Hay que considerar la tasa de eventos

• Número de eventos de microlensing por unidad de 

tiempo por unidad de masa de las lentes

<latexit sha1_base64="XwxIvcWQNa73yNSYDQRvv61ip6s="></latexit>

d�

dm
=

dn

dm
vr cos ✓f(~vr)d

2vr dV

densidad de lentes  
(número por unidad de volumen)  

por unidad de masa

volumen del  
“tubo de microlensing” 

probabilidad de la 
velocidad relativa

Tasa en que cruza una porción del cilindro de angulo <latexit sha1_base64="pXGE0GogW+l2sEqlRp8sKjCOAaE=">AAAB43icbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKRI9BLx4jmAckIcxOepMxsw9meoUQ8gVeRLwo+D/+gn/jJNlLEgsGiqoauqv9RElDrvvr5DY2t7Z38ruFvf2Dw6Pi8UnDxKkWWBexinXL5waVjLBOkhS2Eo089BU2/dH9zG++oDYyjp5onGA35INIBlJwslKjw1Uy5L1iyS27c7B14mWkBBlqveJPpx+LNMSIhOLGtD03oe6Ea5JC4bTQSQ0mXIz4ACfzHafswkp9FsTavojYXF3K8dCYcejbZMhpaFa9mfif104puO1OZJSkhJFYDApSxShms8KsLzUKUmNLuNDSbsjEkGsuyJ6lYKt7q0XXSeOq7FXKlcfrUvUuO0IezuAcLsGDG6jCA9SgDgKe4Q0+4ctB59V5dz4W0ZyT/TmFJTjff3DIis4=</latexit>↵

<latexit sha1_base64="GY0WjKil+zbBnhJ1BD1C6MHYgpc=">AAAB4HicdVBNS0JBFL3Pvsy+rJZthiRoJfMkXrqT2rQ0yg9QkXnjqIPzPpi5TxBx3yaiTUG/qL/Qv2me2sKoAwOHc85w77l+rKRBSr+czMbm1vZOdje3t39weJQ/PmmYKNFc1HmkIt3ymRFKhqKOEpVoxVqwwFei6Y9vU785EdrIKHzEaSy6ARuGciA5Qys9THq6ly/QIrXwPJISt0xdSyqVcqlUIe7CorQAK9R6+c9OP+JJIELkihnTdmmM3RnTKLkS81wnMSJmfMyGYrZYcE4urNQng0jbFyJZqGs5FhgzDXybDBiOzG8vFf/y2gkOyt2ZDOMERciXgwaJIhiRtC3pSy04qqkljGtpNyR8xDTjaG+Ss9V/+pH/SaNUdL2id39VqN6sjpCFMziHS3DhGqpwBzWoA4chPMMbvDu+8+S8OK/LaMZZ/TmFNTgf37B+idI=</latexit>vr



Tasa de eventos

<latexit sha1_base64="XwxIvcWQNa73yNSYDQRvv61ip6s="></latexit>

d�

dm
=

dn

dm
vr cos ✓f(~vr)d

2vr dV

densidad de lentes  
(número por unidad de volumen)  

por unidad de masa
probabilidad de la 
velocidad relativa

<latexit sha1_base64="34DEqJ5FJkxYsQWxsudU8JZaekA="></latexit>

dn

dm
=

⇢(x)

m
�(m�M)Monocromaticidad


(única masa)

<latexit sha1_base64="wDFZx/PIgPgx1MB0D4xNPFruD8Q=">AAAB/3icdVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VwISUpEtuFUHyAC8EqfUFTwmQybYdOHsxMhBK6cOOvuBFxo+Af+Av+jZO0Lip6YOBwzhnuvceNGBXSML603MLi0vJKfrWwtr6xuaVv77REGHNMmjhkIe+4SBBGA9KUVDLSiThBvstI2x2dp377nnBBw6AhxxHp+WgQ0D7FSCrJ0aHXOo2dBrxzLqF9BD0bsWiIMnrhJDfXE0cvGiVDwbJgSsyKYSpSrVbK5So0M8swimCGuqN/2l6IY58EEjMkRNc0ItlLEJcUMzIp2LEgEcIjNCBJtv8EHijJg/2QqxdImKlzOeQLMfZdlfSRHIrfXir+5XVj2a/0EhpEsSQBng7qxwzKEKZlQI9ygiUbK4Iwp2pDiIeIIyxVZQV1+s998H/SKpdMq2TdHhdrZ7MS8mAP7INDYIITUANXoA6aAINH8AzewLv2oD1pL9rrNJrTZn92wRy0j28K/pQD</latexit>

dV = uTRE d↵ dDOL

Elemento de volumen del  
“tubo de microlensing” 

<latexit sha1_base64="M+5EKQbIvpELNBK/6IkcIrW3sAg=">AAAB/nicdVDLSgMxFM34rPVVdenCYBFcSJkZpLYLoejGZQX7gE4dMpm0Dc08SO4UylBw46+4EXGj4Cf4C/6NmbYuKnog4XDOCbn3eLHgCkzzy1haXlldW89t5De3tnd2C3v7TRUlkrIGjUQk2x5RTPCQNYCDYO1YMhJ4grW84XXmt0ZMKh6FdzCOWTcg/ZD3OCWgJbdw5N+n9mTkSnyJ9e1g34EBA4KdM+xrwS0UzZKpUS7jjFgV09KkWq3YdhVbU8s0i2iOulv4dPyIJgELgQqiVMcyY+imRAKngk3yTqJYTOiQ9Fk6HX+CT7Tk414k9QkBT9WFHAmUGgeeTgYEBuq3l4l/eZ0EepVuysM4ARbS2Ue9RGCIcNYF9rlkFMRYE0Il1xNiOiCSUNCN5fXqP/vh/0nTLlnlUvn2vFi7mpeQQ4foGJ0iC12gGrpBddRAFD2iZ/SG3o0H48l4MV5n0SVj/uYALcD4+AbOC5SQ</latexit>

d2vr = vr d✓ dvr
Isotropia de la distribución


de velocidades

volumen del  
“tubo de microlensing” 

<latexit sha1_base64="GY0WjKil+zbBnhJ1BD1C6MHYgpc=">AAAB4HicdVBNS0JBFL3Pvsy+rJZthiRoJfMkXrqT2rQ0yg9QkXnjqIPzPpi5TxBx3yaiTUG/qL/Qv2me2sKoAwOHc85w77l+rKRBSr+czMbm1vZOdje3t39weJQ/PmmYKNFc1HmkIt3ymRFKhqKOEpVoxVqwwFei6Y9vU785EdrIKHzEaSy6ARuGciA5Qys9THq6ly/QIrXwPJISt0xdSyqVcqlUIe7CorQAK9R6+c9OP+JJIELkihnTdmmM3RnTKLkS81wnMSJmfMyGYrZYcE4urNQng0jbFyJZqGs5FhgzDXybDBiOzG8vFf/y2gkOyt2ZDOMERciXgwaJIhiRtC3pSy04qqkljGtpNyR8xDTjaG+Ss9V/+pH/SaNUdL2id39VqN6sjpCFMziHS3DhGqpwBzWoA4chPMMbvDu+8+S8OK/LaMZZ/TmFNTgf37B+idI=</latexit>vr



Tasa de eventos

<latexit sha1_base64="XwxIvcWQNa73yNSYDQRvv61ip6s="></latexit>

d�

dm
=

dn

dm
vr cos ✓f(~vr)d

2vr dV

<latexit sha1_base64="34DEqJ5FJkxYsQWxsudU8JZaekA="></latexit>

dn

dm
=

⇢(x)

m
�(m�M)Monocromaticidad


(única masa)

<latexit sha1_base64="wDFZx/PIgPgx1MB0D4xNPFruD8Q=">AAAB/3icdVDLSsNAFJ3UV62vqEs3g0VwISUpEtuFUHyAC8EqfUFTwmQybYdOHsxMhBK6cOOvuBFxo+Af+Av+jZO0Lip6YOBwzhnuvceNGBXSML603MLi0vJKfrWwtr6xuaVv77REGHNMmjhkIe+4SBBGA9KUVDLSiThBvstI2x2dp377nnBBw6AhxxHp+WgQ0D7FSCrJ0aHXOo2dBrxzLqF9BD0bsWiIMnrhJDfXE0cvGiVDwbJgSsyKYSpSrVbK5So0M8swimCGuqN/2l6IY58EEjMkRNc0ItlLEJcUMzIp2LEgEcIjNCBJtv8EHijJg/2QqxdImKlzOeQLMfZdlfSRHIrfXir+5XVj2a/0EhpEsSQBng7qxwzKEKZlQI9ygiUbK4Iwp2pDiIeIIyxVZQV1+s998H/SKpdMq2TdHhdrZ7MS8mAP7INDYIITUANXoA6aAINH8AzewLv2oD1pL9rrNJrTZn92wRy0j28K/pQD</latexit>

dV = uTRE d↵ dDOL

Elemento de volumen del  
“tubo de microlensing” 

<latexit sha1_base64="M+5EKQbIvpELNBK/6IkcIrW3sAg=">AAAB/nicdVDLSgMxFM34rPVVdenCYBFcSJkZpLYLoejGZQX7gE4dMpm0Dc08SO4UylBw46+4EXGj4Cf4C/6NmbYuKnog4XDOCbn3eLHgCkzzy1haXlldW89t5De3tnd2C3v7TRUlkrIGjUQk2x5RTPCQNYCDYO1YMhJ4grW84XXmt0ZMKh6FdzCOWTcg/ZD3OCWgJbdw5N+n9mTkSnyJ9e1g34EBA4KdM+xrwS0UzZKpUS7jjFgV09KkWq3YdhVbU8s0i2iOulv4dPyIJgELgQqiVMcyY+imRAKngk3yTqJYTOiQ9Fk6HX+CT7Tk414k9QkBT9WFHAmUGgeeTgYEBuq3l4l/eZ0EepVuysM4ARbS2Ue9RGCIcNYF9rlkFMRYE0Il1xNiOiCSUNCN5fXqP/vh/0nTLlnlUvn2vFi7mpeQQ4foGJ0iC12gGrpBddRAFD2iZ/SG3o0H48l4MV5n0SVj/uYALcD4+AbOC5SQ</latexit>

d2vr = vr d✓ dvr
Isotropia de la distribución


de velocidades

<latexit sha1_base64="RZIlwExpn5COMvRWlUA0ee4TZnI="></latexit>

d� =
⇢(x)

M
v2
r
uTRE cos ✓f(vr) d✓ dvr d↵ dDOL

Distribución maxwelliana de velocidades:

<latexit sha1_base64="lkcAJK3S3GZQXOO8ZLLp6Oqcz+U="></latexit>

f(vr) = exp

✓
�v2r
v2c

◆

Esta y próximas filminas adaptadas de Anibal Varela, tesis de licenciatura, UBA (2022)



Tasa de eventos
<latexit sha1_base64="RZIlwExpn5COMvRWlUA0ee4TZnI="></latexit>

d� =
⇢(x)

M
v2
r
uTRE cos ✓f(vr) d✓ dvr d↵ dDOL

Distribución maxwelliana de velocidades:

<latexit sha1_base64="lkcAJK3S3GZQXOO8ZLLp6Oqcz+U="></latexit>

f(vr) = exp

✓
�v2r
v2c

◆

• Como introducir la duración de los eventos?

• Tiempo para cruzar  

la sección eficaz
<latexit sha1_base64="6RYHPx5Iv8bOnRe9sc0xcmUEOHo=">AAACB3icdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSLUS9ktUtuDUBTBY5W2FrplyabZNjT7IPm2UJb9AV78K15EvCh48y/4b0wfHio6EBhmJiQzbiS4AtP8MjIrq2vrG9nN3Nb2zu5efv+grcJYUtaioQhlxyWKCR6wFnAQrBNJRnxXsHt3dDX178dMKh4GTZhErOeTQcA9TgloyckX7SGBBNIL25OEJuU75xrHTtOmoSraMGRATtNk7MjUyRfMkqlRqeApsaqmpUmtVi2Xa9iaWaZZQAs0nPyn3Q9p7LMAqCBKdS0zgl5CJHAqWJqzY8UiQkdkwJJZjxSfaKmPvVDqEwCeqUs54is18V2d9AkM1W9vKv7ldWPwqr2EB1EMLKDzh7xYYAjxdBTc55JREBNNCJVc/xDTIdGDgJ4up6v/9MP/k3a5ZFVKlduzQv1yMUIWHaFjVEQWOkd1dIMaqIUoekTP6A29Gw/Gk/FivM6jGWNx5xAtwfj4BlP1mXM=</latexit>

t̂ =
2REuT cos(✓)

vr

Observación: a veces se llama a esa cantidad 
de “Einstein crossing time”. No confundir con el 
tiempo de Einstein como estamos definiendo 
en este curso.



Tasa de eventos
<latexit sha1_base64="RZIlwExpn5COMvRWlUA0ee4TZnI="></latexit>

d� =
⇢(x)

M
v2
r
uTRE cos ✓f(vr) d✓ dvr d↵ dDOL

Distribución maxwelliana de velocidades:

<latexit sha1_base64="lkcAJK3S3GZQXOO8ZLLp6Oqcz+U="></latexit>

f(vr) = exp

✓
�v2r
v2c

◆

<latexit sha1_base64="6RYHPx5Iv8bOnRe9sc0xcmUEOHo=">AAACB3icdVBLSwMxGMzWV62vqkcvwSLUS9ktUtuDUBTBY5W2FrplyabZNjT7IPm2UJb9AV78K15EvCh48y/4b0wfHio6EBhmJiQzbiS4AtP8MjIrq2vrG9nN3Nb2zu5efv+grcJYUtaioQhlxyWKCR6wFnAQrBNJRnxXsHt3dDX178dMKh4GTZhErOeTQcA9TgloyckX7SGBBNIL25OEJuU75xrHTtOmoSraMGRATtNk7MjUyRfMkqlRqeApsaqmpUmtVi2Xa9iaWaZZQAs0nPyn3Q9p7LMAqCBKdS0zgl5CJHAqWJqzY8UiQkdkwJJZjxSfaKmPvVDqEwCeqUs54is18V2d9AkM1W9vKv7ldWPwqr2EB1EMLKDzh7xYYAjxdBTc55JREBNNCJVc/xDTIdGDgJ4up6v/9MP/k3a5ZFVKlduzQv1yMUIWHaFjVEQWOkd1dIMaqIUoekTP6A29Gw/Gk/FivM6jGWNx5xAtwfj4BlP1mXM=</latexit>

t̂ =
2REuT cos(✓)

vr

• Finalmente, la tasa de eventos será dada por

Navarro-Frenk-WhiteEsfera isotérmica suavizada

• Modelos de la distribución de materia oscura

<latexit sha1_base64="ScQRBdJzMOTwIlC7nwrOS6x88Lg="></latexit>

d�

dt̂
=

Z 1

0
dvr

Z 2⇡

0
d↵

Z
DS

0
dDOL

Z
⇡/2

�⇡/2
d✓

⇢(DOL)

M
v2
r
cos ✓uTRE e

✓
� v2

r
v2
c

◆

�

✓
t̂� 2REuT cos(✓)

vr

◆



Tasa de eventos

• Cambiando de variables

<latexit sha1_base64="ScQRBdJzMOTwIlC7nwrOS6x88Lg="></latexit>

d�

dt̂
=

Z 1

0
dvr

Z 2⇡

0
d↵

Z
DS

0
dDOL

Z
⇡/2

�⇡/2
d✓

⇢(DOL)

M
v2
r
cos ✓uTRE e

✓
� v2

r
v2
c

◆

�

✓
t̂� 2REuT cos(✓)

vr

◆



Tasa de eventos

Tasa de eventos para LMC



Tasa de eventos

LMC x M31



Tasa de eventos hacia M31



Número esperado de eventos

• Eficiencia: fracción que se detecta para cada tiempo característico

<latexit sha1_base64="q9gJbXdO0lKrR731ikLiRmDaCtU="></latexit>

Nexp = E

Z 1

0

d�

dt̂
dt̂

<latexit sha1_base64="S2dVuF6asvidMjaDuFoACmBsYCk="></latexit>

E = Nestrellas ⇥ Tobservación

Ejemplos:



Número esperado de eventos

• Eficiencia: fracción que se detecta para cada tiempo característico

<latexit sha1_base64="q9gJbXdO0lKrR731ikLiRmDaCtU="></latexit>

Nexp = E

Z 1

0

d�

dt̂
dt̂

<latexit sha1_base64="S2dVuF6asvidMjaDuFoACmBsYCk="></latexit>

E = Nestrellas ⇥ Tobservación

<latexit sha1_base64="BXU4ta/rs4ihwrA8uaACAPkp6mU="></latexit>

Nexp = E

Z 1

0
E(t̂)d�

dt̂
dt̂

Ejemplos:

Aquí, para simplificar, consideramos 
que la eficiencia de detección no 
depende de la magnitud de la fuente. 
¿Cómo quedaría la expresión de Nexp 
si tomamos en cuenta que la 
eficiencia depende de la magnitud de 
las fuentes ms?



Número esperado de eventos



Expectativa x observación
• Conteo de eventos sigue estadística de Poisson

• Dados N eventos observados, ¿en qué rango 
limito mi modelo dentro de una cierta 
probabilidad?

• Ejemplo 95% de nivel de confianza



Expectativa x observación
• ¿Y si el número es significativamente menor al 

esperado?

• Ningún evento observado

• Excluye Nexp > 3 en 95% C.L



Resumen



Límites en la abundancia de 
Materia Oscura





Límites actuales

28
https://arxiv.org/pdf/2403.02386

No massive black holes in the Milky Way halo 
Nature volume 632, pages 749–751 (2024), https://www.nature.com/articles/s41586-024-07704-6

https://www.nature.com/


29

https://iopscience.iop.org/article/10.3847/1538-4365/ad452e/pdfarXiv: 2403.02398
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Microlensing en M31
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Resultados en M31

31arXiv:1701.02151

(finite source size+wave optics)

! HyperSuprimeCam

! Telescópio Subaru de 8m

! Gran campo de visión 

(M31 entera)

! Microlensing de los 

pixeles (no puntos)

! Linea de base: 8h

! cadencia minutos

Microlensing de 
estrellas de 
Andrômeda
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Límites de materia oscura en 
objetos compactos

32

Considerando el 
efecto de fuente 

finita y óptica 
ondulatória, el 

límite es menos 
restrictivo

arXiv:1701.02151v3

arXiv:1910.01285

Considerando una 
distribución realista 
de la dimensión de 

las estrellas, el 
límite se vuelve aún 

menos restritivo

Límites de femtolensing no sobreviven 
al efecto de fuente finita
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Ventanas para PBH

arXiv:2006.02838

Macrolensing: 

busca + modelos!

Estudiar con 
micro y 

femtolensing

Eliminating the LIGO bounds on primordial 
black hole dark matter, arXiv:2008.10743


ondas 
gravitacionales escala de 

cúmulos de 
galaxias


¡Generación de 
arcos 

gravitacionales y 
anillos de 
Einstein!


¿Seriam 
detectados?


¿Límites 
actuales?


¿Se pueden 
predecir y 

obtener límites?



Límites por microlensing en matéria oscura extendida

! Matéria escura en la 
forma de objetos 
condensados 

! agujeros negros 

primordiales

! estrellas de 

bosones

! micro-halos de 

materia oscura

! mini-grumos de 

axiones


Otros modelos de lentes

arXiv: 2002.08962
Ver también: Repository for extended dark matter object constraints, 

Djuna Croon, Sergio Sevillano Muñoz, arXiv:2407.02573

https://arxiv.org/search/astro-ph?searchtype=author&query=Croon,+D
https://arxiv.org/search/astro-ph?searchtype=author&query=Mu%C3%B1oz,+S+S


Otras poblaciones de lentes

35



Exceso de eventos por planetas?

No hay exceso? Hay exceso para masas menores?



37



Para pensar
• Para pensar: ¿es realista el cálculo de la estadística de 

lentes usando un umbral fijo de magnificación? ¿Qué 
hipótesis conlleva?


• ¿Eso podría llevar a descartar eventos o poner un sesgo 
de selección?


• ¿Cómo tomar en cuenta la eficiencia de detección, 
modificando la sección eficaz o agregando una función de 
selección?


• ¿Qué cambiaria en el cálculo de la tasa de eventos si 
consideramos el efecto de fuente finita?



Qué se puede estudiar con microlensing?

● Descubierta de planetas extra-solares:  
> 300 planetas (> 60 en 2022!)

● Propiedades y distribución de objetos 
compactos: agujeros negros, estrellas de 
neutrones, enanas blancas y marrones, 
estrellas comunes, etc.

● Existencia y propiedades de objetos 
condensados candidatos a materia 
oscura (agujeros negros primordiales, 
estrellas de bosones, etc.)

● Límites en la contribución de esos 
objetos a la materia oscura en el 
Universo

● En resumen, pueden sondear cualquier 
cosa en nuestra galaxia (o en otras 
galáxias) que sea lo suficientemente 
condensada y posea masa mayor a la 
de asteroides!

arXiv:1701.02151v3



Para pensar

• ¿Qué más se podría medir con microlensing?


• ¿Qué otras aplicaciones podría tener?


• ¿Qué tipo de instrumentación nueva podría llevar a 
nuevas descubiertas o nuevas medidas en el 
campo?



Plan de la Parte II

lentes	por	galáxias	y	cúmulos	de	galáxias	

Ecuación	de	la	lente	en	un	universo	en	

expansión

Jacobiana	de	la	transformación:	 

cáusticas	y	curvas	críticas

Modelos	de	lentes	extendidas

Retraso	temporal	y	aplicaciones

Efecto	débil	de	lentes	(fundamentos	de	weak	

lensing,	regímenes	y	métodos)

41
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Límite newtoniano y teoria de 
perturbación relativista

! Teoria de perturbación cosmológica: métrica de Robertson-
Walker perturbada


! Desacople entre los modos en el regimen lineal

! Perturbaciones escalares:


(para um fluido perfecto Φ = Ψ)

! Límite newtoniano:                 e   �

c2
⌧ 1

<latexit sha1_base64="EeYYnx9fKFgA9XGX6d3CoTZGn9k=">AAAB9XicbVDJSgNBFHwTtxi3UcGLl8YgeAozQdBj0IvHCGaBTAw9nZ6kSc9C9xsljPMpXkS8KPgb/oJ/Y2e5JLGgoaiq5r1XfiKFRsf5tQpr6xubW8Xt0s7u3v6BfXjU1HGqGG+wWMaq7VPNpYh4AwVK3k4Up6Evecsf3U781hNXWsTRA44T3g3pIBKBYBSN1LNPvEBRlnnJUOQZe6zmxJOSuD277FScKcgqceekDHPUe/aP149ZGvIImaRad1wnwW5GFQomeV7yUs0TykZ0wLPp1jk5N1KfBLEyL0IyVRdyNNR6HPomGVIc6mVvIv7ndVIMrruZiJIUecRmg4JUEozJpALSF4ozlGNDKFPCbEjYkJoa0BRVMqe7y4eukma14joV9/6yXLuZl1CEUziDC3DhCmpwB3VoAIMXeINP+LKerVfr3fqYRQvW/M8xLMD6/gMAq5FP</latexit><latexit sha1_base64="EeYYnx9fKFgA9XGX6d3CoTZGn9k=">AAAB9XicbVDJSgNBFHwTtxi3UcGLl8YgeAozQdBj0IvHCGaBTAw9nZ6kSc9C9xsljPMpXkS8KPgb/oJ/Y2e5JLGgoaiq5r1XfiKFRsf5tQpr6xubW8Xt0s7u3v6BfXjU1HGqGG+wWMaq7VPNpYh4AwVK3k4Up6Evecsf3U781hNXWsTRA44T3g3pIBKBYBSN1LNPvEBRlnnJUOQZe6zmxJOSuD277FScKcgqceekDHPUe/aP149ZGvIImaRad1wnwW5GFQomeV7yUs0TykZ0wLPp1jk5N1KfBLEyL0IyVRdyNNR6HPomGVIc6mVvIv7ndVIMrruZiJIUecRmg4JUEozJpALSF4ozlGNDKFPCbEjYkJoa0BRVMqe7y4eukma14joV9/6yXLuZl1CEUziDC3DhCmpwB3VoAIMXeINP+LKerVfr3fqYRQvW/M8xLMD6/gMAq5FP</latexit><latexit sha1_base64="EeYYnx9fKFgA9XGX6d3CoTZGn9k=">AAAB9XicbVDJSgNBFHwTtxi3UcGLl8YgeAozQdBj0IvHCGaBTAw9nZ6kSc9C9xsljPMpXkS8KPgb/oJ/Y2e5JLGgoaiq5r1XfiKFRsf5tQpr6xubW8Xt0s7u3v6BfXjU1HGqGG+wWMaq7VPNpYh4AwVK3k4Up6Evecsf3U781hNXWsTRA44T3g3pIBKBYBSN1LNPvEBRlnnJUOQZe6zmxJOSuD277FScKcgqceekDHPUe/aP149ZGvIImaRad1wnwW5GFQomeV7yUs0TykZ0wLPp1jk5N1KfBLEyL0IyVRdyNNR6HPomGVIc6mVvIv7ndVIMrruZiJIUecRmg4JUEozJpALSF4ozlGNDKFPCbEjYkJoa0BRVMqe7y4eukma14joV9/6yXLuZl1CEUziDC3DhCmpwB3VoAIMXeINP+LKerVfr3fqYRQvW/M8xLMD6/gMAq5FP</latexit><latexit sha1_base64="EeYYnx9fKFgA9XGX6d3CoTZGn9k=">AAAB9XicbVDJSgNBFHwTtxi3UcGLl8YgeAozQdBj0IvHCGaBTAw9nZ6kSc9C9xsljPMpXkS8KPgb/oJ/Y2e5JLGgoaiq5r1XfiKFRsf5tQpr6xubW8Xt0s7u3v6BfXjU1HGqGG+wWMaq7VPNpYh4AwVK3k4Up6Evecsf3U781hNXWsTRA44T3g3pIBKBYBSN1LNPvEBRlnnJUOQZe6zmxJOSuD277FScKcgqceekDHPUe/aP149ZGvIImaRad1wnwW5GFQomeV7yUs0TykZ0wLPp1jk5N1KfBLEyL0IyVRdyNNR6HPomGVIc6mVvIv7ndVIMrruZiJIUecRmg4JUEozJpALSF4ozlGNDKFPCbEjYkJoa0BRVMqe7y4eukma14joV9/6yXLuZl1CEUziDC3DhCmpwB3VoAIMXeINP+LKerVfr3fqYRQvW/M8xLMD6/gMAq5FP</latexit>

⇣v
c

⌘2
⌧ 1

<latexit sha1_base64="s4FAAzjaBvuVEUT5WUu5A9JoaaY=">AAAB/3icbVDJSgNBFHwTtxi3UY9eGoMQL2EmCHoMevEYwSyQiaGn05M06VnofhMIQw5e/BUvIl4U/AN/wb+xs1ySWNBQVFXz3is/kUKj4/xauY3Nre2d/G5hb//g8Mg+PmnoOFWM11ksY9XyqeZSRLyOAiVvJYrT0Je86Q/vpn5zxJUWcfSI44R3QtqPRCAYRSN1beJJHmDJCxRl2WiSsYmnRH+Al08VY0nidu2iU3ZmIOvEXZAiLFDr2j9eL2ZpyCNkkmrddp0EOxlVKJjkk4KXap5QNqR9ns32n5ALI/VIECvzIiQzdSlHQ63HoW+SIcWBXvWm4n9eO8XgppOJKEmRR2w+KEglwZhMyyA9oThDOTaEMiXMhoQNqKkCTWUFc7q7eug6aVTKrlN2H66K1dtFCXk4g3MogQvXUIV7qEEdGLzAG3zCl/VsvVrv1sc8mrMWf05hCdb3H0W6lV4=</latexit><latexit sha1_base64="s4FAAzjaBvuVEUT5WUu5A9JoaaY=">AAAB/3icbVDJSgNBFHwTtxi3UY9eGoMQL2EmCHoMevEYwSyQiaGn05M06VnofhMIQw5e/BUvIl4U/AN/wb+xs1ySWNBQVFXz3is/kUKj4/xauY3Nre2d/G5hb//g8Mg+PmnoOFWM11ksY9XyqeZSRLyOAiVvJYrT0Je86Q/vpn5zxJUWcfSI44R3QtqPRCAYRSN1beJJHmDJCxRl2WiSsYmnRH+Al08VY0nidu2iU3ZmIOvEXZAiLFDr2j9eL2ZpyCNkkmrddp0EOxlVKJjkk4KXap5QNqR9ns32n5ALI/VIECvzIiQzdSlHQ63HoW+SIcWBXvWm4n9eO8XgppOJKEmRR2w+KEglwZhMyyA9oThDOTaEMiXMhoQNqKkCTWUFc7q7eug6aVTKrlN2H66K1dtFCXk4g3MogQvXUIV7qEEdGLzAG3zCl/VsvVrv1sc8mrMWf05hCdb3H0W6lV4=</latexit><latexit sha1_base64="s4FAAzjaBvuVEUT5WUu5A9JoaaY=">AAAB/3icbVDJSgNBFHwTtxi3UY9eGoMQL2EmCHoMevEYwSyQiaGn05M06VnofhMIQw5e/BUvIl4U/AN/wb+xs1ySWNBQVFXz3is/kUKj4/xauY3Nre2d/G5hb//g8Mg+PmnoOFWM11ksY9XyqeZSRLyOAiVvJYrT0Je86Q/vpn5zxJUWcfSI44R3QtqPRCAYRSN1beJJHmDJCxRl2WiSsYmnRH+Al08VY0nidu2iU3ZmIOvEXZAiLFDr2j9eL2ZpyCNkkmrddp0EOxlVKJjkk4KXap5QNqR9ns32n5ALI/VIECvzIiQzdSlHQ63HoW+SIcWBXvWm4n9eO8XgppOJKEmRR2w+KEglwZhMyyA9oThDOTaEMiXMhoQNqKkCTWUFc7q7eug6aVTKrlN2H66K1dtFCXk4g3MogQvXUIV7qEEdGLzAG3zCl/VsvVrv1sc8mrMWf05hCdb3H0W6lV4=</latexit><latexit sha1_base64="s4FAAzjaBvuVEUT5WUu5A9JoaaY=">AAAB/3icbVDJSgNBFHwTtxi3UY9eGoMQL2EmCHoMevEYwSyQiaGn05M06VnofhMIQw5e/BUvIl4U/AN/wb+xs1ySWNBQVFXz3is/kUKj4/xauY3Nre2d/G5hb//g8Mg+PmnoOFWM11ksY9XyqeZSRLyOAiVvJYrT0Je86Q/vpn5zxJUWcfSI44R3QtqPRCAYRSN1beJJHmDJCxRl2WiSsYmnRH+Al08VY0nidu2iU3ZmIOvEXZAiLFDr2j9eL2ZpyCNkkmrddp0EOxlVKJjkk4KXap5QNqR9ns32n5ALI/VIECvzIiQzdSlHQ63HoW+SIcWBXvWm4n9eO8XgppOJKEmRR2w+KEglwZhMyyA9oThDOTaEMiXMhoQNqKkCTWUFc7q7eug6aVTKrlN2H66K1dtFCXk4g3MogQvXUIV7qEEdGLzAG3zCl/VsvVrv1sc8mrMWf05hCdb3H0W6lV4=</latexit>
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Comentario/recordatorio

!Observaciones se realizan en 
el llamado cono de luz


!Relación entre distancia y 
tiempo


!Relación entre distancia y 
corrimiento al rojo z


!Utilizados de forma 
intercambiable


! z es directamente observable,

! t y r dependen del modelo

t = t1

t = t0

r = r1

r = 0

r = 0

t

di = f(z; cosmologia)
<latexit sha1_base64="s79maphcaoaNZYRlXm1iiBsda/o=">AAAB+3icbVDLSsNAFL2pr1pfUZe6GCxC3ZREBAURim5cVrAPaEuYTCbt0JkkzEyEGrLxV9yIuFHwH/wF/8bpY9PWAwOHc85l7j1+wpnSjvNrFVZW19Y3ipulre2d3T17/6Cp4lQS2iAxj2Xbx4pyFtGGZprTdiIpFj6nLX94N/ZbT1QqFkePepTQnsD9iIWMYG0kzz4OPIZuUFh5vkZZVwpEYiXMVJ/h/Myzy07VmQAtE3dGyjBD3bN/ukFMUkEjTThWquM6ie5lWGpGOM1L3VTRBJMh7tNssnuOTo0UoDCW5kUaTdS5HBZKjYRvkgLrgVr0xuJ/XifV4VUvY1GSahqR6UdhypGO0bgIFDBJieYjQzCRzGyIyABLTLSpq2ROdxcPXSbN86rrVN2Hi3LtdlZCEY7gBCrgwiXU4B7q0AACL/AGn/Bl5dar9W59TKMFazZzCHOwvv8AWPaTIw==</latexit><latexit sha1_base64="s79maphcaoaNZYRlXm1iiBsda/o=">AAAB+3icbVDLSsNAFL2pr1pfUZe6GCxC3ZREBAURim5cVrAPaEuYTCbt0JkkzEyEGrLxV9yIuFHwH/wF/8bpY9PWAwOHc85l7j1+wpnSjvNrFVZW19Y3ipulre2d3T17/6Cp4lQS2iAxj2Xbx4pyFtGGZprTdiIpFj6nLX94N/ZbT1QqFkePepTQnsD9iIWMYG0kzz4OPIZuUFh5vkZZVwpEYiXMVJ/h/Myzy07VmQAtE3dGyjBD3bN/ukFMUkEjTThWquM6ie5lWGpGOM1L3VTRBJMh7tNssnuOTo0UoDCW5kUaTdS5HBZKjYRvkgLrgVr0xuJ/XifV4VUvY1GSahqR6UdhypGO0bgIFDBJieYjQzCRzGyIyABLTLSpq2ROdxcPXSbN86rrVN2Hi3LtdlZCEY7gBCrgwiXU4B7q0AACL/AGn/Bl5dar9W59TKMFazZzCHOwvv8AWPaTIw==</latexit><latexit sha1_base64="s79maphcaoaNZYRlXm1iiBsda/o=">AAAB+3icbVDLSsNAFL2pr1pfUZe6GCxC3ZREBAURim5cVrAPaEuYTCbt0JkkzEyEGrLxV9yIuFHwH/wF/8bpY9PWAwOHc85l7j1+wpnSjvNrFVZW19Y3ipulre2d3T17/6Cp4lQS2iAxj2Xbx4pyFtGGZprTdiIpFj6nLX94N/ZbT1QqFkePepTQnsD9iIWMYG0kzz4OPIZuUFh5vkZZVwpEYiXMVJ/h/Myzy07VmQAtE3dGyjBD3bN/ukFMUkEjTThWquM6ie5lWGpGOM1L3VTRBJMh7tNssnuOTo0UoDCW5kUaTdS5HBZKjYRvkgLrgVr0xuJ/XifV4VUvY1GSahqR6UdhypGO0bgIFDBJieYjQzCRzGyIyABLTLSpq2ROdxcPXSbN86rrVN2Hi3LtdlZCEY7gBCrgwiXU4B7q0AACL/AGn/Bl5dar9W59TKMFazZzCHOwvv8AWPaTIw==</latexit><latexit sha1_base64="s79maphcaoaNZYRlXm1iiBsda/o=">AAAB+3icbVDLSsNAFL2pr1pfUZe6GCxC3ZREBAURim5cVrAPaEuYTCbt0JkkzEyEGrLxV9yIuFHwH/wF/8bpY9PWAwOHc85l7j1+wpnSjvNrFVZW19Y3ipulre2d3T17/6Cp4lQS2iAxj2Xbx4pyFtGGZprTdiIpFj6nLX94N/ZbT1QqFkePepTQnsD9iIWMYG0kzz4OPIZuUFh5vkZZVwpEYiXMVJ/h/Myzy07VmQAtE3dGyjBD3bN/ukFMUkEjTThWquM6ie5lWGpGOM1L3VTRBJMh7tNssnuOTo0UoDCW5kUaTdS5HBZKjYRvkgLrgVr0xuJ/XifV4VUvY1GSahqR6UdhypGO0bgIFDBJieYjQzCRzGyIyABLTLSpq2ROdxcPXSbN86rrVN2Hi3LtdlZCEY7gBCrgwiXU4B7q0AACL/AGn/Bl5dar9W59TKMFazZzCHOwvv8AWPaTIw==</latexit>
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dA ⌘ D

�✓

(for �✓ ⌧ 1)para
<latexit sha1_base64="ZJS4y3qjdmQwDpGhDWiIz2g7kHs=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKRI9BLx4jmAdklzA725sMmX040yuEkJ/wIuJFwY/xF/wbN49LEgsGiqoauqv9VElDtv1rFTY2t7Z3irulvf2Dw6Py8UnLJJkW2BSJSnTH5waVjLFJkhR2Uo088hW2/eH91G+/oDYyiZ9olKIX8X4sQyk45ZLnBqiIM5cGSLxXrthVewa2TpwFqcACjV75xw0SkUUYk1DcmK5jp+SNuSYpFE5KbmYw5WLI+zierTphF7kUsDDR+YuJzdSlHI+MGUV+now4DcyqNxX/87oZhbfeWMZpRhiL+aAwU4wSNu3NAqlRkBrlhAst8w2ZGHDNBeXXKeXVndWi66R1VXVq1drjdaV+tzhCEc7gHC7BgRuowwM0oAkCnuENPuHLUtar9W59zKMFa/HnFJZgff8BXIyNqg==</latexit>

�✓

<latexit sha1_base64="2XX7EpDOF82628DJHS8+ErvUt50=">AAAB4HicdVBNS0JBFL3Pvsy+rJZthiRoJfMkXrqT2rQ0yg9QkXnjqIPzPpi5LzBx3yaiTUG/qL/Qv2me2sKoAwOHc85w77l+rKRBSr+czNr6xuZWdju3s7u3f5A/PGqYKNFc1HmkIt3ymRFKhqKOEpVoxVqwwFei6Y+vU7/5ILSRUXiPk1h0AzYM5UByhla6e+y5vXyBFqmF55GUuGXqWlKplEulCnHnFqUFWKLWy392+hFPAhEiV8yYtktj7E6ZRsmVmOU6iREx42M2FNP5gjNyZqU+GUTavhDJXF3JscCYSeDbZMBwZH57qfiX105wUO5OZRgnKEK+GDRIFMGIpG1JX2rBUU0sYVxLuyHhI6YZR3uTnK3+04/8TxqlousVvduLQvVqeYQsnMApnIMLl1CFG6hBHTgM4Rne4N3xnSfnxXldRDPO8s8xrMD5+AZWdImV</latexit>z1
<latexit sha1_base64="Z60ypOcyh0llyjvDXJxhBlk1KIM=">AAAB4HicdVDLSgMxFL2pr1pfVZdugkVwVTKDjO2u6MZlRfuAtpRMmmlDMw+SjFBL925E3Cj4Rf6Cf2OmrYuKHggczjnh3nP9RAptCPlCubX1jc2t/HZhZ3dv/6B4eNTUcaoYb7BYxqrtU82liHjDCCN5O1Gchr7kLX98nfmtB660iKN7M0l4L6TDSASCUWOlu8e+2y+WSJlYeB7OiFMhjiXVasV1q9iZW4SUYIl6v/jZHcQsDXlkmKRadxySmN6UKiOY5LNCN9U8oWxMh3w6X3CGz6w0wEGs7IsMnqsrORpqPQl9mwypGenfXib+5XVSE1R6UxElqeERWwwKUolNjLO2eCAUZ0ZOLKFMCbshZiOqKDP2JgVb/acf/p803bLjlb3bi1LtanmEPJzAKZyDA5dQgxuoQwMYDOEZ3uAd+egJvaDXRTSHln+OYQXo4xtX7omW</latexit>z2 <latexit sha1_base64="WumAp6R1pE595M/mrNQqFdi2lvY=">AAACA3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rl26CVahbspMkepGqLpxWcE+oC1DJpNpQzMPkoxQS5du/BU3Im4U3PsL/o2ZdjZtPRA495wbknPcmDOpLOvXyK2srq1v5DcLW9s7u3vm/kFTRokgtEEiHom2iyXlLKQNxRSn7VhQHLicttzhbeq3HqmQLAof1CimvQD3Q+YzgpWWHPPEc67RFcIl5VTOhDO2K5N0RKUnPaNMcMyiVbamQMvEzkgRMtQd86frRSQJaKgIx1J2bCtWvTEWihFOJ4VuImmMyRD36XiaYYJOteQhPxL6hApN1bk9HEg5Cly9GWA1kIteKv7ndRLlX/bGLIwTRUMye8hPOFIRSgtBHhOUKD7SBBPB9A8RGWCBidK1FXR0ezHoMmlWyna1XL0/L9ZushLycATHUAIbLqAGd1CHBhB4gTf4hC/j2Xg13o2P2WrOyO4cwhyM7z9qYJPz</latexit>

dA = a(t2)r12 = a(z2)r12

Distancia de diámetro angular entre dos puntos

-1
dA = a (t1) r12

<latexit sha1_base64="ggWq/Ae5wLuH3xum369zDMReGmU=">AAAB73icbVDLSgMxFM3UV62vUZdugkVwVWaKVJdFNy4r2Ae0dcikmTY0kxmTO4U6zHe4EXGj4J/4C/6NaTubth5IOJxzQu65fiy4Bsf5tQobm1vbO8Xd0t7+weGRfXzS0lGiKGvSSESq4xPNBJesCRwE68SKkdAXrO2P72Z+e8KU5pF8hGnM+iEZSh5wSsBInm33uAQvffHc7Mnc1cyzy07FmQOvEzcnZZSj4dk/vUFEk5BJoIJo3XWdGPopUcCpYFmpl2gWEzomQ5bO583whZEGOIiUORLwXF3KkVDraeibZEhgpFe9mfif100guOmnXMYJMEkXHwWJwBDhWXk84IpREFNDCFXcTIjpiChCwayoZKq7q0XXSatacWuV2sNVuX6bL6GIztA5ukQuukZ1dI8aqIkomqA39Im+rGfr1Xq3PhbRgpW/OUVLsL7/AHZMj2o=</latexit>Z z2

z1

DA (z1, z2) =
1

1 + z2

Z z2

z1

dz

H(z)
<latexit sha1_base64="PH7yhvAq2cYaXmt+YJ9HNrORyHU="></latexit><latexit sha1_base64="PH7yhvAq2cYaXmt+YJ9HNrORyHU="></latexit><latexit sha1_base64="PH7yhvAq2cYaXmt+YJ9HNrORyHU="></latexit><latexit sha1_base64="PH7yhvAq2cYaXmt+YJ9HNrORyHU="></latexit>

Caso plano:
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Distância de diámetro angular entre dos puntos

Caso plano:

En el modelo wCDM p = w⇢
<latexit sha1_base64="E19n1LI2wFLSftn9HTOcJIe4CQQ=">AAAB53icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoBuh6MZlBfvAtpRMmmlDM8mQ3FFK6Te4EXGj4N/4C/6NaTubth4IHM454d5zw0QKi77/6+XW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFR3erUMF5jWmrTDKnlUiheQ4GSNxPDaRxK3giHd1O/8cyNFVo94ijhnZj2lYgEo+ikp4TckBfSNgPdLZb8sj8DWSVBRkqQodot/rR7mqUxV8gktbYV+Al2xtSgYJJPCu3U8oSyIe3z8WzPCTlzUo9E2rinkMzUhRyNrR3FoUvGFAd22ZuK/3mtFKPrzlioJEWu2HxQlEqCmkxLk54wnKEcOUKZEW5DwgbUUIbuNAVXPVguukrqF+XALwcPl6XKbXaEPJzAKZxDAFdQgXuoQg0YKHiDT/jyhPfqvXsf82jOy/4cwwK87z8teIuy</latexit><latexit sha1_base64="E19n1LI2wFLSftn9HTOcJIe4CQQ=">AAAB53icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoBuh6MZlBfvAtpRMmmlDM8mQ3FFK6Te4EXGj4N/4C/6NaTubth4IHM454d5zw0QKi77/6+XW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFR3erUMF5jWmrTDKnlUiheQ4GSNxPDaRxK3giHd1O/8cyNFVo94ijhnZj2lYgEo+ikp4TckBfSNgPdLZb8sj8DWSVBRkqQodot/rR7mqUxV8gktbYV+Al2xtSgYJJPCu3U8oSyIe3z8WzPCTlzUo9E2rinkMzUhRyNrR3FoUvGFAd22ZuK/3mtFKPrzlioJEWu2HxQlEqCmkxLk54wnKEcOUKZEW5DwgbUUIbuNAVXPVguukrqF+XALwcPl6XKbXaEPJzAKZxDAFdQgXuoQg0YKHiDT/jyhPfqvXsf82jOy/4cwwK87z8teIuy</latexit><latexit sha1_base64="E19n1LI2wFLSftn9HTOcJIe4CQQ=">AAAB53icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoBuh6MZlBfvAtpRMmmlDM8mQ3FFK6Te4EXGj4N/4C/6NaTubth4IHM454d5zw0QKi77/6+XW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFR3erUMF5jWmrTDKnlUiheQ4GSNxPDaRxK3giHd1O/8cyNFVo94ijhnZj2lYgEo+ikp4TckBfSNgPdLZb8sj8DWSVBRkqQodot/rR7mqUxV8gktbYV+Al2xtSgYJJPCu3U8oSyIe3z8WzPCTlzUo9E2rinkMzUhRyNrR3FoUvGFAd22ZuK/3mtFKPrzlioJEWu2HxQlEqCmkxLk54wnKEcOUKZEW5DwgbUUIbuNAVXPVguukrqF+XALwcPl6XKbXaEPJzAKZxDAFdQgXuoQg0YKHiDT/jyhPfqvXsf82jOy/4cwwK87z8teIuy</latexit><latexit sha1_base64="E19n1LI2wFLSftn9HTOcJIe4CQQ=">AAAB53icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIoBuh6MZlBfvAtpRMmmlDM8mQ3FFK6Te4EXGj4N/4C/6NaTubth4IHM454d5zw0QKi77/6+XW1jc2t/LbhZ3dvf2D4uFR3erUMF5jWmrTDKnlUiheQ4GSNxPDaRxK3giHd1O/8cyNFVo94ijhnZj2lYgEo+ikp4TckBfSNgPdLZb8sj8DWSVBRkqQodot/rR7mqUxV8gktbYV+Al2xtSgYJJPCu3U8oSyIe3z8WzPCTlzUo9E2rinkMzUhRyNrR3FoUvGFAd22ZuK/3mtFKPrzlioJEWu2HxQlEqCmkxLk54wnKEcOUKZEW5DwgbUUIbuNAVXPVguukrqF+XALwcPl6XKbXaEPJzAKZxDAFdQgXuoQg0YKHiDT/jyhPfqvXsf82jOy/4cwwK87z8teIuy</latexit>

H2(a) = H2
0

h
⌦ra

�4 + ⌦Ma�3 + ⌦ka
�2 + ⌦DEa

�3(1+w)
i
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de forma que

DA (z1, z2) =
(1 + z2)

�1

H0

Z z2

z1

dz0p
⌦M (1 + z0)3 + (1� ⌦M ) (1 + z0)3(1+w)
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DA (z1, z2) =
1

1 + z2

Z z2

z1

dz

H(z)
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DLS = DA(zL, zS), etc.



!  Achromatic
S

O
^

ξ

Geodésica nula, 
Princípio de Fermat

ds2 =

✓
1 +

2⇥

c2

◆
c2dt2 �

✓
1� 2⇥

c2

◆
d�2

Desviación de la luz por la 
gravedad

d�

dt
:= c0 =

s
1 + 2⇥/c2

1� 2⇥/c2
' c(1 + 2⇥/c2)c

✓
1 +

2�

c2

◆
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! Acromático
Desvío causado 
por una lente 
puntual:


(factor 2 en 
comparación con 
“Newton”)

Parte espacial 
de la métrica  

de FLRW



Geometría del efecto de lentes por plano único
(aproximación de lente fina)

Observador

plano de las fuentes

plano de la lente

fuente



La ecuación de la lente

~�DOS = ~✓DOS � ~̂↵DLS

⇣
~✓
⌘

Ángulo de deflexión reducido

~↵ = ~̂↵
DLS

DOS

~� = ~✓ � ~↵
⇣
~✓
⌘

Ecuación de la lente

~� = ~✓ � ~↵
⇣
~✓
⌘

Cosmología: distancias de diámetro angular!

¡(Strong) lensing es resolver 
la ecuación de la lente!
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!Lentes gravitacionales en relatividad general: 
Schneirder, Ehlers, Falco: capítulos 3 (Optics in 
curved spacetime) y 4 (contexto cosmológico)


! Ángulo de reflexión en las 3 geometrías de 
fondo: Petters, Lavine, Wambsganss
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Deducciones formales



Lentes Extensas







 


































 

 

 





flection angle

~̂↵ =
4G

c2

Z
d2⇠0⌃

⇣
~⇠0
⌘ ~⇠ � ~⇠0

|~⇠ � ~⇠0|2



Extended Lenses

Comparing with the deflection angle

~̂↵ =
4G

c2

Z
d2⇠0⌃

⇣
~⇠0
⌘ ~⇠ � ~⇠0

|~⇠ � ~⇠0|2

Projected potential  
⇣
~⇠
⌘
=

Z
dz'(~⇠, z)

Poisson equation r2
⇠ 

⇣
~⇠
⌘
= 4⇡G⌃

⇣
~⇠
⌘

Using the 2D Green function

 
⇣
~⇠
⌘
= 2G

Z
d2⇠0⌃

⇣
~⇠0
⌘
ln |⇠ � ⇠0|

~̂↵ =
2

c2
~r⇠ 

⇣
~⇠
⌘

We obtain



Extended Lenses
Projected potential  

⇣
~⇠
⌘
=

Z
dz'(~⇠, z)

Lensing potential

~̂↵ =
2

c2
~r⇠ 

⇣
~⇠
⌘

Deflection angle

~↵ = ~̂↵
DLS

DOS

Reduced deflection angle

=
2

c2
DLS

DOSDOL

~r✓ 
⇣
~✓
⌘

 (~x) ⌘ 2

c2
DLS

DOSDOL

 

Lens equation ~� = ~✓ � ~↵
⇣
~✓
⌘
= ~✓ � ~r✓ 

⇣
~✓
⌘



Ángulo de 
deflexión

~̂↵ =
4G

c2

Z
d2⇠0⌃

⇣
~⇠0
⌘ ~⇠ � ~⇠0

|~⇠ � ~⇠0|2

Ecuación de Poisson r2
⇠ 

⇣
~⇠
⌘
= 4⇡G⌃

⇣
~⇠
⌘

Ecuación de la 
lente

~� = ~✓ � ~↵
⇣
~✓
⌘
= ~✓ � ~r✓ 

⇣
~✓
⌘

Potencial de Lente(amiento)  ⌘ 2

c2
DLS

DOSDOL

 

convirtiendo variables d⇠i = DOLd✓i

r2

✓ =
2

c2
DLS

DOSDOL

D2

OL
4⇡G⌃

Lentes extensas



Convergencia
Ecuación de Poisson

r2

✓ =
2

c2
DLS

DOSDOL

D2

OL
4⇡G⌃

⇣
~✓
⌘
= 2

⌃
⇣
~✓
⌘

⌃crit

Densidad superficial crítica

⌃crit =
c2

4⇡G

DOS

DOLDLS

Convergencia


⇣
~✓
⌘
=

⌃
⇣
~✓
⌘

⌃crit

r2
✓ = 2

⇣
~✓
⌘

Ecuación de Poisson



Jacobiana de la transformación

Jij =

 
@~�

@~✓

!

ij

= �ij �
@2 

@✓i@✓j
,

~� = ~✓ � ~r✓ 
⇣
~✓
⌘

 ij =
@2 

@✓i@✓j
definiendo

como r2
✓ =  11 + 22 = 2

tenemos J =

✓
1� 11 � 12

� 21 1� 22

◆

J = (1� )I�
✓

1
2 ( 11 � 22)  12

 21 � 1
2 ( 11 � 22)

◆



convergencia

convergencia y cizalladura
(deformación de corte)

Fuente Imagem

J = (1� )I�
✓

1
2 ( 11 � 22)  12

 21 � 1
2 ( 11 � 22)

◆

transformación 

infinitesimal

Jacobiana de la transformación



Cizalladura

Autovalores de J�1

µ1 =
1

1� � �
, µ2 =

1

1� + �

� =
q

�2
1 + �2

2

Cizalladura:

�1(~✓) =
1

2
( 11 � 22)

�2(~✓) =  12 =  21

J = (1� )I�
✓

1
2 ( 11 � 22)  12

 21 � 1
2 ( 11 � 22)

◆

Em términos de la cizalladura y la convergencia tenemos

J = (1� )I+

✓
��1 ��2
��2 �1

◆



potencial gravitacional 

distâncias cosmológicas

µ = µ1 µ2

r =

����
µ1

µ2

����

Mapeo de Lentes
 mapeo imagem → fuente

 plano único

 autovalores:

 magnificación local y    
razón axial:



Fuente circular
a

b
r

a =

✓
1

1� ⇥� �

◆
r

b =

✓
1

1� ⇥+ �

◆
r

=: g=
�

1� 

µ =
Aimagem

Afonte
=

h
(1� ⇥)2 � �2

i�1

Magnificación

⇥ :=
a� b

a+ b
= � 2�

1� ⇤

Elipticidad

Mapeo Lineal



 autovalores:

 magnificación local y    
razón axial:

densidad superficial crítica

convergencia

 mapeo imagem → fuente

 plano único

Mapeo de Lentes

potencial gravitatorio

distancias cosmológicas

µ = µ1 µ2 r =

����
µ1

µ2

����

�crit =
c2

4�G

DOS

DOLDLS

 =
�

�crit



 autovalores: mapeo imagem → fuente

Mapeo de Lentes

1

3

5

Plano de las fuentes Lente/imágenes

1

3

5

cáusticas curvas críticas

✓1

✓2�2

�1 curvas críticascáusticas

1

3

5

Los números en el plano de las fuentes indicam la multiplicidad de las imágenes



Esfera isoterma 
singular
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Esfera isoterma singular
• Modelo más simple de lente extendida

• Caso típico para soluciones más generales

• Mas allá de su valor didáctico, es un modelo realista 
para la distribución de massa en la escala de galáxias 
(bulge-halo conspiracy)

• Muy usado en el caso de galáxias de tipo temprano 
(elípticas)

• Quizás aplicabilidad más amplia (e.g. arXiv: 2406.0965)



Esfera Isotérmica Singular
⇢(r) =

�2
v

2⇡Gr2

Densidad proyectada (superficial)

⌃(⇠) =
�2
v

2⇡G
2

Z 1

0

dz

⇠2 + z2
=

�2
v

2G⇠

Masa contenida en radio  ⇠

M (⇠) =

Z ⇠

0
⌃ (⇠0) 2⇡⇠0 d⇠0 = �2

v
⇡

G
⇠

Ángulo de deflexión

~̂↵ =
4GM(⇠)

c2⇠
⇠̂ = 4⇡

⇣�v

c

⌘2
⇠̂ constante!



Lens Equation
~↵ = ~̂↵

DLS

DOS

~↵ = ~̂↵
DLS

DOS

= 4⇡
⇣�v

c

⌘2 DLS

DOS

⇠̂

~̂↵ = 4⇡
⇣�v

c

⌘2
⇠̂

= ✓E ⇠̂

~� = ~✓ � ✓E ✓̂ =

✓
1� ✓E

✓

◆
~✓

� =

����1�
✓E
✓

���� ✓

Solutions:  1) if 1� ✓E
✓

> 0

� =

✓
1� ✓E

✓

◆
✓then = ✓ � ✓E ✓ = � + ✓E

✓E

Reduced deflexion angle



Lens Equation

� =

����1�
✓E
✓

���� ✓

Solutions:  1) if 1� ✓E
✓

> 0

� =

✓
1� ✓E

✓

◆
✓then = ✓ � ✓E ✓ = � + ✓E

then � = �
✓
1� ✓E

✓

◆
✓ = ✓E � ✓ ✓ = ✓E � �

1I) if 1� ✓E
✓

< 0



-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Fuente circular
���~� � ~�0

��� = RCírculo en el plano de las fuentes:

✓ = � + ✓E

✓ = ✓E � �

Caso general � = �0 cos(�� �0)±
q

R2 � �2
0sen

2(�� �0)

� = �0 cos�±
q

R2 � �2
0sen

2�



“Anillos de Chwolson-Einstein”



“Anillos de Chwolson-Einstein”



No one predicted gravitational arcs?



Lentes com 
Simetria Axial





























flexión

Así: ~r · ~̂↵ =
8⇡G

c2
⌃
⇣
~⇠
⌘

8⇡G

c2

Z

S⇠

⌃ (⇠) dS

| {z }
M(⇠)

=

Z 2⇡

0
↵̂ ⇠ d�

Como en la lente puntual!
Radio de Einstein, etc.

~̂↵ =
4GM(⇠)

c2⇠
⇠̂

Teorema de Gauss 2D
Z

S⇠

~r· ~̂↵ dS =

I

C⇠

~̂↵·~dl
I

C⇠

⇣
~̂↵ · n̂

⌘
dl
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Lens equation with axial symmetry

Deflection angle ~̂↵ =
4GM(⇠)

c2⇠
⇠̂

                                                                                                                                                                                                     
Lens equation ~� = ~✓ � ~̂↵

DLS

DOS

= ~✓ � 4GM(✓)

c2✓2DOL

~✓
DLS

DOS

~� =

✓
1� 4GM(✓)DLS

c2DOLDOS

1

✓2

◆
~✓

Einstein angle
⇣
~� = 0

⌘

✓E =

s
DLS

DOSDOL

4GM (✓E)

c2
Mass 
estimate 
at  ✓ < ✓E



Ecuación de la Lente
Ecuación de la Lente

Densidad superficial crítica ⌃crit =
c2

4⇡G

DOS

DOLDLS

~� =

✓
1� 4GM(✓)DLS

c2DOLDOS

1

✓2

◆
~✓

Ecuación de la Lente ~� =

 
1� M(✓)

⇡⌃crit (DOL✓)
2

!
~✓

Anillo de Einstein e imágenes múltiplas si 
⌃(✓ = 0) > ⌃crit (si densidad monótonamente decreciente)

Massa contida em ✓

Massa se⌃ = ⌃crit



Magnificación

Plano de las fuentes Lente/imágenes
✓1

✓2�2

�1

d'�

�

d�
d'✓

d✓

✓

Longitud 
tangencial ✓ d'✓� d'�

Longitud radial d✓d�
Magnificación 

radial
d✓

d�

Magnificación 
tangencial

d'✓

d'�

✓

�
= 1 



Magnificación

� = ✓ � M(✓)

⇡⌃critD2
OL

✓

=

✓
1� M(✓)

⇡⌃critD2
OL

✓2

◆�1

Magnificación radial

d✓

d�
=

✓
d�

d✓

◆�1

Magnificación tangencial
✓

�
=

✓
�

✓

◆�1

=


1� 1

⇡⌃critD2
OL

d

d✓

✓
M(✓)

✓

◆��1

Ejercicio:        e    , variables adimensionales�1,2 

Ecuación de la Lente ~� =

✓
1� 4GM(✓)DLS

c2DOLDOS

1

✓2

◆
~✓



Esfera isoterma singular

Magnificación radial

M = �2
v

⇡

G
⇠ = �2

v

⇡

G
DOL✓

Magnificación tangencial

✓

�
=

✓
1� M(✓)

⇡⌃critD2
OL

✓2

◆�1

=

✓
1� 4⇡

⇣�v

c

⌘2 DLS

DOS

1

✓

◆�1

d✓

d�
=


1� 1

⇡⌃critD2
OL

d

d✓

✓
M(✓)

✓

◆��1

✓E

= 1
No hay cáustica/

curva crítica 
radial



Modelos de 
Lentes







    




  





























  











  

 




















  



  


 

  
 

   






fil de densidad

Esfera isotermica suavizada

Densidad proyectada

Potencial de lente



Modelo axial no singular



Modelo Navarro-Frenk-White

⇢(r) =
⇢s

(r/rs)(1 + r/rs)2
Densidad media radial:

Universalidad de los perfiles de materia oscura!

Simulaciones computacionales de N-cuerpos en un 
contexto cosmológico



https://wwwmpa.mpa-garching.mpg.de/~swhite/pictures/NFW_profile1.jpg

El perfil de Navarro-Frenk-White
Simuladores
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Valores de los parámetros 
dependem de la massa y 
de la história de formación  
de los halos

Se puede expresar en 
términos de la masa         
y de la concentración


M�

<latexit sha1_base64="QBE4DIeN3nX8vpY6j28IcRqW+Tw=">AAAB53icdVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsz07a6oCzdCBfvAtpRMmmlDM5khyQhl6De4EXGj4N/4C/6NaTsuKnogcDjnhHvPdUPOlLbtLyu1tr6xuZXezuzs7u0fZA+PWiqIJKFNEvBAdlysKGeCNjXTnHZCSbHvctp2J1dzv/1IpWKBuNfTkPZ9PBLMYwRrIz3cDuLeNeUazwbZnJ23a4ViuYgMWcCQarlSqxSRkyg5SNAYZD97w4BEPhWacKxU17FD3Y+x1IxwOsv0IkVDTCZ4ROPFnjN0ZqQh8gJpntBooa7ksK/U1HdN0sd6rH57c/Evrxtpr9aPmQgjTQVZDvIijnSA5qXRkElKNJ8agolkZkNExlhios1pMqb6Tz/0P2kV8k4pf3FXytUvkyOk4QRO4RwcqEIdbqABTSAg4Bne4N1i1pP1Yr0uoykr+XMMK7A+vgGg3Iy3</latexit>

c = r�/rs
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Perfiles (radiales) de densidad

Promedio angular (cáscaras 
esféricas) de la densidad en halos 
posee una forma universal para 
distintas masas, cosmologias y 
condiciones iniciales

Navarro, Frenk & White, 1997 

⇢(r) =
⇢0

(r/rs) (1 + r/rs)
2
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Modelo Navarro-Frenk-White
⇢(r) =

⇢s
(r/rs)(1 + r/rs)2

Densidad promedio radial:

F (x) =

8
>><

>>:

ArcTan(
p
x2�1)p

x2�1
, x > 1

1 , x = 1
ArcTanh(

p
1�x2)p

1�x2 , x < 1

,

(x) = 2s
1� F (x)

x2 � 1
, x =

⇠

rs
e ks =

⇢srs
⌃cr

Convergencia:

 (x) = 2sr
2
s

h
ln2

x

2
�ArcTanh2

p
1� x2

iPotencial de lente:

Potencial mais suave que el de la Esfera Isotermica: 
curvas críticas menores, mayor amplificación, menor separación angular



Other lens models
Implemented in gravlens and several public codes (+ Sérsic, Einasto, etc.)



Modelos 
Elípticos y 

Pseudo-Elípticos














 























 
 

Example: Sérsic profile

I(R) = I0 exp

(
�bn

✓
R

Re

◆1/n
)

<latexit sha1_base64="5xaPXgo7l7wXpk73y2TfPA7sNZ8="></latexit>

Model for the source

Elliptical brightness distribution 
source centered at (S1, S2)

R2 = (1� "S)[(�1 � S1) cos�e + (�2 � S2) sin�e]
2

+(1 + "S)[(�2 � S2) cos�e � (�1 � S1) sin�e]
2

<latexit sha1_base64="2rZZYnFWt70OJZQn7YPyuSUPKqg="></latexit>



Map the brightness distribution of the source to 
the lens plane

Simulating Strong Lensing Images

Add PSF and noise

Use the lens equation (no need to solve it!)

I
⇣
~✓
⌘
= I

⇣
~�
⇣
~✓
⌘⌘
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I(R) = I
⇣
~�
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Use systems of multiple images to determine the lensing 
potential

Available codes: lenstool, gravlens, glafic, etc. + “home-made”

Multiple image positions

Inverse Modeling

 Parameters that minimize this function (or maximize the likelihood) are the 
best fitting lens model 

 Combination with independent mass constraints (e.g., x-ray, Sunyaev 
Zel’dovich, velocity dispersions) yields limits on cosmology or gravity

Uncertainty on the image positionsPosition of the multiple images



Use systems of multiple images to 
determine the lensing potential

Methods: parametric (often “mass 
traces light”), free form

Error on image positions

Multiple image positions

Inverse Modeling: 
Mapping the Mass

 Combination with independent mass constraints (e.g., x-ray, Sunyaev 
Zel’dovich, velocity dispersions) yields limits on cosmology or gravity

The more multiple images, the more constrains
Cluster x Galaxy scales



Inverse Modeling for 
system SOGRAS0041-0043 

2.35+0.03
�0.14 ⇥ 1014M�

 Fit 1        Fit 2      

Modelling with lenstool 
(Jullo, Kneib)
Fit 1: 3 images
Fit 2: 4 images

~ 0.9” displacement between central 
galaxy and center of mass distribution 
(Zitrin et al. 2012)
Error estimate from simulations 
(Caminha et al. in prep.):
~ 8% bias in mass
~ 5% statistical errors

Caminha, MM, in prep.



Modeling the full light distribution of the images 

• Instead of peak/multiple images, use the full 
information of the images 

• Allows one to reconstruct source properties 
(often parametrically)

• Remove contamination from lens galaxy (with 
galfit) and mask other objects

Anna Niemiec

CS82SL01:36:39+00:08:18



Modeling the full light distribution of the images 

• Instead of peak/multiple images, use the full 
information of the images 

• Allows one to reconstruct source properties 
(often parametrically)

• Remove contamination from lens galaxy (with 
galfit) and mask other objects

Anna Niemiec

CS82SL01:36:39+00:08:18
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MGE	vs	EPL	on	Lens	light	fitting	on	ground-based	
image	modeling	

Parametric	light	
distribution	for	lenses

Galan+;	arxiv:2012.02802

Voronoi	adaptive	pixelization	for	sources

Inverse modeling with extended sources
Example code: PyAutoLens Elliptical	Power-Law	(EPL)	projected	

mass	density	

External	
shear	

Model	for	the	lensing	potential

Total	mass	model	is	the	sum	of	the	two
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Source Lens and Mass (SLaM) pipelines
with PyAutoLens

Other codes: lenstronomy, GLAMER, GIGA-Lens, caustics…
GIGA-Lens: a gradient-informed, GPU-accelerated Bayesian framework for modeling strong lensing systems, implemented in TensorFlow and JAX



Regimes and Challenges
• Galaxy cluster scale

• Complex mass models, but many 
families of multiple images

• HST Data: Frontier Fields, CLASH, 
RELICS, etc.

• + Massive spectroscopic follow-up (IFU/
MUSE)

• Cosmology from single systems + high-
z sources

• Limited to very massive lenses and few 
systems

• Promising for particle DM properties!

• Galaxy scale systems 

• Simple mass modes, but few constraints

• Also HST imaging, but few IFU data (e.g. 
Gemini/NIFS)

• Promising for Modified Gravity!

• Statistics

• Spin-off from cosmological surveys: 

O (101-2) !O (103-5)

• Need to find these systems! 

• Automated arc finders

• Understand selection function. 

• Use simulations

• Need to automate analyses!

• Challenge: Systematics

• Use simulations ! end-to-end approach

• Test modeling at the data level.  
Independent tests: predictions x SN!

• Improve models from data: LSS/los, IFU, 
etc.



Cúmulos de galaxias

Arcos Gravitacionales







THE DEEPEST DATA EVER OBTAINED FOR LENSING GALAXY CLUSTERS !!!



• Modelos paramétricos: distribución de masa compuesta de

• Uno o más halos de materia oscura para el cúmulo

• Un halo para cada galáxia con relaciones empíricas de 
escaleo (exponente, radio de corte, etc.)

• Datos: posiciones de las imágenes múltiples (más parámetros: 
posiciones de las fuentes), o distribución de brillo superficial

• Hoy: datos de HST para los cúmulos más masivos, O (10) 
sistemas + JWST

• Futuro/actualidad: Euclid, Roman + ULTRASET, CSST, 
CASTOR

• Software: LensPerfect, LensTool, GLAFIC, Gravlens, Glee, 
HERCULENS…

¿Cómo se arma un modelo de 
cúmulos de galaxias?
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M = Mc(L/L?)�



Cúmulo de galaxias El Gordo (ACT-CL J0102-4915, SPT-CL J0102-4915) observado con el JWST



Reconstrucción 
de la fuente 

usando el modelo 
de lente





Dark Energy 
from Families 
of Multiple 

Images

115



Galaxy Cluster Scale�
Cosmological Constraints and more

 Jullo et al. 2010, Science: example of competitive limits in 
cosmological parameters fom the Abell 1689 system

 8 families of sources with z = 1.15 to 4.86
 Caminha et al. 2016: RXC J2248.7-4431 (Abell S1063), 17 sources, 

47 images
Magaña, Motta, Cárdenas, Verdugo, Jullo, 2015: Dark Energy models

Families of images with sources at different redshifts
constraints on cosmology, in addition to the matter 

distribution

The ratio of angular diameter distances for 2 (or more) images 
with sources at different redshifts defines a ratio of families

~✓ = ~� +
2

c2
DLS

DOSDOL

r✓ 
⇣
~✓
⌘



Reminder: 

Angular Diameter Distance

DLS = DA(zL, zS)

In the wCDM model p = w⇢
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�3(1+w)
i
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In the flat case

DA (z1, z2) =
(1 + z2)

�1

H0

Z z2

z1

dz0p
⌦M (1 + z0)3 + (1� ⌦M ) (1 + z0)3(1+w)
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Galaxy Clusters:�
Cosmological Constraints and more

Caminha et al., 2016
Cosmological Constraints



New constraints from Abell S1063

⌦M = 0.422+0.062
�0.274
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Limits from Strong 
Lensing only:

Single system!

• Doubling the number of families of multiple images
• Comparison and combination with other observables

Bom, MM, Caminha, Vitenti, Penna-Lima (2022, in prep.)

BAOSNIa

CMB (Planck)

SL (AS10603)

Improvement by combining 
with SL over each probe alone:







arXiv:2209.14866



Mililentes de Cuasares

!Patrón de magnificación

!Curvas de luz
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!Patrón de magnificación

Review actual: arXiv:2312.00931
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Desfasaje temporal 
gravitacional

ds2 =
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2⇥

c2

◆
c2dt2 �

✓
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◆
d�2

Metrica perturbada

Localmente euclidiano próximo a la lente
Geodésica radial

Desfasaje temporal gravitacional

�tgrav = � 2
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Z rS

rO

�(r)dr

<latexit sha1_base64="sJLLxAJQKZ04a6m2fwaB6vv6F8E="></latexit>

= � 2

c3
 

<latexit sha1_base64="LUKej24Vb5yHFzjRZia3Tt8cejg=">AAAB9HicdVDLSgMxFM3UV62vUXHlJlgENw6Z2mq7EIpuXFawD+jUkkkzbWjmQZIplGH+xI2IGwW/w1/wb0zbcVHRA4HDOSfce48bcSYVQl9GbmV1bX0jv1nY2t7Z3TP3D1oyjAWhTRLyUHRcLClnAW0qpjjtRIJi3+W07Y5vZ357QoVkYfCgphHt+XgYMI8RrLTUN4+u4bnjCUySUpqQx4sUOpFkfbOIrAqya5c2RBaaQ5NSBdWqCNqZUgQZGn3z0xmEJPZpoAjHUnZtFKlegoVihNO04MSSRpiM8ZAm86VTeKqlAfRCoV+g4FxdymFfyqnv6qSP1Uj+9mbiX143Vl61l7AgihUNyGKQF3OoQjhrAA6YoETxqSaYCKY3hGSEdQVK91TQp//cB/8nrZJll63afblYv8lKyINjcALOgA2uQB3cgQZoAgIS8AzewLsxMZ6MF+N1Ec0Z2Z9DsATj4xvyEZDC</latexit>

tS � t0 =
1

c

Z rS

rO

✓
1� 2�(r)

c2

◆
dr

<latexit sha1_base64="s6hRiVZq6MeXueghva94lmAkPFs="></latexit>



�L =
DOSDOL

2DLS

(~✓ � ~�)2

�tgeom = �L/c =
DOSDOL

2cDLS

(~✓ � ~�)2

Obs.: Deducción rigurosa en Petters, Levine, Wambsganss

Desvio temporal 
geométrico



Desvio temporal total

�tgrav = � 2
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�tL = �tgeom + �tgrav

Desvio total en el referencial de la lente
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Desvio temporal total

�tO/�tL = aO/aL = (1 + zL)

�tL =
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Desfasaje temporal y  
Jacobiana de la transformación

Es fácil ver que Jij =
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Segunda derivada se anula -> magnificación infinita:
Fusión de máximos y puntos de ensilladura (curvas críticas)

La curvatura de la función         define la paridad de las imágenes
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Las imágenes se forman 
a los pares (salvo si hay 
singularidades) y con 
distintas paridades)



Desfasaje Temporal Relativo
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Curvas de luz de cuasares

Tewes et al.: COSMOGRAIL XI

Desfasaje temporal entre imágenes
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Ejemplo: RX J1131−1231
• COSMOGRAIL: the COSmological 

MOnitoring of GRAvItational Lenses

• Curvas de luz + modelo de la lente (+“todo”)



Modeling of RX J1131−1231
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Curva de Luz de RX J1131−1231



TDCOSMO 2025: Cosmological  
constraints from strong lensing time delays

arXiv:2506.03023



TDCOSMO 2025: Cosmological  
constraints from strong lensing time delays

arXiv:2506.03023



TDCOSMO 2025: Cosmological  
constraints from strong lensing time delays

arXiv:2506.03023



Strongly lensed supernovae
• ¿Por qué no usar transientes para medir los desfasajes temporales, 

en lugar de las complejas curvas de variabilidad de QSO?

• ¡Usar supernovas!

• Menos de 10 conocidas hasta ahora, 
 en su mayoría en cúmulos

Goobar et al., The discovery of the 
multiply-imaged lensed Type Ia supernova 
iPTF16geu, arXiv:1611.00014



• Power of Standard candles + time-delays + Strong Lensing Modeling 

• Emerging field

• MMA sources…

• Expected LSST anual  
discovery rates:

• 50 SNIa

(3/4 doubles, 1/4 quads) 
golden sample: 13  
[Arendse++, arXiv:2312.04621]

• 120 Core-collapse
[Wojtak++ arXiv:1903.07687]

• Need to find these  
systems in real time!

Lensing of Supernovae

arXiv:2010.12399



• From the SL modeling, one can predict PDFs for 
the time-delays between images 

Predicting Time-delays
João França

A
B C

D

A

B

C

D

• Match direction and observed time-delays (even with no EM signal!)

• Look up tables to identify the visible and invisible lensed sources

• Distinct signal, the simplest being a repeating transient

• GW: Localization region is usually much larger than optical, but strong lenses are rare! 

• Detailed modeling, precise time delay: improve localization (even for dark sirens!)

• Other possibly repeating signals: GRB, FRB…



Strong Lensing 
and Scientific 

Method 
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Supernova in MACS J1149.6+2223
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Multiple images by a galaxy cluster member
+ overall cluster potential 

zS = 1.49

zL = 0.54
FF+GLASS+CLASH+FontierSN HST programs

Can be modeled with 
many degrees of freedom



Modeling  
Strong Lensing Clusters

• Use positions of multiple images/arcs

• possibly: surface light distribution, relative fluxes

• Use positions and properties of the cluster galaxies

• Free parameters: 2D mass distribution!

• Parametric approach:

• Dark matter halos: mass, shapes, number

• Scaling relations for light - mass 

• Can derive a lot of information

• But does it make sense?



Supernova em MACS J1149.6+2223
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Use prediction for the appearance of multiple 
images to test the model

zS = 1.49

zL = 0.54
FF+GLASS+CLASH+FontierSN HST programs

When Refsdal 
meets Popper!







Supernova em MACS J1149.6+2223
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zS = 1.49

zL = 0.54
FF+GLASS+CLASH+FontierSN HST programs
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A aparição de Refsdal!



A aparição de Refsdal!



Homogeneous Strong Lensing Samples (arcs)
1986-2016: O (102) systems

O (102) deg2 surveys: CFHTLS/SL2S, SOGRAS, CS82 
Spectroscopy + HST: SLACS, BELLS

2016-2024: O (103) systems
O (103) deg2 surveys: KiDS, RCSLens, DES, HSC, DELVE

Spectroscopy: SDSS/SILO, SWELLS, SL4TM
automated arcfinding

> 2024: O (104 -105) systems 
Rubin/LSST, EUCLID, Roman/WFIRST
Rubin: ~ 100 strongly lensed supernovae!
DESI, Subaru PFS/SUMIRE, 4MOST

LSST: 1/2 sky per night, 1010 galaxies! (+DDF+TD)
arcfinding codes 
automated analyses (ML, everywhere, lots to do)

Past, present and future



Telescópio Vera Rubin y su LSST

● Observatorio completamente nuevo en Cerro Pachón, Chile (con Gemini y SOAR)


● Gran apertura, luminosidad y campo de visión: espejo  
primario de 8.4 m, nuevo diseño óptico f /1.2


● Cámara de 10 sq-deg en 3.2 Gpx (mayor cámara del mundo)


● CCDs gruesas (sensible al rojo) y de lectura rápida (2s!)


● Habilidad de exposiciones cortas, totalmente  
automatizado


● Instrumento ideal y único para relevamientos 


● No solo el próximo paso: nueva dimensión temporal! 


● 1 millón de alertas por noche!


● Início del survey con la cámara completa: 2025


● Contribución in-kind del IATE/AOC/UNC: membresía en LSST!

Estado del arte de la astronomía  por imágenes con seeing natural



Transformational Strong 
Lensing Science with Rubin

• Strong Lensing of Transients (extragalactic)


• ~ 400 SGLSNe


• ~ 10.000 strong lenses: watchlist for lensed 
transients (GW, GRB, FRB…)


• Microlensing (stelar)


• unprecedented combination of sky coverage, depth 
and cadence (microlensing all over the sky!)


• overlap with Roman in the bulge



Strongly lensed transients
• In addition to all strong lensing science: time delays 


• Directly sensitive to H0 ! + cosmography


• SNIa: power of Standard candles + time-delays + Strong 
Lensing Modeling 


• How to find the first SGLSNe in Rubin?


• It will take time to build up imaging for SL searches


• Assemble a watchlist with current imaging data and known 
candidates!


• Also:


• Multi-messenger Strong lensing (also with no EM emission!)


• Train and validate ML models with real data


• Use compilation for science!



• Power of Standard candles + time-delays + Strong Lensing Modeling 

• Before LSST: ZTF

• not enough resolution to identify the images

• enough to localize the system

• if multiple SN in same region (simultaneously or not):  
SGLSN candidate!

• Need a look-up table for SL systems 

• even for single SN match 

• confirmation: consistency of time delays!

• Prepare for LSST:

• Build up a sample before pixel data is available, before arc finders 
can be run, before modeling is run, and before data goes public 

Lensing of Supernovae



• A semi-automated infrastructure for the aggregation of SL 
systems, cross matches, and generation of cut-outs

• v2.0: > 30k SL candidates, > 150k images, > 5k spectra

• prepare for LSST Strong Lensing science

• Ongoing work:

• visual inspection: vetting + tagging (zooniverse)

• massive modeling + time delay predictions (new)

• Watch list + sample for ML appliactions

• Look-up table (cross match with variability)

• Carry out precursor follow-ups (e.g. SOAR, Gemini)

베르 Last Stand Before Rubin: LaStBeRu



A collection of  
Stron Lensing Catalogs

From wide-field

imaging surveys

From targeted surveys

from the ground

From targeted surveys

from HST

Found serendipitously

In the field

in clusters

galaxy scale

Identified in imaging data

(visual inspection, 


arc finders, 

deep learning…)

Found by spectroscopic 

surveys


(emission lines at higher-z)

Found by high-flux 

in the submm

etc.

Combined catalog

Identification of repeated objects

Collection of relevant data on a 
singe catalog (aggregated info)


Keep a record of the provenance 
of the data

Cross-match with 
photometric catalogs 
of the parent surveys 
(all cutouts have an 

associated 
photometric catalog)

Data from the wide-field 
(> 100 sq-deg)  

imaging surveys with 
sub-arcsec resolution

Generate cutouts in all images 
available in all bands for all objects 

of the catalog (in two sizes)


Add relevant information to the 
image headers


Combine the fits in several bands, 
when available, in color images


Filters to select good images, 
avoid repeated images, etc.


Add information to catalog

Legacy DES HSCKiDS

CHFTLens RCSLens CS82

Megacam/CFHT

Future: BLISS, DELVE, Blink, etc.

Combined catalog from 
the Strong Lensing and 
photometric catalogs

Cross-match with 
wide-field 

spectroscopic surveys 
+ some deeper 

surveys 
(> 5000 redshifts)

Deeper

spectroscopic 


surveys

N > 5000


VVDS

zCOSMOS


DEEP2

VIPERS

PRIMUS

CNOC2

AGES

MGC

Final product:

combined Strong 

Lensing, 
photometric and 
spectroscopic 

catalog with 
associated cutouts 
from ground based 
wide-field imaging 

surveys

> 100 sq-deg


SDSS

LAMOST

OzDES


GAMMA

Wiggle-z

2dFGRS

2SLAQ


6dF

SSRS2

CfA2

PSCz

2MRS

LCRS

2dF

Cutouts

27054 unique objects:
• Confirmed objects
• Candidates
• Galaxy-Galaxy, Cluster-Galaxy…

~ 70 papers analyzed     ~ 155 k Images          5239 with spectra

12371 with 
photometry

The last stand before LSST:  
A collection of Strong Lensing Systems with 

Ground Based Images from Wide-Field Surveys



~800 GB
~380k Images

The last stand before LSST:  
A collection of Strong Lensing Systems with 

Ground Based Images from Wide-Field Surveys



Some systems….



• slcomp: a semi-automated infrastructure for 
the aggregation of SL systems, cross 
matches, and generation of cut-outs

• current version: Last Stand Before Rubin

LaStBeRu
• ongoing work:

• visual inspection: vetting + tagging  
(zooniverse, ML appliactions - SLImageNet)

• massive modelling + time delay predictions (new)
João França, CBPF



LaStBeRu베르
Groovy, cool, or otherwise something good or favored

https://www.urbandictionary.com/define.php?term=Groovy
https://www.urbandictionary.com/define.php?term=cool
https://www.urbandictionary.com/define.php?term=otherwise

