Lentes gravitacionales
en astrofisica y cosmologia

Actividades Practicas - Dia 2

1. Ecuacién de la lente y variables adimensionales en el caso de la esfera
isotérmica singular (EIS)

A partir de la expresién
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obtené la densidad superficial de masa (&) y el angulo de desvio a.

Para fines de implementacion numérica, simplicidad de los calculos e
interpretacion, es util trabajar las ecuaciones de lente en forma adimen-
sional (ver, por ejemplo, en las notas de Meneghetti). Una dimensién
caracteristica de los problemas con simetria axial es el radio de Einstein
&g. Mostra que eligiendo & = &g, la ecuacion de la lente queda
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Esta expresiéon simple facilita el cdlculo del jacobiano de la transfor-
macién (que es invariante por la eleccién de &) y permite resolver
numeéricamente la ecuacién de la lente.

Calculd el jacobiano |dy/d¥|. Obtené la convergencia &, la cizalladura
7, la magnificacién u y los auto-valores (magnificacion en las direcciones
tangencial y radial). Mostra que no hay curva critica radial.

2. Esfera Isotérmica Suavizada

Uno de los aspectos poco realistas de la EIS es la presencia de la sin-
gularidad central. Para evitar esta singularidad, se puede modificar el
perfil de la EIS introduciendo un “ntcleo”, de modo que para 6 > 6,
la distribucion se asemeje a la EIS, mientras que para 8 < 6. la den-
sidad tienda a un valor finito. Existen muchas formas empiricas de
realizar este cambio. Algunas modifican la forma del potencial de la
EIS, mientras que otras modifican su distribucién de densidad.



Un ejemplo del primer tipo es usar ¥ = (/2% 4+ 22 (en lugar de ¥ = |z|,

que es el caso de la EIS).

Obtené la ecuacién de la lente en este caso. Mostra que k = x2+—2$z/2
2(z2+22)

Una posible generalizacion del perfil de densidad de la EIS esta dada
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por p(r) = maerr- Obtené la ecuacion de la lente en este caso y
7’ c .
mostra que posee una o tres soluciones.

Tips: Para obtener la ecuacion de la lente, primero calculd la densidad
de masa proyectada y luego la masa proyectada dentro de un circulo
de radio 6 para obtener el angulo de desviacion. Usa variables adimen-
sionales tomando como escala angular el radio de Einstein de la EIS
con el mismo o, (0g,,s). Es facil ver que la ecuacion de la lente puede
escribirse como una ecuacion de tercer grado. Sin embargo, para ver
bajo qué condiciones aparecen 1, 2 o 3 soluciones, es mejor hacer el
cambio de variables z = z — (2/3)y, de modo que la ecuacién queda en
la forma 22 — 3pz + 2¢ = 0, con p y ¢ definidos convenientemente.

Encontra el radio de Einstein 0, que es una curva critica tangencial.

Obtené la curva critica radial #g, es decir, los puntos para los cuales
dy/dx = 0.

Calcula el potencial proyectado correspondiente a esta distribucion de
masa.
. Mapeo de lentes con simetria axial

A partir de la hipétesis de simetria axial, mostra explicitamente que
|dyj/dz| = diag [1 — m(z)/2*, 1 — d(m(z)/z)/dx)] (2)
donde m = M/ (7€), en que & es la escala caracteristica elegida

para construir las variables adimesionales i y 7.

Mostréd que a(z) = zk(z) y que y(z) = R(x) — k(z). Esta ultima
expresion serda muy util en los estidios del efecto débil de lentes por
galaxias y cumulos de galaxias.

. Perturbaciones externas

Calculéd la magnificaciéon para la esfera isotérmica suavizada (con po-
tencial U = /22 4 22) con perturbacién de cizalladura externa.

. Potencial eliptico

Obtené la distribuciéon de masa superficial para el caso del perfil pseudo-
eliptico (o sea, potencial eliptico). La distribucién de materia derivada,
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Jposee simetria eliptica (o sea, k(X) = const. sobre elipses)? ;Para
bajas excentricidades, la distribucién es eliptica? Sugerencia: calculd
k(X) y obtené la forma de los contornos de isovalores de x(X). (Esa
curva depende de X7

Para algin perfil especifico (a tu eleccién), hacé una grafica de las
curvas de isodensidad, para varios valores de la elipticidad e.

Sugerencia: utilizd una generalizacién eliptica del potencial de la es-
fera isotérmica no singular dado por
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. Generando imégenes con soluciones analiticas

Suponé que la distribucién del brillo superficial de una fuente (o sea,
su intensidad luminica) es dado por un perfil se Sérsic eliptico. Obtené
la distribucion del brillo superficial de las imagenes usando la ecuacion
de la lente, para algin modelo de lente que vimos en el curso. Ilustra
el resultado con graficas, mostrando la intensidad luminica en funcion
de la posicion en el plano de las imagenes.

Tip: podés utilizar el codigo PaintArcs que genera imagenes sigu-
iendo el método discutido en clase, agregando, ademas, la pixelizacion,
ruido y el efecto de la PSF. El codigo, con ejemplos, se puede obtener
en: https://github.com/Cosmo0bs/FoF_lensing 2022 en el fichero
Stronglensing/PaintArcs 2.0.

. Soluciones numéricas para causticas y curvas criticas

Obtené las cdusticas y curvas criticas (o sea, hacé gréaficas de esas cur-
vas) para las siguientes clases de modelos: elipticos, pseudo-eliptico y
con cizalladura externa. Podés elegir los perfiles radiales y los pardametros
de los modelos. Pueden obtener las soluciones buscando las raices de
los auto-valores de la jacobiana de la transformacién (en el plano de
las fuentes y en el plano de las lentes) o usando algin c6digo numérico
ptblico de lentes gravitacionales (como el gravlens).

Tip: pueden modificar los codigos que estan en
https://github.com/maxmen/Lensinglectures/ en particular los note-

books de
http://pico.oabo.inaf.it/~massimo/teaching 2016.html:

http://pico.oabo.inaf.it/ massimo/teaching/notebooks/Lecture
2018.ipynb y



http://pico.oabo.inaf.it/ massimo/teaching/notebooks/Lecture
2020.ipynb

8. Métodos de inversién

A partir de una imagen real de un sistema con arcos gravitacionales/anillos
de Einstein en la escala galactica (dénde la lente es una galaxia indi-
vidual), obtené los pardmetros del modelo de lente y la reconstruccién
de la intensidad de la fuente. Para eso, utilizar algin cédigo piblico,
como PyAutoLens, lenstronomy, GLAMER o GIGA-Lens, entre otros.

Tip: mirar los notebooks que estan en
https://github.com/Cosmo0bs/FoF_lensing 2022 en el fichero
Stronglensing/SL modeling

9. Retraso temporal gravitacional:

El paso del tiempo se altera en presencia del campo gravitacional.
Como consecuencia, al pasar por el campo gravitacional de la lente,
la luz de la fuente tarda mas tiempo en llegar al observador, en com-
paracién con lo que tardarfa si no hubiera lente!. Mostra que, en la
aproximaciéon de campo débil, el desfasaje esta dado por
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donde ¢ es el campo gravitacional de la lente y ¢ es el potencial grav-
itacional proyectado.

Sugerencia: escribi el elemento de linea ds? en la aproximacién de
campo débil y utiliza el hecho de que la luz se propaga por geodésicas
nulas. Elegi el eje z en la direccién observador-fuente (O.S). Calculd el
intervalo de tiempo que la luz tarda en propagarse de .S a O y compara
con el intervalo sin la presencia de la lente. El intervalo teniendo en
cuenta ¢ puede obtenerse de forma aproximada integrando sobre una
trayectoria no perturbada, con el mismo parametro de impacto de la
trayectoria real. Este procedimiento es conocido como aproximacion
de Born y es una excelente aproximacion en casos reales.

!También hay otro “retraso” (que serd discutido en el préximo ejercicio) debido a que
la trayectoria de la luz es mas larga, debido al desvio. En este ejercicio estamos interesados
solo en el atraso gravitacional.



10. Desvio temporal geométrico

Mostra que la diferencia de longitud entre la trayectoria no perturbada
de la luz y la trayectoria real debida al desvio gravitacional estd dada
aproximadamente (o sea, para pequenos angulos) por
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De este modo, el retraso temporal debido a la diferencia del camino
recorrido por la luz estd dado por dtgeom = 0L /c.

Nota: la expresién (5) puede ser obtenida teniendo en cuenta un fondo
de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (secciones espaciales homogéneas
e isétropas) y es valida para cualquier curvatura.

11. Principio de Fermat

En primera aproximacion, la diferencia entre el tiempo que la luz tar-
daria en recorrer el camino no perturbado entre fuente y lente y el
tiempo que tarda en presencia de la lente estd dado por

5tL = é‘tg;eom + 5tgrav'

Nota que estos desfasajes temporales son generados en las proximi-
dades de la lente. Sin embargo, para distancias cosmoldgicas (o al-
tas velocidades relativas), es necesario tener en cuenta también la di-
latacién temporal de Lorentz. En el caso cosmoldgico, los interva-
los de tiempo en la lente y en el observador estan relacionados por
0ty /0, = ao/ar = (1 + z1) (donde a es el factor de escala del Uni-
verso). De este modo, el desfasaje temporal total estard dado por?

DosDor, <1 >
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Mostra que la condicién 69(575) = 0 lleva a la ecuacién de la lente.

Pensa en la relacién de ese resultado con el principio de Fermat. La
formulacién en términos del retraso temporal (o potencial de Fermat)
es muy ttil para entender muchos resultados de los fenémenos de lentes
gravitacionales. Como una aplicacién, vean el (brevisimo) articulo de
Burke (Astrophysical Journal Letters, vol. 224, p. 1, 1981).

Para fuentes con variabilidad, las diferencias temporales (entre difer-
entes imagenes) son mensurables y pueden aportar informaciones sobre
la lente, la geometria del Universo y los parametros cosmologicos.

Recordando que ¥ = 3 DozLDSOL .
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13.

14.

15.
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(Opcional) Obtené la expresion (6) directamente a partir de la métrica
de un universo homogéneo e isdtropo con una perturbacion escalar.

Superficies de desfasaje temporal y multiplicidad de imagenes

Hacé graficos de la superficie de desfasaje temporal para modelos con
simetria circular y modelos no circularmente simétricos a eleccién (sug-
erencia, agrega una “cizalladura externa”). Incluf tanto curvas de nivel
de 6t (is6cronas), como la curva “3D” dt(xq1,x2), como, por ejemplo
en Mollerach & Roulet (p. 44). Elegi posiciones de las fuentes de
modo a obtener diferentes multiplicidades de imagenes, evidenciando
el minimo, el maximo y el “punto de silla”. (ver, por ejemplo, SEF
p. 180-181). Ademés de los graficos, envid los c6digos utilizados para
hacerlos.

Tip: Adapté el notebook en http://pico.oabo.inaf.it/
~massimo/teaching/notebooks/Lecture 06.ipynb

Obtené una estimacion para el desfasaje temporal entre imagenes en
una configuracion tipica de microlensing en la galaxia. Se te ocurre
alguna forma/situacién en que se podria medir ese desfasaje?

Encontra un articulo reciente sobre la determinacion del parametro de
Hubble a través de lentes gravitacionales y discuti los resultados.

Cizalladura promedio

Muestre que
<> (0)=r0)— < k() >, (7)

donde < ; > (0) es el promedio a lo largo de un circulo de radio 6 de
la componente tangencial de la cizalladura, x(f) es el promedio de la
convergencia en un disco de radio 6 y < k(6) > es el promedio de la
convergencia sobre el circulo.

Muestre que, para la componente cruzada de la Cizalladura (i.e. rotada
de 45 grados) tenemos
<y >=0 (8)

,Cémo se puede utilizar el resultado (7) para ajustar modelos de perfiles
de densidad de materia a los datos? ;Cémo se hace para combinar
datos de diferentes lentes? ;Como se puede utilizar el resultado (8)
para controlar los errores sisteméaticos?



17. Ajuste de perfiles promedios de densidad

. Qué elementos se consideran actualmente para realizar un ajuste de
perfiles de densidad a la senal de lente débil de un conjunto de lentes
(galaxias, grupo, etc.)?

Realizar en la practica el ajuste de un modelo a partir de medidas reales
de la elipticidad de galaxias de fondo y utilizando un catdlogo real de
galaxias o agrupaciones de galaxias.

Tip: Seguir el ejemplo del notebook fit redmapper.ipynb que esta
en el repositorio https://github.com/CosmoObs/FoF_lensing 2022
en el fichero WeakLensing/example fit/. Describir lo que hace ese
notebook, que datos utilizar, que modelos incluye e interpretar los re-
sultados.



