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Problema general electromagnético

Ecuaciones de Maxuell:

cuasiestacionario

5w — _ 0B 5 7 — _Pa
VXE = o (m1) V.E = 5, ) (m2)
7.B =0 (m3) 7 x B =pol +pngbo = (md)
pqy]_son las densidades de todas las cargas y corrientes
medio 2 medio 1
Condiciones de Contorno: 1o
— —_ ~ — — ~ GS
(E; —E1) X7 =0 (ccl) (Ey — Ep). i = P (cc2)
(B, — By).fi1, = 0 (cc3) (By — By) X i = oK, (cc4)
o.yK.son todas las densidades superficiales de cargas y corrientes
2p, Ecuacion constitutiva: E(J) o E =p] o] = oE

Conservacion de la carga:  V.p,v + ot 0 py G son la resistividad y conductividad, caracteristicas del medio.

En los conductores Ohmicos p no depende de J y es real
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Conductores

Ecuacion constitutiva: E = pJ o] = cE. p no depende de J y es real.

El modelo mas sencillo: Modelo de Drude

—e p(t) impulso de un electrén a tiempo t Si aplicouncampo E = F = —eE

de

* Choques con centros de scattering (t tiempo entre colisiones)

* Probabilidad de NO chocarendt: 1 — %
* P(t) es la probabilidad de que un electrén NO haya colisionado después de un tiempo t. Entonces:

P(t + dt) = P(t) (1 — @)

T

P(t+dt) —P(t) = —%P(t)

ap ﬂ
P T

= [P(t) = e_% (P(t=0)=1)
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Conductores
Modelo de Drude

p(t) impulso de un electrdn a tiempo t Si aplicouncampo E = F = —eE

* Choques con centros de scattering (t tiempo entre colisiones)

t
| P(t) =e T |eslaprobabilidad de que un electrén (e) NO haya colisionado después de un tiempo t.

e Sielenochocaendt: p(t+dt) =p(t) —eEdt
* Sielejusto choca en ese dt: sale con un p, aleatorio.

Entonces: Si promediamos todos los electrones, aquellos que justo chocaron en ese dt contribuiran al impulso
medio, justo después del choque, con (p,) = 0.

La fraccidn electrones que NO chocan en dt contribuye con: |{(p(t + dt)) = ((p(t)) — eEdt) (1 — %)

Los que chocan, tienen un dt’ < dt para acelerar y contribuyen con: (p(t + dt)) = ((ﬁ}é — eE(dt')) %) =
(p(t + dt)) < eE (dt)?/t~ 0. La contribucién al impulso total e despreciable
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Conductores

_ d
Modelo de Drude (5t + db) = (5(0)) — eEde) (1 B Tt)

_ _ _o.dt _dt?
(p(t +d0)) = (p(D)) = —(P(1)) — — eEdt — e%/T
d(p 7 _
o __ D e
dt T X
N
Término viscoso
Solucién estacionaria parat > t: (P)oo= M(V)e = —€ET
(D)oo = — %E donde la viscosidad n = %
] = —ne(¥), siendo n la densidad de portadores. Entonces: ] = —ne (—%E)
— 2 _ 27 _ — 2 2
J=lEEF=l1F=GF con| o = 2e- et
n m M m
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Conductores

Datos experimentales Modelo de Drude
Material Resistividad (en 20 °C-25 °C) (Q-m). 5 5
T = __ne® _ne“l
Grafeno? 1,00 x 108 J]=o0cE con (6 = =
E— M m
Plata3 1,59 x 108 l
electrones _ ~19
Cobre? 1,71 x 10°8 n =17 1029 . e=1610 3(;
_ _ m = -
Oro° 2,35 x 10° m=9.1 10 kg
ininG -8
Aluminio 2,82 x 10 T~ 210~ 145
Wolframio?’ 5,65 x 108
Niguel® 6,40 x 10 Mientra§ estgmos en f « 10 Hz estamos en
Hierro® 8 90 x 10° el estacionario del modelo de Drude.
Platinol® 10,60 x 108
Estafio!! 11,50 x 108
Acero inoxidable 30112 72,00 x 108
Grafito!3 60,00 x 108
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Problema electromagnético cuasiestacionario en un conductor

Ecuaciones de Maxuell:

PxE=-22 (m1) 7.E=-21  (m
e ot T gy
7.B=0 (m3) PxB=pyJ (m4)
Ecuacidn constitutiva: E = pJ o J = oE ;pno dependede]
medio 2 medio 1
por (m1) FxJ=cV xE=-c2 (%) A,
por(m4) VXV xB=p,V xJ 4_
por(m3) VXV xB=V.(J))B) —V*B
con(*) —V?B=p,V xJ = —uOGZ—I:
e (B, — By).fi1, = 0 (cc3)
V2B = uoca—]: +cC L B
(By — B1) X iy = noKs  (ccd)
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Problema electromagnético cuasiestacionario en un conductor

Ecuacidn constitutiva: E = pJ o J = oF ; p real no depende de J

o 35 (B, — By). M = 0 (cc3)
V2B = moo5- (1) +cc o B
(By — By) X iy = poKs  (ccd)

e Siel conductor estd en un campo externo uniforme y continuo B, , B(7,t) = B, es solucidn.

: . 0B
e Siencambio tenemos =

* Debido alas cc la solucion va a depender de la geometria.

+ 0=>V?B # 0y aparecen corrientes inducidas.

. e ) o

Para un slab“conductor infinito: Por simetria: B(7,t) = B(x,t)s = 725 = %

j Solucién del tipo: B(x,t) = e **gl®t
E (t) =B LDt 5 a_B_ Ty
ot} = Boe 2 o 1@ (1) = k?B = pycioB
9°B _ 12p = k%= pycio
X dx?

-d/2 0 d/2 G 1
v / sk= [P +) =< (1+0)

O es el skin depth (distancia pelicular) 2 0

DF, FCEN, UBA Superconductividad
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Problema electromagnético cuasiestacionario en un conductor

Ecuacidn constitutiva: E = pJ o J = oF ; p real no depende de J

Az
B(x,t) = e kxel®t
k= P22 0+0)==(1+1)
2 )
X‘#
-d/2 0 d/2 c.c: B(d/2,t) = B(—d/2,t) = B, (t) = Bye'®!
SEED  r(ix-a/2)
Si 0 < d, la parte real de la solucién es: B(x,t) = Boe/ O cos l + o)t]
El campo penetra en una Desfasado del aplicado
long. caracteristica o
_ 2 __ 2P _ 2P En un conductor “perfecto”: hay expulsion total de campo alterno?
HoCW Ho® HoTtf
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Conductores

Datos experimentales

Material Resistividad (en 20 °C-25 °C) (Q-m).
Grafeno? 1,00 x 108
Plata3 1,59 x 108 _ T in
Cobre* 1,71 x 10° Skin depth § = | —E— Ho = 4m 1077NA
- - HoTtf
Oro° 2,35 X 107
Aluminio® 2,82 x 10°8 Para f = 1 kHz: 6~2 mm
Wolframio?’ 5,65 x 108
Niguel 6,40 x 108
Hierro® 8,90 x 10°®
Platinol® 10,60 x 108
Estafio!! 11,50 x 108
Acero inoxidable 30112 72,00 x 108
Grafito!3 60,00 x 10
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Conductores

Datos experimentales skin depth

0.1 e

O(YBCO) en Tc (92 K) ~ 1,6 cm

A T ambiente
i = |22 = 47 1077 NA2
100 \ = Skin depth o e Ho
= =Mn-Zn
10 ™ \‘\ Al
\ —Cu
\ \ —steel410
d N\ N —Fe-Si Para f = 1kHz:
(mm) 1 N = = Fe-Ni i
\\\ ks \ 8¢y (Tamb)~2 mm
™~ Wi 8¢y (80 K) ~0.7 mm

P
LAL

0.01 El skin depth d se usa en muchos casos para medir p.

\\
\\
\

0.001 Como se mide 6?
0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

f (kHz)

By Zureks - Own work, CCO,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=13826795
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Conductores

Como se mide el skin depth 0 = P9
HoTCf

Algunos métodos:

 Se puede medir el campo B localmente. (Arreglo de micropuntas Hall, experimento de magneto-optica).

. 0(B , . .
* Se puede medir % con un método inductivo.
 Se puede medir el campo B(m) generado por momento magnético m generado por las corrientes

inducidas.

Repasemos algunos conceptos: B, H, M, ¥, Yqc

En ausencia de factor demagnetizante (FD): Moﬁo es el campo EO generado por las corrientes externas,
conocidas.

A que llamamos “ Corrientes no conocidas o internas ”?
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Magnetizacion y susceptibilidad

En medios materiales puede haber momentos magnéticos locales provenientes de espines y/o momentos orbitales
(corrientes microscopicas). La integracion de estos momentos promediados en un diferencial de volumen
microscépico en cada posicion 7 da lugar ala magnetizacion local M (7).

Si integramos en todo el volumen de interés (en general en un experimento es el de la muestra):

Momento magnético de la muestra: m = [[f, M(¥)d*r  uUnidades: emu = lerg/G =107 A.m?

La magnetizacién promedio (M) = %fffvll_/l(?)d% = Unidades: A/m o emu/cm?

<|S

En conductores y superconductores puede haber corrientes macroscépicas inducidas J;,,q (7).
e : e — Lo =
La distribucidn J;,,4(7) inducida genera un momento magnético m = Efff T X Jina(T) d3r .

De un modo general, "‘podemos hablar de corrientes internas

(macroscérlicas y microscopicas) que pueden estar en volumen Jint(T) 0 en /‘ﬁ12
superficie K () y asociarles una M (7):
_ 2
VXM= Jinte M X, =K,
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Magnetizacion y susceptibilidad

La distribucién J;,,; (7) genera un momento magnético m = %ffff X Jine () d3r = [[[ M(F) d3r .

La magnetizacidn promedio (M) = %, y VxXM=], (1)

woHy = By se puede calcular y/o calibrar (campo sin muestra).

_ * Hy
B(7) con muestra depende de: J « Relaciones constitutivas del material
* Geometria (c.c)

Factor demagnetizante: En muchos casos, las c.c modifican las lineas de campo: H = H,.

Volvamos a las Ecuaciones de Maxwell:
V.B=0 (m3) VxXB=np, (m4) sontodaslascorrientes | =], + Jin;
J1. son las corrientes “conocidas”, también llamadas “libres”. Definimos un campo H tal que V x H = J; (2).

Entonces: V X B = puo(J; + Jint) (3) .De (1), (2) vy (3): V X (Hi) =VXM+VxH=B =py(H+ M) cumple

0
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Magnetizacion y susceptibilidad

La distribucién J;,,¢ (7) inducida genera un momento magnético m = %ffff X [ () d37r . La

magnetizacidon promedio (M) = %, de formaque VX M = J;.,;.

— Ademas:
PxH=J, o
B =py(H+ M) (B —B1). iy =0 (cc3)
V.B=0 =| V.H=-V.M (B; = By) X Mgz = poKs  (ccd)

Adentro: Bl = l,lo(H + M) _ .
Afuera: B, = noH = | M X1 = poKs

SiV.M # 0 = puedo definir una especie de “carga magnética” py; = V.M

Las fuentes de H son las J, y las py,.

M . . — —
— . Para medios isétropos y lineales: M = yH

La susceptibilidad magnética DC es un tensor que se define como: y;; = BH:
j

B = il

La permeabilidad magnética DC es un tensor que se define como: ;; = 6Hi- :
j
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Magnetizacion y susceptibilidad AC

Qué pasa si se aplica un campo dependiente del tiempo? Cédmo se define la susceptibilidad?

 Seaplica un campo alterno B, (t) = Bye'®tZ (en forma més general puede ser una combinacién de frecuencias)

* La distribucion J;,,;(7,t) inducida genera un momento magnético m(t) = %ffff X Jine (T, t) d37 .

* La magnetizacion promedio (M)(t) = @ En todo punto, el campo B(t) = po(H(t) + M(t))
1) Si la respuesta del medio es lineal (como los conductores no magnéticos), B(t) y M(t) sélo pueden tener
componentes en la frecuencia m, pero pueden estar desfazados. Ya lo vimos en el efecto pelicular.

2T
M(t)e'Ptd(wt
27H ), (t)e (ot)

Xac =X — " =

2) Si la respuesta del medio es no lineal (como los ferromagnetos cerca de saturacion o los superconductores con
defectos), B(t) y M(t) siguen siendo periddicos en m, pero pueden tener harmanicos superiores.

270

Z M(t)e ™t d (o)
n 0

. 1
XaC = Z X’n _ lX"n = ZTEHO
n
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Volvamos al problema electromagnético cuasiestacionario en un conductor:
Apantallamiento del campo alterno

Ecuacidn constitutiva: E =pJ o J = oF ; p real no depende de J

AZ
B(x,t) = e fxel®t
B — Lt 5 Cim
S (1+l)_—(1+l)
X »
-d/2 0 d/2 c.c: B(d/2,t) = B(—d/2,t) = B, (t) = Bye'®*
_ (x|= d/2)
Si 0 < d, la parte real de la solucién es: B(x,t) = Boe/ l(lxl 4/2) 4 ootl

El campo penetra en una

Desfasado del aplicado
long. caracteristica 0

2 2p 20
6: = _— —_—
HoCW Ho® HoTtf
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Problema electromagnético cuasiestacionario en un conductor:
Apantallamiento del campo alterno

_(Ixl=d/2) )2
d/ 1
Parte real: B(x,t) = Bpe O cos l(lxl S /2 4 (ot] o= :0%) (B(t))muestra = EJ B(x,t)dx
—d/2
AZ B t
Como no hay FD: H(t) = co(f)
‘ Eoo(t) — BoeithA 1
(M(t)) =—(B())—H(t)
Ho
X >
~d/2 0 d/2 Al medir m(t) = (M(t))V, medimos en forma indirecta &
Al medir en forma inductiva d{(B(t))/dt, medimos en forma indirecta &

En general B(x, t) esta desfasado de H(t) =(B(t)) y (M(t)) van a estar desfasados de H (t).

2TT
M(t)e'Ptd(wt
2mHy ), (t)e (ot)

Susceptibilidad alterna y,. compleja Yac =0 + iy =
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Apantallamiento del campo alterno en conductores
Susceptibildidad alterna

_(Ixl=d/2)

: — S (Ix[-d/2) 2T .
Parte real: B(x,t) = Bye cos l 5 T (Dt] 5= [ 2P = — i = 1 M(D)e O d (o)
H(t) = Hycos(mt) Ho® 2ntH, J,
Az
21
_ . = M(t) cos(mt) d(wt
‘Bw(t)zuoHoeW X =g ) MO cos(@t) d(ot)
27
X N = 2y J; M (t) sin(ot) d(ot)
-d/2 0 d/2
Si M(t) esta en fase con H(t), y” = 0.
1
. . — X
M(©) = (¢ — ix)H() = Ho(x cos(ot) + - sin(@r)) sl
La energia disipada en un cicloes W = gﬁa.clo BdH
0L . d 2p
— = 0(wg) =
Ver que W o< y” 0.1 1 10 100 2 (o) Ho®

®o/®
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Preguntas para pensar/buscar para la proxima clase:

* Qué pasara cuando un conductor tiene resistividad nula? (conductor perfecto)

* Basta con reemplazar p = 0 en todas las expresiones?
* Qué hipdtesis de las usadas en las deducciones de esta clase no se cumplen en ese caso?
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